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SSci^^enb berS^erfaffuttg mtinti fo fe^r gunfüg aufgenommev^n 
®runbnffe8 ber analpttf^en ®|)(dnf, änb mtl)t no4) nad[^ bem 
Grf^emen beffelben bei ®elegen]^eit }a$(reU[^e| loeittfet f)>]^d# 
rifi^i:anal9tifi^er*9(u8fä^vungen, »tnbe ba 4^v/l€ in mit 
M^l^fit^.baf baS Stubium btefed neuen BiDeigfS ber SRat^e^ 
mafif am meifien gef6rbett werben' f6nnte tnx^ ein SBerf, 
n>e(4)e8 ben elementaren Z^til biefer SBiffenfc^ft geometrif^ 
be^anbelte, bamit bem neuen analptifc^en ®ebdube ber ftcf^ere 
®iunb unb Soben xiiä)t fehlte. S)teienigen, mld)t fiö) mit 
analptifc^en Unterfudf)ungen in ber 9>Iantmetrte befc^dfHgen^ 
merben aUt eingefle^en, baf^ i^r S3emä^en metfl t).ergeblid[> ober 
fogar unm6gltd() fein würbe, n>enn {te ni(|)t fupten auf ber 
breiten geometrifcf^en @runblage, beren ftc^ bte Planimetrie 
f(f)on Don (Suflibed Seiten ^n erfwuet 

9lur eine, foweit alS mhQliö) getriebene, n>iiKidf> geome^ 
trif4)e S)e^anfe(ung ifl im ®tanbe, bie anatptif^e ^p1)iat ge« 
^irtg SU begrunben unb ju tragen^ ni6)t n>eU tttoa bie "burc^ 
bie ^älfe ber SnatpftS gefunben^n Stefuttate bem 3n>eifet a{t6$ 
gefegt mdren, fonbern mü a imSefen ber onalpttrid^^en fRe^ 
t|)obe liegt, bap (te ixoat mit ber geometrifc(>ett 3(nf4)auung 
anhebt, aber im ungemeinen o^ne fernere Seglettung wn tf>r 
Mop burdl^ arit^metif4)e Gntn^ideiungen unb Serbinbungen jur 
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S3eauttoottung aUtv, ben in SitU fie^enben ©egenflanb betreff 
fenben, fragen fä^rt 83<i ber geotnetrifl^en Sße^btung ntt< 
{!efit butd^ bte 9(nfd()auuttg bet Sonfhuctton ein S^mffe m^ 
mittelbar an ber 6j)nfiruction fftbji; bei ber analptifc^m 
S3e^anb(ung entfielt im&ö)^ (ein Sntereffe an bem iDb|ecte, 
fonbern an ber Stlatf)^, 6infad()^eit unb Mvit, iiUtfyanpt <m 
bet 6(egan} ber analptifc^en i!^erlettung ; fene S3e^anblung 
f&^xt iur unmittelbaren .Kenntnip^ biefe, mlö)t ber SBermitte^ 
htng bebarf; fu\)tt and) jundd^fl nur jur mittelbaren £ennt^ 
niß beS eigentlichen iObiected* 

Sßie bie niebere Planimetrie von ben ilten tinb mmn 
@eometern be^anbelt morben ifl, fo mn^ an^ bie elementare 
®|)f)drif geometrifd^ be^anbelt tt)erben, n)enn bie£enntntf ter:: 
felben eine gr&nblid[)e unb uQifafTenbe mxhen ft\L iXUt\)aapt 
muß in ber IBe^Mblung ber @))^&t1f bie ber Planimetrie baS 
SSorbilb fein, unb eine ^bn)eid)ung hiervon nur' bann <Btatt 
ftnben, n)enn bie befonbere S3efd()ajfen()eit ber f))][)drifd[)en ^h 
jecte, mag niä)t feiten ber $all ifl, eine eigent()ilmli^e S3e$ 
^anblung gebietet, n)eil babur(i() eine größere @infa^()eit unb 
Mt^f mithin aud[) eine lei(f)tere (Sinftd)t in ben 3ufammen^' 
^ang errei4>t n>trb. 

« 

ä^nli(i[>e @eban!en, unb jum X^eil btefelben, enthalt bie 
Qp^inl t)on Dn Q^nli in ber SBorrebe, unb ber er{!e, 
aber im $BergIetd)e mit bem gmeiten ungleidj) fd[)n)dd)er€ %^Al 
biefeS, ivie eS fd)eint, menig gefannten, unb bqrci) ben Zeb 
feines SSerfafferg um}ollenbet gebliebenen SBetleS : »S)ie ©pl^drtf 
ober bie ©eometm ber £ugelfldd[)e in brei S^^eilen t^on £arl 
Sriebrid^ ^(Sd)uli, eei))i{g 1828 bei £arl 6noblo(^% — ifl 
ein f4)on fo ruf^mtid^er @d)ritt gur Slugfuf^rung biefer ©ebanfen, 

« 

bap er mi^ fel;r maf^rfct^einlic^ t)on einer ^Bearbeitung ber 
elementaren @p()dvit mätbe abgehalten i;a6en, meiin id) if)n 



fin^tx Qdp»)^t ^&ft^ nun aUf^at er. mid^in bem IBert^auen 
auf bie ati#id(eit meinet ^nft^^t beftdrft, nnb jur S^ttavA:^ 
QüU MJ^i gemdf 'Derfapten 9^r!e6, als einet seitgemdpen 
erf4)einung; n\tr no^^ ermuntert' 

6tn anbereS ä3ud) , bie ©eometrie ber , £ugelf[dd()e Don 
@. $. 9>o^l 1819 follte btefen 3:ite( ni6)t fuhren} eS entf^dlt 
eine fpf>drif4)e Trigonometrie, bie t}on t)ieIen'^berboten n)irb, 
itnb entrprid^t am allern)enig{len ben großen Srmartungen, bi^ 
in ber SBorrebe erregt n>erben* 

SKon tt)itb ^ier bie elementare @|>^driC, tt>entt ic^ ni^t 
irre, fo ^iemli^ ju berfelben ®tufe geomefrif(i()er SfuSbilbung 
QtJltaö)t ftnben, aitf totl^tt bie elementare Planimetrie gegen« 
Yodrtig f!e$t 9(ttd^ bie formen be9 3ufammen^angeft unter 
ben Seiten unb Sßinfeln^ eines t^^drif4)en S)reied8 ftn|^, al8 
€benfot)ieIe Sigenfi^ften beffelben, in gtef^ec Srt belf^onbelt 
tvorben« ^aäf einanber ge^en aKe baS IDreteA betrejfenbe 
Sormeln auf bem conjiruirenben SSSege in einfädlet Seife ^en)or* 

2)ie ®ituation8 s ©eometrie auf ber Augel tfl, fo mit 
fie in ben SBerei^» ber 6(emente ge]()6rt, fe^r ouSfiäl^rli^» tnt» 
loitfelt tt)orben, unb man mirb fe^r allgemeine ®efe|e antcef« 
fen, U)eld()e oittig neu ftnb, )oett auüf bie analogen ®efe|e 
ber Planimetrie MrgebenS in ben von i^r f^anbelnben Se^t^ 
biiö)zxn gefuc^ metben burfiten. 

• 2)ie Se^e 9om Areife auf ber Augel bewirft eine tpid^« 
tige SSotfenittnif , unb bient a(8 eine tt&|ß4)e 6inlei(ung in 
boft auSgebe^ntere Stubimn ber Sef^re Mn ben fp^drifc^n 
Aegelf^^nitten ibvcfyavipti tf^re att8f&^rlt4)e IBe^anblung unb 
indbefonbere bie elementare ffla^mi^nnQ ber merfmurbigen 
©efe|e ber fp^drifc^en 9ole unb i^nen jugef^&rigen polaren; 
beren genauere j(enntntß für hai beffere @ebeif>en beö "fbtM^ 
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btumfi ber f))^. ®ttuattond«®eometrie dber^aupt fofe^t n>td^^ 
tig tfl, \ptrb man ntd^t ungern bemerfen. 

S)a8 ttir^ bie gan^e ®eometrie ^inburx^ gretfirnbe ®e« 
fe| ber S)it alt tat fieOt jtc^ in ber^p^dtif megen be6einfa^ 
^m Znfatamm^ariQa jwtfcjlien einem f))f^dnf({)en |)aupt(reife 
ttnb feinem (Sentrum t>iel mfaä)tt unb Uiö)Ut "fytxani, al6 
in btt Planimetrie } btefeg umfaffenbe @efeg w&rbe unfheitifl 
Diel ^lil^er entbecft morben fein, »enn man baö @tubium bcr 
&p^int früher ernfi^aft getrieben ^ittt. SBenn nac^ ber 
St^ffyobt be8,|)errn ^onceUt unb Sfnberer biefefi ®efe| nur 
auf bie allgemeinen geometrifd^en formen unb auf bie tlber^: 
tragung allgemeiner ober eigentlid(^ t>^^i^^^o"^f^t)^d^ V^tr{f4)et 
9leIationen anwenbbar i% fo {ann im ©eg^nt^eile biefeS ®e$ 
fe^ in S(nmenbung ber lERet^obe, n^el^e ber ®))]^drif }u ®e^ 
böte fielet; felbjl auf t>it regutdren formen unU mf bie Über:: 
tragung ber metrifd^en Stelationen aUer $(rt angemanbt »er^: 
ben} felbfl ein ganzer 6a(cul tann Q^titt t)or @4)^ttinben 
fiö) auf bie reciprofe Sonfiruction be^te^enben umgefe^t werben* 

SebeS erfo(grei4)e S3ejnu^en im ©ebiete ber @))^dri( ifi 
hoppzlt ftnä)tbati j[ebeS SlefuUat in ber ®))^driE in))D(t>trt 
ndmli^ auc^ baS corref))onbirenbe fär bie |)(animetrie , mU 
dE)e$ augenblicflid) barin eilannt, ober barauS Uid}t ^hergeleitet 
loerben fann; aber nic^t umgefef^t fann immer auS bem 
))Ianimetrifcf)en @rgebnip auf baS entf))re<l[)ettbe in ber ®)>|>drif 
mit berfelben @i4>erl^eit gefi^Iojfen n)erben* 

@S iil ba|)er auffaUenb, bap mand^e ein{t4)tSt?otIe ®eometer 
aUe i^re Unterfud()ungen no<^ auf bie f)lanimetrie befd[)rd«[!en, 
jlatt i^ren o^mf)\n mö)t fh Slnfdnger mitget^eilten SRefuU 
taten' fogleid[) bie um eine Stufe ^6^ere »Hgemeinl^eit Ju 
erwerben, looburc^ Semienigen, toA6)tt bie ^6|)ere SCSge^ 
mein^eit fu4)t, bie SRü^e unb 2Bcirtdu^g!eit t)erurfa4)t »irb, 
bap er biefelben Unterfud^ungcn nod() einmal ffir bie ®p^a^ 
ri{ anfielen mup* 
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®€gen baS (SnbeteS SBerf d finb bie aritf^mettfd^eii 6iittoUkIun< 
gen ni^t immer i^ermieben n)otben, unb bie betben legten W>f 
f^nitte erforberten i^ter fftatm nad) fogat eine .^goii} uneinge^ 
f(^rdn!te Stnmenbung ber Stnt^metif. 

9(it(^ bet SSetfaffer muf na(|> bem bi^ ferne ft&fytvt 
neiinid^nge asitffamfeit, al8 Sekret ber 9Rai|nnatif an einem 
Gpmnaftum, gen)onnenen pxacti\6)zn Urf^eiff eS mit ixotdm&s 
f\^ ftnben, bap bec UnUmö)t in ber eigentlid()en fp|)drtf(i^en 
SSrigonometrie in ben ©^mnaften ^reupenS einer ^i^mn Se^ 
fKmmung gemdß ni^t mel^r ert^eiU wirb; er ^at feine 9In$ 
ftd^t baruber au6) fd^on mef^rere Safere Dor bemiSrlaffe biefer 
^i^eren 9(norbmtng anSgefprod^en in bem S(ttffa|e: Ti^iibtt 
bie niebere ®p^üU im ad[)ten S3anbe beS Sournatö fär bie 
reine unb angemanbte ^at^^maül von Grelle @ette 383* 

S)h abe? eine geometrif4)e SBe^nMung ber (SIemente 
ber ®p^dri{ etkoa in ber 3(rt, n>ie fte in ben ersten 3(bfd()nitten 
biefeS 2e^rbtt4>8 t)or!ommt, \>om ©pmnaftaU ttnterri4)te auS« 
gef^^offen werben mdffe, ifi eine onbere $ragn toenn bar&ber 
niö)t btofi abgefproc^en, fonbern mit ber n6itbig(n n\ö)t nur 
)>dbagogifc!^en, fonbern au^ maflf^ematifi^en Aenntniß geurt^eilt 
wirb, fo wirb bie Seantmortung jwar Bebtngt, aber bo^ t)on 
ber Strt fein, baf i^ fte |)ier )nrfitf|>alten mup, um ni(i)t in 
ben Serba^^t einer burc() baS Sntereffe an meinem jSel^rbu^e 
entfianbenen ^arteilici^feit ju gerat^en. 

@t6rungen unb Unonnel^mli^Ietten man4>er %tt, woju 
au(^ leiber baS ®efil^I ber getdnfc|)ten Erwartungen ge(>6rt, 
^oben bem SSerfaffer ni^t fetten ben Sfrolf^ftnn unb ben SRut^' 
geraubt, weld[^er jur gl&df(id^en SluftfÜibrutig eines SßerfeS Don 
griferem Umfange erforberli^^ ijij man wirb Ux^t bemerlen, 
bap in biefem S3ttd()e, welches fc^on im Safere 1832 begon^ 
nen würbe, bie anfdngltd()e "Sbee ni^t immer fe|!ge][Kiiten wer:: 
ben fcnnte, unb mit biefem Umflanbe bie SRdngel beffelben. 
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ber Stttit ein 3ltitntttli. Z)er Stixit m^tn mas efti Söget 
eine« ^auptfreife« tin pauptio^tn unb tin 6tft(f «>ott ber ^e^ 
rtp^erte eine« Sle^enfreife« ein SZebenbogen fjtiftn* 2)er cge^ 
rablinige) Stabintf eined {)auptrtetfe« fttntntt mit bent Stabiu« ber 
Angel übtttittf ber SRabind eine« Sßebenf reife« ifl Heiner ali ber 
itugeUSKabin«/ nnb }tt>ar befto Heiner^ je »eiter ber Wlittdpmitt 
ber jtugel t)on ber (Ebene be« Jtreife« abfielt 

(Ein 9er)>enbifel t)ont 9R{tte(pnnfte ber J(ngel anf bie (Ebene 
eine« iRebenfreife« fief&Kt/ trip biefetbe immer im mtttipuntit 
biefe« Areife«. äBenn biefe« ^er^enbifel = d^ ber Slabin« be« 
SZebenfreife« = r, nnb ber Stabin« ber Angel = R ifl, fo 
iß immer 

R« = r« + iK 

Die einzigen ebenen Linien anf ber Dberfl&c^e einer Angel 
fbüb Areife; aOe anbere frnmme iinitn anf einer Ange( ffnb nn# 
tbmtf ober anc^ boppelt gefrAmmte (Suroen« 

Sie beiben (Snbpunfte eine« Angelburc^meffer« Reißen (Be« 
Qtnpuntiz, nnb ^toat ber eine ber ©egenpnnft be« anbereit« 

3tt einem fünfte ge^irt alfo nnr ein ©egenpnnft 

3ebe {toei ^auptfreife fdyneiben ficb in itoti ®e# 
aetipunften, nnb »erben t)on ifftitn ^a(birt; benn ba 
ibre (Ebenen burcf^ ben QKtttetpnnft ber Ange( geben, fo ^abett (le 
einen Dnrc^meffer ber Angel gemein, unb bie @nbpnnfte biefeö 
Sttr<^me{fer« ffnb bie beiben 9>ttnfte/ in toelc^en fldi bie f>erii>^e# 
rieft ber beiben J^anptfreife fc^neibem 

SDnrcli gwei ©egenpttnfte f «ntten ttnid^Iige S^aupU 
freife gelegt werben. 

äBirb in einem ^anptfreife tin ^nnft angenommen, fo befttt# 
bet f[(A fein ©cgenpunKt in bemfelben ^anptfreife* 

(Ein Arei« anf ber AngeliUc^e, toelc^er bnrc^ ixotl ®egett« 
pntdtt ge^t, ifl tiu ipauptfrei«. 

Z>nr4 itoei^nnfte, toe[<fie ni<^t(9egenpnnfte finb,. 
fann nur tin Jpanptfrei« gegogen toerben: benn Mnnteit 
mehrere wn einanber perfcf^iebene Jg^anptfreife bnr4 bie beiben ^nnfle 
gelegt . werben , fo warben fie ffcft in jenen i^mättn fcffneiben, 
forglic^ w&ren bieft ^ynnfte (Begenpnnlte , wa« ber Slnno^we 
ittwiber ift 

§♦ 3. 

£a bie einzigen tUntn iinitn, welche auf einer Angel gejö^ 
gen werben Mnnen, Areife ffnb, fo ffnb ffe a(fo bie fftr bfe 8e# 
tracfftnng einfa^flen einien anf ber Angel; ba ferner ein S^aupU 
Bogen weniger getrimmt ifl, alt tin g(ei(4(anger SRebenbogen, Jo 
Aberne^men bie {)auptbogen in ber epff&tit biefelbe KoKe, ar« 
bfe geraben tinien in ber 9>Ianimetrie« $(Se Sinien auf ber An» 
fftfuOit mi^tn alfo )ttn&<9fl mit J^anptbogen t^ergltdiKtt loerben, 
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ti mag auf J^re Ar&mmung ober auf {^te tdnge attfommett; fle 
ti>evbfn alfo au(^ gebraucht/ vm bie (Sntfentting 2^^^'^^ fünfte ber 
Attgelßdd^e t)oit einatiber }tt meffeit* Sßimmt man aber m emem 
^a]t))tfreife {loei fünfte aa, fo gibt etf jwet {)aitpf bogen/ toelc^e 
btefe fünfte %vl (Enbpun!tett ^aben, unb (le erg&njen fTc^ )um 
Jpauytfreife; jeber berfe{ben fattit ali Üu^brucf ber (int* 
fernuttg ber beibett fünfte ))on einanber bienen; flnb 
bie beiben ^auytbogen gletcb/. fo i|i jeber bie ^Affte Ui S^avcipu 
freife«/ unb bte beiben fünfte (Tnb bann (Segenpunfte. Z)aber 
finb %xoti ©egenyunfte immer 180<^ ))on einanber 
entfernt 

6tnb bte betben (7(6 ^n einem ^auptfreife erginienben ^onyt^ 
bogen in>if(f)en s^ei ^^unften nngUid^/ fo tt>irb in ber 9tege( soor^ 
gttgdtt)eife ber f&rjere gewd^ft/ nm bie (Entfernung ber beiben 
fünfte t)on einanber babnrct^ audjubrücfen. . 

3 Ufa 6* 2)ie Sdnge eineö ganzen ^auptfreife« ift sr in, 
toenn ber Äugele Stabiuö bie (Einheit ifi/ unb unter n bieSnbofp^i^ 
f(6e 3a^[ verüanben "»itb. ^Da^er ifl bte Sdnge eineö J^auptfrei^ 
fed = 6. 28318531 •••; bie Sdnge eine« Jg)albfre{feö ifl alfo 

= TT = 3^14159265; bie Sdttge Kiazi Ctuabraten iji | s 

1/57079633; bie «dnge tmti ®rabe« ifl ^ = 0/01745829; 

bie Sdnge eine« SRinuten^ Sogen« ifl 0/00029089; bie Sdnge et^ 
tte« Gefnnben:: Sogen« ifl 0/00000485; u. f* tt>* 

3fi alfo tm Jg^auptbogen gfeic^ 'S^ 49^ 28^^ fo ^nbtt man 
feine Sdnge: 

30 = 0,05235988 

49' = 0'01425352 

28" = O'OOO 13575 

0^,47 = 0/00000228 

bie ^Vivmt = 0/06675143/ 
stnb mit ber Sa^I 0/0667514 muf ber ^gel^Siabiu« no<l^ mntti^ 
pKcirt werben/ toenh er nic^t bte Sin^eit felbfl fein foD* 

S. 4« 

Btt^ei J^auptbo^eU/ toe((f)e wn einem fünfte an«gel^en/ machen 
einen SBinIe( mit einanber/ jener ^unft ^eißt ber Gefeite! 
be« dBinfel«/ unb bie beiben Jpauptbogen felbfl %t\^tfi \tixit 
®(^enfeL 

auf bie 8dnge ber e^ienfel eine« aSinfef« fommt e« nic^t an. 

Cin SBinfet jtoeier {)auptfreife ift bem $Idd^en^ 
n^infel ber (Sbenen feiner Od^enfel gleid^« 

(&i feien in Fig. 1« CA unb GB bie 6(()enfe( be« ffiinfel« 
AGB; xm il^n gn meffeu/ m&ffen t^om ^Ajiytti G avA bie Zm^ 
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geittett Ca ttttb Cß 8<)cgett werben/ iO0t)on b{e dttt bett Sogen 
CA ttttb bie anbete ben SBogett CB berft^rt: ber SOtitfel oC/9 tu 
bann ber 9itt«bru(f f&r bte ®r66e be« aßtofeM AGB ; ba obev 
biefe S^angenten f!c^ i» betf (Sbenen CDA unb CDB beftnben, 
unb außerbem no((» auf ber ^urt^fc^ntttS^ttnte DG ber beiben 
(ihtixtvi fenfre(^t flehen/ fo ifl ber ^infel aCß avLdi gletc^teiKs 
ba< aRaae Ui Sld^^en^fEQinfe» ACDB ber befben dhtatn, worin 
ff^ bie Cd^enfet CA itnb CB befinben. 

ÜQenn fic^ ein {)attpt6ogen auf ber £)6erf(d(|ie bet 
Jtn^el nm feinen einen Snbpunft ^ernm bre^et, hii er 
in bie anfdnglid^e Sage {nrftcf fomntt/ fo befdbreibt 
ber anbere (Snb)>ttnft beö J^auptbogen ^ einen Sttti*. 
2)er fefie (Snbpunft bed {)auptbogeni ^ei^t ber (fpdrifcbe) 9Rit# 
ttl'pjxntt ober bad (Sentrnm bed Areife^, unb ber J^auptbogen 
felbjl ijti^t ber Stabiuö ober JE)aI6meffer be« Jtreife«* 

Cremet (td) ). 8. in Fig. 2 ber ^alhUtii XABCY nnt bie 
beiben ®egen)>unfte X unb Y> fo befcbreibt er ofenbar bie £)ber# 
fldc^e ber ^ugef/ unb bie 9)unfte A, B nnb C befcibreiben Areife 
Kak\ Bßff, O/C, beren pranimetrifc^e aRitter})ttnrre bie fünfte 
a» b^ e ffnb/ in xotl6)tn ber 2)urcf)meffer XY bc j ^a(6freife< Don 
ben auf i^n gefdfften ^erpenbtfefn Aa, Bb, Cc getrofen »irb/ 
nnb biefe ^^^^penbifel fetbfl flnb bie planimetrifcben Slabien ber 
brei jtreife; bie fpbdrtfcben SKabien ber brei Greife ffnb aber bie 
J^auptbogen XA, XB, XG, wenn X ali ber fpbdrifd^e ^ittzU 
punft ber brei Jtreife angefeben wirb; ffe^t man aber feinen ®e^ 
gen))nn{t Y ali f))i)drifd)e« Sentrum an, fo ffnb YA, YB nnb YC 
bie Sftabien ber brei ftreife. 2)a^er Mt jeber Stxtii {Wei 
üßittelpnnfte/ bie aber (Segenpunfte finb, nnb anc^ 
)we{ Ütabien/ bie fic^ )n 180^ ober )n n ergdn}em 

6inb bie Stabien tinti AreifeS gleich/ fo ijl Jeber 
ein Ctuabrant/ nnb ber Sttii ifl bann zin Jpan)>tfrei<; 
finb bie beiben Slabien zinti Areife« nnglei^/ fo ift 
ber tint Meiner, nnb ber anbere vlvx ebenfo«)ieI gr jfer 
aH tin Ctnabrant, nnb ber Stxtii ifl bann tin 9Zeben# 
freij* aOenn i^on einem Stabiu« tinti Sieben #Areife0 bie SRebe 
ifl^ fo t)erfle^t man in ber Sieget ben ffeineren* 

Sfnnterfnng« 3n einigen Se^rb&cfiern wirb ber f^^drifc^e 
^Dlittelpunft eine« Areifed fein 9>o( genannt; ber ®mnb bie» 
fer {Benennung ifl nner^eblicfi , unb ' mit ber ^Benennung Vo( t)er# 
binbet mm o^nel^in f(^on (dngfl in btr analytifc^en ©eometrie 
einen gan} anberen iSegriff* 



f * 
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Bwti Jtreife/ toelAe biefelben jwei WHtUlpmltt fiaUn, Reifen 
cottcentrifcft; bte S6enen concentrifc^er Jtreife finb f)arane(/ 
ioei( (le auf bemfeltttn ftu8e(#£ut(f|ine{rer/ toeldier bie beibett 9Rit^ 
telpunfte t)erbmber/ fenfredit fielen, itttb infofern ^e{(lett lottceit^ 
trtfd^c Aretfe auc^ »ol 9>aral(e(^^reife* (Sitt ^aupt^Arci^^ 
loelci^er mit einem 9{ebenf reife coitcentrifd) ifi^ ^eißt fein QQittel^ 
f reis (Aequator) nnb tin Sogen beffelben ein SRittelbogen, 
ober eine StitteUinie. Unter ber (fpb&tifc^en) Siflan) 
{loeier concentrifcf^en Jhreife toerflel^t man einen S^mptho^tn ixoU 
idftn ben beiben 9!ebenf reifen ^ ber Onit feinen SSerldngemngen) 
burc^ bie Sßittefpunfte ber beiben concentrifc^en Jtreife ge^t 3tt 
Fig« 2 tft i- fB* AB bie Diflanj ber beiben Ateifc AoA' nnb 
Bftff, ba ber Sogen AB burd^ bie beiben SRittelpunfte X mtb Y 
ber concentriftfien ^eife gebt« 

SEBdbrenb ber Ütabiud X A (!(4 um bai Zentrum X bre^t, itnb 
mit feinem Cnbpmtfte A ben Stxtxi AaA' befc^reibt, befcbreibt 
ter ©egenpnnft C wn A einen (Weiten Stxti^ CyC um bai 
Sentrnm T, nnb bie Stabien XA nnb YC ber beiben Jtreife 
(Tnb gleicb; folc^e }wei Greife beiden (Begenfreife/ wU bie 
©egenpnnfte t)on ben fünften bti einen Jtreifeö ffd^ im anbereit 
Areife befinbem (Sin J£)anptfreid t|l ber ©egenfreid ti^on 
fid^ felbfl. 

Der SRitteirrei« itotitt ®egett!reife f^at ftberall 
gleiche Cißans «)on i^nem 

$♦ 7. 

(Ein S^uptioQtn, mld^tx )iDe{ ^^nnfte eineS Kebenfreifet Der# 
btttbet, ^eigt eine (fpb&rifc^e) 6 ebne nnb toenn er burc^ ben 
SDZittelpnnft be« Siebenfreifed ge^t, fo f^ti^t er ein X)ttrd^meffer 
be< 9!ebenfreife9. 

(Ein S^anpttttii, welcher }n>e{ (Beaenfreife fAneibet^ fc^neibet 
biefelben in «>ier fünften/ aber itoti )Don biefen 9>nnftett flnb 
bie ®egenvun(te ber beiben anberem (Sin ^auptbogen, loel^ier 
Keiner ali ein S^atbhtii ift, nnb {wei ©egenfreife mit einanber 
i>erbinbet, t)er6inbet ofenbar feine ixoti (Begenpunfte, nnb ^ei^t 
eine dn^ereSebne gmeier (iegenf reife/ ober awiibio9 bie dunere 
@ebne eine ^ ftreife^^ toobei man ffcb bie i^dlfte bei einen Jtreifef 
aM mit ber ndcbflen J^dlfte feinet (Begenfreifetf jn einem Jtreife 
}ufammen ge^irig «)orfle0t* 

3n Flg. 2. fjaMxt %. 9« ber JE^auptfrei« XAYC bie beiben 
Segenfreife, nnb man fann ffcb alfo bie {)d(fte AoA' Ui einen 
mit ber $d(fte CyC Ui anberen ali {u einem Greife {ufammen 
gebirtg t^orfieDen/ weil biefe beiben J^a(bf reife feine ©egenpnnfte 
entgolten/ mit SlnSita^me ber (Enbpnnfte A itnb A', mtdjt bie 
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(Begenpiittfrf Doti C nnh G f!nb; Ut ^auptioicn ay i(l tittit 
tiat ittfere Ge^ne btefe< Aretfe<* 

llitmerf]ttt0. jDte beibcn ^alMreife AaA.' itnb C^^C tncu 
djtn in einem d^inlic^en Ginne üntn Stxtii avtif aU bie 6eibeit 
titnfaUd ^iüis getrennten S^ocige Ui Jg)9yerbe( in ber ^lanime^ 
ftie jn einer turtle {ufammen gel^drig gebac^t »»erben. 

S* 8. 

SRon fonn f?^ mit SSertl^eil eine< ^rei^3ogen< Bebienm^ um 
tinm SBBinfel }tt)eier {)aupt6ogen (U meffen; 6ef<4 reibt matt 
n&mlidt ani bem Scheitel einet SßinfeU einen Arei^ 
bogen {toifc^en feinen 6(^enfe(n mit einem 6eCiebi# 
gen Slabint, fo i(l ber Areitfbcgen tat Waa$ itntt 
Winltti. 

3n Fig. U fei aui G ber Sogen ab mit bem Slabind Gas? 
Gb }toif(^en ben Gc^enfeto be« SOBinleH ABC befc^rieben/ fo ber 
ftnbet er fidi in einer auf GD fenfrec^ten (Sbene adb, nnb feine 
i)(animetrif(i^en ätabien finb da sdb ; ba biefe nnn ben Xongenteit 
Ga swb Cß paxaütl finb, fo fTnb bie SBinfel aCß itnb adb 
gleic^^ nnb bai^er ift ber Sogen ab bai aRaaf be< SBinfett aCß 
ober AGB. 

Oefonberd ^dufig tfl ber ©ebrauc^ eine« $att))t(ogen0^ mU 
^€t timfaUi mi bem ®4eitel bti SBinfeK {wifi^en feinen 
(Sd^enfefn befcftrieBen mirb^ um bamit ben 9Binfe[ |tt meffen. 

®inb }• e« bie Gcbenfel GA nnb GB aii Oinabtanttn hu 
grdnjt/ nnb mirb aui G mit bem Stabint GA ber Sogen AB be^ 
fd^rieben/ fo ifl AB ebenfaUt ba« aRaaß bti SBinfeH AGB. 

3fl alfo AB ein Quabrant^ fo ifl ber SBBinfel AGB tin r«^ 
ter^ ifl AB Heiner ali tin Clnabxant, fo ifl ber SBinlel AGB 
tin fpilitXf mb ijl AB großer ali tin Quabrant/ aber fbiner 
ali tin ^atttxtii, fo ifl ber SBinfel AGB tin finmpfer; ifl AB 
gr jfer ali tin ^atttxtii, fo ifl ber SBinfel AGB tin iberfltempfer. 
9flan fagt auäi toof)I ber Airje loegen / ber Sogen AB fei bem 
aSinfel AGB gfeic^^ »eir er mit biefem SBinfel in ber SDIenge 
ber ®rabe^ SRinttten nnb Seennben äbereinftimmt; benn ber 80$ 
gen AB t)erbdrt fldt offenbar {n bem ganten J^auptfipeife^ toie ber 
aBinfer AGB (ic^ «er^dCt {n tintm SBinfel ber i^oSen Umbre^nng 
ober 360^ 

3fl t- 8« ber Sogen AB, tott im S. 3« gfeid^ 3« 49' 28'^ 47^ 
nnb ifl alfo feine tdnge ia Zijtiltn bti ftngelrabin« s= 
0/06675143, fo fagt man, ba9 auäi ber 0inM AGB = 
0,06675143 fei; lodre ber 9Binfe( AGB tin redlfter, fo toikrbe er 

in bemfelben Sinnt = - ;=; 1,57079633 feim Z)iefe )nr Se^ 
flimmnng ber ®xift eine« SOtnfeld AGB angegebenen nnbenann# 
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ifii 3a^(f 11 «>cr|a(tett $äi ham pix. mbetiiutfitttt Bälfl %n = 
6/S8328531 • • / toit ber fBogett AB fl(^ {u fbta» $iwxptttti\t 

3 tt f a $. {)at ein SBinfet n (9tabe/ fo ifi bie iinr Seßfmnmttg 

feiner ®r jße bienettbe tttt(efattttfe 3^1^! = -r^ / nnb (Te 

pfeift ttic^t feltett feKß ber SB in fei ober attdj» ber Slrfn^ 
bed SinfeU* 

S. 9- 

aOetin txn ^ttnft C (Fig. 3.) t)on )We( ^ttttrtett A 

«nb B eitteö i^ait))t6ogett0 AB um 90<> entfernt ifl/ fo 

ifl jener ^nnft ba< Sentrnm 9on AB. Semt nimmt man 

ütt iBogen AB einen beliebigen britten ^\xnU H an, nnb siebt 

man wm SRittelpunfte M ber jtugel bie ®eraben M A, MB, MG, 

MD, fo jinb (Te Augetbalbmeffer, nnb bie SSinfel GMA nnb CMB 

finb redite/ n>ei[ bie Sogen AG nnb BC Quabranten ffnb; baber 

jte^t CM anf ber Cbene AMB nnb alfo ancb auf MD fenfred)t; 

»irb alfo ber ^au^tbogen CD mögen / fo i|l er ein Ctuabrant; 

»et( aber G wn jebem fünfte D im Sogen AB nm 90^ abfielt/ 

fo i|l G toi (Sentmm bed Sogenä AB. 

3nfaO* Sefcbreibt man alfo ani ixoti fünften A nnb B 

etne^ i^an))tfre{fed }ioe{ ffc^ fd)neibenbe J^anptbogeU/ fo ifl 

il^r 2)nrcl||f(^nitt$))nnrt ba^ Sentrnnt jenei J^anptfreife«* 

iDer SRabind eine« i^an)>trre{fe< ftel^t auf f^m 
festfrec^t 

S e n> c { S. Sn Fig. 4. fei G bad Sentmm Don AB, nnb CA 
ein Stabind t>on AB; man mac^e AB = 90<> nnb |iebe n^ GB, 
fo iit A bad (Sentrnm wn BG nad^ $. 9^ nnb ba BG ein Onoi^ 
braut i^, fo i(t ber ^inUl A tin re^ter naii S« 8/ nnb alfo CA 
fenfredt anf AB. 
3nfa$ 1. ettfitn i}»ti ^anytlreife fenfrec^t auf 
einanber/ fo ge^t ber tlnt jebe^mal bnrd^ bie 
beiben !R{tte())unfte be< anberem 
3»fa$ 2« SBIrb ein Dnabrant mit feinem einen 
Qttbynnfte auf einen $an))tbogen unter einem 
reifsten SQinfel geflellt/ fo ifl ber anbere (Snb# 
pnnft bad Zentrum bed ig^anptbogenS. 
3ttfa$ 3. SBenn fic^ fne^re ^anptfreife in einem 
|>unfte fi^neiben^ fo liegen il^re 9RitteI})nnftc 
in einem unb bemfelben J^anytfreife^ biffen 
Zentrum Jener ^nnft ifh 
3ttfa« 4. eegt man bnrd» bie fpl^&rifcften 9R{tteI# 
Vnnttt itoeier «^anptfreifc üntn britten ^amßU 
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frei«/ fo fielet tiefer auf bett (eibeit Hörigen fenf« 
re^t* 

3ttfa$ 6* Öfteren %toti ^attptbogett fenfrec^t atif ef^ 
Stent brieten^ fo ffl ber Z)nrc4fcbnire<^ttnft ber 
beibett erfien ba< Setttrum bei brittem 

Sttfab 6« SQSenn tttan aui einem fünfte im etneit 
editnttt tinti rechten ODinfeltf tincn Stäupt* 
tttii btidjxtibt, fo fc^neiber er ben ixotitcn 
e(S)tn1tl in einem 9>ttnrte/ toeldlr^r ba6 Sentrum 
beö erflen 6(f)en(el< ijL 

S. IL 

ein aQinfel jtoeier ^au^ptit^tn i(l gtei^ ber Z){# 
(lans i^rer homologen 9RitteI))ttnfte bon einanber, ustb 
erg&nit bie Diflan} i^rer niätt ^omoiogen SRittct^ 
ynnfte t)on einanber )n ISO^. 

Z)ie SRittelpunfte {toefer J^auptfreife ^eiflen aber ^omorog/ 
welche f?(ti auf einerlei ®eite ber ani i^nen befd^riebenen i^ouptf 
f reife beftnben; nt(f|t homologe SRttterpmtfte {toeier {)an!ptbogeit 
^aben eine folc^ie Sage in bem bnr^ fle gel^enben Jpanptfreife/ ba0 
man in ifjm t)on ben befben J^auptfreifen nac^ i^ren WtitttljßnnU 
Un anf etnanber entgegengefe^ten SBegen gelangt 

3n Fig. 6. a feien a nnb b bie homologen 9R{tte(|)ttnfte ber 
beiben {)au))tbogen AG nnb BC, nnb i^re ®egenpnnrte feien a' 
nnb b% fo f[nb anc^ a' nnb b' homologe Witteli)nnfte wn AG 
nnb *BC^ aber a nnb b' ober an^l b nnb a' ffnb nid^t ^omotoge 
ÜRittelpnnfte ber J^anptbogen AG nnb BG. 

3)a nac^ §* 10. 4» GA nnb GB anf bem ^anptfreife abaV 
in A nnb B fenfrec^t flehen/ fo i{l G tai Sentrmn biefe« S^mpu 
freife« nacf^ §* 10. .3«, nnb ber Sogen AB ifl nnn bai QRaaf bed 
SBinfeK AGB nac^ §. 8/ 2)a aber aA = 90^ nnb bB = go<» 
ifl, fo ift aA = bB ober ab + bA = bA + AB, »nb a(fo 
ab s= AB. 

Xa femer ab = a'b' ift, fo ift andi a'b' = AB; baS 
Snaa9 be< gBinfetö AGB ift alfo gieidb bem Sogen ab ober a'b\ 

Ha femer bB = 90^ nnb a'A =? 90» iH, fo ift bB + 
a'A = 180% ober bB + AB -f a'A =: 180^^ ober ba' + 
AB = 180« nnb ba b'a = a'b ift, fo i|l anii a'b + AB =■ 
i80<>; ber SBinfel AGB eradn^t alfo ben Sogen a'b ober ab' 
ityifc^n ben nic^t ^omoiogen 992ittet))ttn(ten feiner ® d^enfet in 180<»* 

2)ie Signr 6. ß fttUt ben %aVi bat, in mlditm ber SBinM 
AGB > 90^; biefer SBinrel ffat pxm SRäafe ben Soaen Aba'B' 
nnb intercipirt nnn auf bem bnrcf» bie aRitte())nn(te feiner G^en^ 
M ge^enben i^anptfreife jtoei nic^t homologe aRittel))nnrte biefer 
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ekltmta. Sa0 mtd^ tum ab == a'b' = AGB tmb ba' + AGB 
ober ottc^ ab^ + AGB ss 180<> fet/ tvirb wie wt^itt bcmbfeti« 

SBentt bor SBbtfet AGB ein rechter ifl, fo ge^t jeber Scdeit^ 
M bnrc^ einen ^itttlpmtt M anbtxtn Gd^enfeU/ unb nun fdKt 
alle Swcibentigfeit weg. 

S. 12. 

Sie fpdrif^e Sntfetnntts }tt>eier ^nnttt, n>c(<^e 
nic^t ®egen))nnfu finb/ Don einanber ifi immer flei# 
ner aU bie@nmme i^terSntfernnnsen loon einem briN 
ten 9ttt|fte anfer^alb be< bnrc^ fie ge^enben S^anifits 
freife«« 

eittb A nnb B (Fig* 6) feine (Begetipnnfte, fo iil ber Qo^ 
gen AB, welcher i^re (Sntfernnng wn einanber auöbricft/ fleiner 
a» 1800/ b^^er ifl ber aSinfeC AMB am mtttlpnntu M bev 
AttgeC tin boi>(er SBinfel; bie (Entfernungen AG nnb BG wn 
einem brieten ^nnfte G ber Jtngelfiid^e f 6nnen einzeln f4on fo gro0 
ober no<l^ grjfer ati AB fein/ nnb iu biefem %ait bebarf bev 
6a$ reine« 18e»eife«. 

Vittm aber AG nnb BG dntin Keiner aK AB fTnb, fo 
fi^neibe man im Sogen AD = AG auf AB ab, nnb )ie^e bnrc^ 
D tint ®erabe aDb, welche bie Angefrabien MA nnb MB in ben 
^nnften a nnb b fc^neibet/ tt>ad ofenbar mjglitib tfl/ ba ber SQin^ 
fe( AMB < 180<» ifl; |iebt man noA bie ®eraben Ga nnb Gb, 
bann ffnb bie jDreietfe MaD nnb MaG ofenbar congment/ totit 
MD = MG, SBintel aMD = aMG nnb Ma eine gemeinft^aft^ 
lic^e 6eite ber beiben SDreiecfe ifl; baber i(l Da = Ca unb ba 
Ca + Gb > &b ifl, fo ifl audi Gb > Db; ba aber bie 
2)reie((e DMb nnb GMb in ben beiben anberen 6eiten Aberein^ 
flimmeu/ fo ifl ber SBinfel GMb > DMb, nnb alfo andi ber 
Bogen GB > DB, nnb ba GA = DA ifl/ fo ifl GA + 
CB > AB. 

3nfa$ L SQenn bie Gnmmeber (Sntfernung'en }n)eier 
fünfte A nnb A, totldtt nidit ©egenynnfte finb, 
))on tintm britten fünfte G gleiA ifl i^rer 9nU 
fernnug AB ^on einanber, fo befinben fi<^ bie 
brei 9>ttnlte A^ B, G in tintm J^anptbogen. 

jDenn bef&nbe fid» ber ^unft G nid^t im Sogen AB, fo 
n>ire GA + GB > AB. 

Sttfa^ 2. Sie (Summe ber (Entfernungen eine« fünfte« G 
wn )tt»ei (Begenpuntten A unb B ifl immer = 180^ 

Ibtnn (egt man burcb G nnb A einen S^auphtii, fo 
gebt er aud^ bur^ ben ®egenyttn(t B «)on Ai nnb ti ijl 
GA + CB = AB = ib(fi. 
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5. 13. 

Z)a Ut Jtreife Me tinfaMtn iinltn anf ber &6erff&(^e eniet 
jhigel flnb/ fo loirb bte 6p^dr{r in ee)tt0 barauf fe^r fftgticti 
eittget^eitt in bie ttiebcre ober elementare^ unb in bie ^d^ere 
GpbAriL £te niebere ober elementare Gp^&ri( ^anbelt a(fo 
pmiälft wn ben treffen nnb ben burc^ eine Serbtnbnng wn Are{# 
fett entfle^enben ^igttren; bie l^6^ere 6)>^drir ^anbeft wn ben 
übrigen fntmmen Sinien auf ber Jhtgel nnb i^on ben in i^rer %l&ß 
dit bnrdSi tim Serbinbnng fo(<^er frnmmen iinittx mit Stttiftn nnb 
onberen (mmmen Sinien entfle^enben ^ianren. 

Die ntebere epfi&xit, totläft in btefem SBerfe be^anbelt toirb, 
loirb atfo }nnd(^ft t^on folc^en ^ignren auf ber fingel ^anbefn, 
mldit wm S^auptio^tttf bie bie ®etten ber Signr fiti^tUf iu 

flVenjt flnb/ nnb bann fpiter {ur Setrac^tnng ber SRebenfreife nnb 
t)rer Serbinbnitg mit anberen streifen (Sim^U nnb Kebenfreifen) 
Jlbergeben. 

3n £{nf{<4t anf bie SRet^obe ber Se^onblnng ber elementar 
ren ®p^arif (ann biefefbe ebenfalls einget^eilt werben« 9Ran 
fann ndtnlic^ bie ®efe$e ber Slb^dngigreit in ber Sage nnb <8r j0e 
ber X(fei(e ber Figuren 6(00 burdf) geometrifc^e (EonlirncHonen ftn^ 
ben^ nnb ixe Formeln witxhdvx, wobei, wenn ed n6t^ig ift, bie 

{;oniometrifcben ober anc^ cyHifc^en Functionen ^r Sinwcnbnng 
ommen, ober mm fann onA bie Unwenbun^ ber ana(9(l< ober 
oQaemeinen Slrit^metif, nnb ätdbefonbere bedienigen SK^eUeS ber^ 
feloen, welcher bie Sllgebra ^ei^t, fo fe^r tor^errfc^n (affeu/ ba^ 
man von einigen wenigen geometrifc^en ^tixwktm^w audge^enb, 
aSe Abrigen Formeln nnb ®Iei(^ungen^ wobnrii^ bie (Sefe^e \)fya0 
rif^er (Sonilructionen auägebr&cft werben , o§ne 9t&(fbli(f auf bie 
Sonflructiott/ bloß burd^ Sie^nnug fuibet» 

3ene tnerft genannte SRet^obe )>erbient offenbar ixi ber elemen^ 
taren 6p^arif ben Sor^ng t>or ber anberen, f[e ifl bie geome^ 
tr{f(^e aSet^obe/ nnb f&brt s» Einern ^6^eren®rabe ber einfielt 
in bie Conflmctionen fe(6|i, biefe fA^rt jn einer grdf eren (Sin(i# 
in ben arit^metif^en Sufammen^ang unter ben gormein nnb ®(ei^ 
jungen / nnb ifi anc^ ali tixit Soribung {ur eigentlichen ana(9^ 
tifc^en Gp^drit iber^aupt wi^tia. 

X)ie Slttwenbung ber erflen SRetl^obe giebt bie conflrnirenbe 
ober geometrifd^e Gpl^drif^ bie Slnwenbnng ber {weiten 9Re^ 
t^obe gibt bie recbnenbe ober a(gebraif(^e Gp^drif/ wot>on 
bie fpbdrifc^e SCrigonometrie tin S^eil t|l* 

ÜQerben ebene giguren auf bie ^ugelfldc^e projicirt, fo fann 
mm mi ben befannten Sigenfc^aften biefer ^^9^^^» ^^^^ f^^^ 
ten auf eine fe^r einfa^e SBeife einen 6(4Itt0 machen auf ^it 
iSigenf^aften ber burc^ bie ^rojectionen erbaltenen fpdrifcben %i9 
gureU/ nnbbiefe« f}rojection«^S3erfa^ren, wovon fpdrer au«^ 
f&4rli(^ ge^anbeit wirb, i|t ofenbar ebenfaKt eine geometrif<^e 
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fRet^DbC/ mldit htimUxi fnfofirm widjüfi i{l, a» batttrc^ bct 
Snfamnten^attft }U>{f(^ett brr Planimetrie nnb eplfixit aufge^eDet 
wirb. Siel einfad)er ift a6er stixft ba^ gerabe etttgegengefe^te 
Serfo^reü/ tocburc^ ntait ait< ben (Eigenfc^afteii f))()drtf(^er Son^ 
jinicttonen bte (Sigeitfc^aften ber atialogen efreiten (Eotiflrttctionett 
herleitet; t^ergrißert man n&mlic^ ben 9labiu< ber Angel/ nnb 
ge^t man hiermit t)oOenbd jn ben ®rettteii jl6er/ fo t^enDanbelt 
fic^ bie f))drif4e Gonftrnction in eine ebene / nnb bemgem&9 er:x 
ftjftetnt bie gelfammte il^iaaimtttit nux üti tin befonberer %aU ber 

9De biefe SDIet^oben ergdnjen einanber in i^ren teiftnngen, 
itnb betüirlen tint «»ierfeitige ^imtni9 ber OlegenftAnbe/ »eld^e in 
ber e^fi&xit be^anbeft »erben» 



Son ben fpl^&rffc^en Sieletfen/ in^Nfonbere ^on ben 

Sreiecfen* 



S. 14. 

Srfl&rnns* (Sin f^Hi^ifc^ed Sreiecf ifl ein Don bre{ 
^tt^tbogen eingef^foffener ^^( ber ftnfle(f(d<lfte* S$irb ein S^l^eil 
ber itngelffAc^e ))on mel^r aK brei Jpovptbogen eingefc^Ioffen / fo 
f^eißt er ein (f))^drifd^ejr) Siele tf ober ^olt^gon. iDie genannt 
ten ^atvptb^ntnf »eld^e ein jDreiecf ober Sieletf einfcbiieflen/ mos 
c^en {ttfontmen ben Umfang ober Perimeter ber ^ignr anif 
ttnb ^i$tn ii)xt etittn* Unter ben UBinfeln einer gignr ^txa 
flebt man immer i^re inntxtn SBinfef/ wb jiebe 6eite ber gi# 
gnr f4Iie9t mit ber ndc^flen ezitt einen inneren 9Qinfe( tin, ber 
feine Seffnnng bem Snneren ber gignr {nfe^rt &n fSSinUl, 
ben tint 6eite einer gfignr mit ber Serldngernng. ber ndc^iien 
etitt einfc^Iieft/ f^ti^t tin dn^erer äBinfel ber gignr. 

6tnb jtoei Geiten eine« SreiecK gleiA/ fo l^eift ti gitiäi^ 
filtnttlii, mh bie britte (Seile ^eiflt bie Safid ober ®runb# 
linie bti Jixtitdi; ffnb bie brei leiten be< JDreiecfd Qitidf, 
fo fjti^tti gfeid^feitig; fTnb nnter ben brei Geiten eine« ^reiecK 
feine pei einanber gfeid^^ fo fiti^t ti nngleic^feitig* 

Unter ben 6pt$en ober andjf (Seien einer ^ignr t)er(le^t 

man bie Scfjeitel i^rer inneren (nnb alfo ancb dußeren) äBinfeL 

Bnfae U Dbgleic^ Sreiecfe^ nnb überhaupt gtgnren^ mk 

(Seiten/ loeldje J^aKfreife ober noc^ großer fTnb^ nnb mit 

äberflnmpfen ober anitoäxti gel^enben SOinfcfn m6g# 
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r{4 flnh, fo barf ^rei^too^I alt Onuibfat fcitgeflfllt wi* 
ben , ba9 jcbe Gcire unb ait<^ irbet 9Britfe( < i80<» fri, 
tDcU man jene gtgnren (etdit auf fo(d|e )urft(f6niigesi f onn, 
iit »erc^eit iebe Geite unb aud^ jeber SBinfel < 180« ifc 
jDie Ceo^titits be< genaitnteit ®rttnbfabe< aber vcrcinfo^ 
bte te^re wn ben fy^drifd^en giguren fe^r, inbem in« 
babnrd^ la^Kofen Sutna^meft unb Unterf4etbtmgcii onA^ 
toefc^t 

3we{ ndcbüe Stfen einer gigut ({nb atfo nie eegenpmiRe, 
toeiC bie ®eite iwifc^en i^nen fonfl tin ^alhtxti* t^dit; 
femer machen jtDei bena<bbarte Cfeiten einer gigur ttfe einen 

tauptbogen ani, tottt fonfl ber t>on i^nen eingefd^foffm 
iinfel = 180<> wdre* 

3 tt f a b S* Siebt man Fig. 7. wm WUtttlpnnttt M ber iPagel 
nadi ben (E(fen eined DreieM ABC bie ®eraben M A, MB, 
MG, fo flnb f[e Siobien ber ^ußtl, unb bie brei (gbcatu 
(Geitenebenen) AMB, AMC, BMC f4|[iefen an M eine 
!6r))er(i(be(S(fe MABG tin, mldtt breifantig ^tift, 
unb beren Tanten MA, MB, MG ffnb/ ber ^nnft M ^etßt 
in SBejug auf bie fjrperlic^e QPcfe if|r Gc^eiteL 

Die brei SOinfel AMB, BMG, AMG fjti^tn bie Ctu 
ten#9Bin(eI ber Mrperlicben dit unb bie brei Ctiten 
AB, BG, AG be« fp^drifc^rn DreiecK (Tnb offenbar jebe 
ba< Wlaa^ fdr einen ber brei Seiten # SBinfel. 

gerner ifl ber g(d<^en # SBinf el AMGB gfeic^ beut SBcity 
fei AGB, ber gId(ben::9Qinre( GMBA gleich bem aBtti!e( 
CBA, unb ber gidcben^SBinfel BAMG gCeic^ bem aBistfel 
BAG be« fpbdrifd)en Sreiecf« (nacb S- 4). 

3n d^nlidier SQeife ge^irt öberbaupt ju jebent ipf^&tU 
f<4en ^^olpgone eine nte^rlantige f jrperli^e 9dt wu ber 
eef(f)afent)e{t^ baf jeber toon i^ren Seilen «SBinfeln jum 
9Raa0e eine Seite bti f^l^drifcben ^of^gonetf/ unb jeber 
s^on i^ren gfdc^en^SQinfe^n {nm ^Blüaft einen inneren SEBiit# 
lel ber fp^drifclien gigur ^at 

IDie te^re wn ben f))bdrif(ben ^^of^gonen fdDt a(fo mit 
ber Se^re wn ben me^rfantigen {6rperli(ben Srfen {ufam^ 
nten^ unb ba biefe partieKe Segrenjungen ber ecftgen k6r^ 
per Unb, fo u)irb Miburc^ bie SBid^tigteit ber te^re t^oit 
ben fp^drifcfyen $o[9gonen/ unb indbefonbere wn ben fp^d^ 
rifd)en Sreiecfeu/ betrdc^tKc^ geweigert« 

S. 15^ 

Srfldrung« SQenn bie ddm tinzi Sreietf« bie 0egen# 
punfte ffnb wn ben (Scfen eined anbereU/ fo ^ei^en bie beiben 
Sreiecfe ©egenbreiecfe. 
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tej^rfa^* 3t»e{ ©egenbrefetfe jlfmmen in If^ttn 
leiten snb SBinfedt uberefm 

3n Flg. 8. fe{ A' ber (Begen^nnft Dott A, K t>ott B mtb C 
«>oit G, fo'flnb bie IDreiecfe ABC nnb A'B'C ^esenbrefetfe, ttttb 
te; toetttt M ber WtM^pmtt ber Augel ifl^ ber aBtnfel AMB 
feinem Serttral^aBinfer A'MB" ^kidi (fl^ fo iß ift anc^ bie eeite 
AB = A'B\ au« gteicliem ®rnnbe ifl BG = B'C uttb AG =s 
AX\ ferner ift ber S(d(6en#aBin(eI BAMG gletd^ feinem Ser# 
ttfal^aOinrel B'A'MC itnb a(fo (na(^ §. 4) anc^ ber SBinfel BAG 
aUidi B'A'C; aui aletd^em ®rttnbe ift .aber ouc^ 1^ SBinfel 
ABC = A'B'C Mttb AGB = A'G'B'* 

3nfae 1* 3tt ixoti ©egenbreierfen ABG nnb A'B'G' fle^jrett 
a(fo {toei (drperli^ie «cfen MABG unb MA'B'C, mW 
in ben Letten ^ unb $Id(6en^9Qinfe(n tbtttinflimmtn unb 
©egenecfen ober ancf^ aSertifal^Stfett l^ei^en timtn^ 
3nfa$ 2. Ginb sn>e{ jDreiecfe (Begenbreiecfe/ fo l^at jeber 
^untt <m Umfange M einettc feinen ®egen))ttnft im llm# 
fange bei anbeten. 

Denn nimmt man |. 93* einen ^nnft im Sogen AB atr^ 
fo 6e|tnbet fl(6 fein ©egenpnnft in bemfefben {)attptfreife^ 
toogtt AB ge^drt (na4^ §. 2), unb )n)ar im Sogen A'B\ 
3 tt f a $ 3. 3n jebem ^ol^gone ge^6rt ein ©egenpolygon^ nnb 
bie beiben Figuren f^abtn eine folc^e tage unb Sefd^afen^ 
htit, baf jeber 9>un(t im Umfange ber tintn gigur feinett 
Oegenpnnft im Umfange ber anberen gignr ^at 

Bwti ®egen{tguren flimmett in aUtn etittn itnb SQ3{n# 
fein herein. 

§• 16- 

Srriirnng« SDenn man jvoei Geften tinti "SbttitM über 
üitt 2)ur(bf(^nttt«pnnfte mit ber britten 6eite ^inand t)erldngert^ 
hü ffe f[(b ivtm iwtittn SRare fcfineiben^ fo entfielt ein imiM 
2)reie<f^ ml^iei ein Stebenbreietf be8 erflen (j^eift 

tel^rfa^. 3tt>e{ Slebenbreietfe flimmett in einer 
Seite nnb i^rem ©egenminlel ftberein/ bie beiben an^ 
beren Geiten nnb audt bie beibett anbereit Sßinfel bti 
tintn finb aber bie 6nppltmtntt ^on bett beibett an^ 
htttn Otiten unb SBinfeln bti anbern Dreiecfd* 

aBerben Fig. 9. bie etiten GA unb GB Aber A unb B b(n# 
an* \)errdngert, hi» ffe f?« »ieber in G' fcbneiben, fo i|i A'CB' 
tat Ütebenbreiecf wn AGB an ber Seite AB^ unb ti ift ofenbat 
AB = A'B\ G = C, A + A' = 180», B + B' = 180«, 
AG + A'G' = 180% BC + WC = 180», beUtt bie ^Jnnfte 
C unb G finb ®egenpnnfte. 
3ttfa$ 1. (Sin f|)^drifd^e« ^Dreie« §at bref Stebenbreiecfe, Ott 
jeber 6eite eine«» 



1 
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3i Fig. 10 (Tttb ABC, BGA', AGB' bie bret 9{e6enbrf{e(fc 

Ui HxMdt ABC Ott bm Ckttett AB, BG^ AG beffen». 

Sttfab 2* 9B(tttt man i» eittem 2>reie((c feine brei 3ltitnß 

breiecfe conltruirt/ fo ^ot m^an )^ter Z)reiecfe^ itnb ba {tt 

jebem btefer t>{er Dreiedfe tiot^ ein ©egenbreietf ge^irt/ fo 

ttffUt man, totnn man anäi tioc^ biefe t){er <8egmbreif(fe 

confiritirt, im ®ait{en ac^t Z)rete(fe/ toelc^e jufammen bce 

£)berfld(be ber gaitjett Ange[ eiitnel^men« 2)ret burdi etiu 

onber gelegee S^anptttti^t tfitllcn a(fo bie £)6erfId(Ae bcr 

Augef in adit X>uUdt. 3n Fig. ll. ifl A' ber ©egen* 

puntt wn A, B' t)ott B unb u oon G, unb bte acftt 

»reierfe ffttb ABG, ABC, ACB', BGA', A'ß'C, A'B'C, 

A'CB B'CA. 

Slnmerfung. SQSentt man eilten 6a(/ tx>e(<j6er loon ben 6 et« 

ten unb äBinfefo einei Sreiecft ABG gilt, auf tmi feiner bret 

SJebenbreiecfe antoenbet/ fo erbdft man, ba bai SRebenbretecf auf 

eine fo einfalle HQeife wm breiecfe ABG abl^Angt, in ber Siegel 

einen anberen 6a^ ober eine anbere ^orm bei 6a$ei t^on ben 6ei^ 

ten nnb 9Bin(eIn bti urfprAnalic^en tittitdt ABG, »obnrd^ eine 

SP>6e Sereinfac^nng in ben unterfnc^nngen Aber bie f^i^drifd^en 

Z)reiecfe gewonnen wirb. 

Se^rfa^. S^ti&tittn tinei t>xtitdi finb }ttfam# 
nten gräger, ali bie britte Seite allein. Denn ba nnter 
ben trei 9dm tinti Dreiecfd feine ber (Segenpnnft einer anberen 
(Ecfe ift/ fo ifl (nac^ $. 12.) bie (Entfernung 2tt>eier Scfen wn m^ 
anber fdrjer aii bie Summe iljxa Sntfernnngen wn ber britten 
Ccfe; bal^er iß (in Fig. 10) 

AG + AB > BC 

AB + BC > AG 

AG + BG > AB. 
3 tt f a ft. . Vladi bem SBorigen ift AG > ^ (BC — AB), 

AB > H: (AG — BC) nnb BC > j: (AB — AG); 

ba^er lann ber torige ^alioadt a(fo an^gebräcft toerben: 
ber Unterfc^ieb {wifc^en {tpei Seiten eine6 SreiecK i(l im» 
mtt Heiner, ali bie britte &titt felbft. 

S* 18. 
Se^rfa^. 3)er Umfang eineS SretecTJ ifl immer 
((einer ati tin ii>attptfrei«« Um {ubeweifen, baß in Fig. 10 
bie Summe AB -f BG + AC < 360^ fei, toenbe man ben 
wxfjin betoiefenen Sa^ wm Dreietfe ABC auf eine« feiner brei 
Slebenbreied^ an, i* S. auf bai Ibxütd ABC, mb ti ifl aifo 

AC + BC > AB. 
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Sa mm altt AC z= 180« -- ACitttb BC = mfi ~ BC> 
fo tft AC + BCr z= 3600 — AG — BC: tS ift a(fo offen* 
iat 360O — AC — BC > AB «Ut AB •{- AC •(• BC < 360°. 

§* 19* 

Ce^rfa^. SQenn man ani Un bret (Srfett tltut Dreiecft 
ABC (Fig. 12) {)ait))tfreife 6ef(^retbt^ fo toitb iwci} tiefe bret 
J£)au)>tfreife bte £)berfl&(f)e ber Auge! in acftt 2)rete(fe ' get^eilt/ 
Don betten jebed bie (Stgenfc^aft tjat, ia9 feine brei (Scfen ^iit 
tDiebentm bie ^Rtltefpunfte für bie eüun Ui ^ttUOi ABC ffnb» 

Z)enn bie au4 jt^ei Scfen^ {. 9« aud A unb B 6ef(6rie6enett 
i^auptfreife fc^neiben (tc^ (nac^ §• 9. BufaQ) in jmei 9>tinften^ 
»eCc^e bie ORirtelpunfte bed Sogend AB ffnb; tai ®(ei(^e gitt 
Don ben beiben 2)ut(^f(6nittöpunften ber aui A itnb C befd^riebe? 
nen Areife itnb mdi wn ben jwei ^nrc^fc^nittöpmtften ber wa 
B ttnb G bef(6riebenen ig)auptf reife; ba^er (ot jebei wn ben adit 
neuen Sreiecfen bie (Sigenfc^aft/ baß feine (Stfen bie fDKttelpnnfte 
f&r bie Seiten be« 2)reie(rd ABC f[nb/ fo »ie nn^efe^rt bie ddta 
bti Dreietf« ABC bie aSittelpnntte fir bie &tittn bed erße» 
Sreiecfö ffnb. 

3 tt f a $• Unter ben adtt neuen jDreiecfen giebt tt üati wn 
ber 9ef(6afenl)ei^ baß je {ipei «)on feinen (S(fen bfe niätt 
l||omo(ogen SRittelpunfte f&r bie Geiten bei XttitdS 
ABC finb ; unb bann ffnb auc^ nmgef e^rt Je )tt)ei Don bett 
ddtn Ui Sreiecf« ABC bie ni(^t homologen aRitte(|)nnfte 
fftr bie Stitm jenei jDreiecfd. 

3n Flg. 12. finb ABC unb A'B'C iwd £re{e<ft ^on 
ber in Kebe (le^enben Sefd^af en^eit ; bie (Scfen A' ttnb C 
f[nb ntd^t homologe 9RitteI))un(te ber Seiten BC mb BA, 
Itnb fo ffnb aucft ungefebrt A unb C nid^t homologe fSJliU 
te(|>unrte ber Seiten Ü'C unb B'A'; ün euidtti gift 
))on ben Abrigen yoarweife genommenen Scfen ber beiben 
Sreiecfe. 

(Srfldrnng. B»e{ Sreiecfe «)Ott ber Sef^affen^eit/ 

haf je iti^ei ^on ben (Scfen bed tintn allemal nic^t ^o^ 

inologe SOZiftelpunfte fiir gwei Seiten bed anberett 

tittitdi finb/ merben reciprofe Dreiecfe genannt 

3ttfa(. 3ft ein Sreiecf gegeben^ fo ifi bai bajn ge^^rige 

reciyrofe ^reiecf in STnfe^ung feiner Saae nnb IBefc^af en^ 

bei! ^iUia beflimmt Wan toitb ti m<^ leicht «)Ott feinem 

OegenbretecFe nnterfc^eiben. 

SIttmertttng« Obgleich ti in ber aRat^emottf iberlS^tn^t 
ttnb In ber &(Hj&tit intbefonbere t^iele 98e(^fel#»eiie$ttngen giebt, 
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fo fit ittiätY^fil hin fR{(to€rftAttbtt{0 tit Iftefftrd^tnt/ loottt bie ber 
»orfle^enbett (Srndrimg flcmdf in efoem aDec^feNSttfammeitbattgc 
fte^enbeit iDreietfe »ortttg^ivetfc redyrofe gctiatmt tt>crbcm Z)ieSBid^ 
tigrett biefer 9tfd))roc{tdt wirb ip&ttt cr^caem 

S« 21. 

Se^rfa^* Bwi tttiptoU Z)teie(fe (teilen in einem folgen 
Sttfammen^ange/ baf jebe &titt bei einen ben (Segenwintel hti 
anbeten ^reiecfd )tt ISO^' ergdnjt 

6inb (Fig« 12.) ABC nnb A'B'C ^mi xttiptoU Sreietfe, 

fo ift 

AB + C = 180^ A'B' + C = 180^ 

AC + B' = 180», ntib A'C + B = 180«, 
BC + A' = 180^ B'C + A =r 1800, 

jDa nimlidt A nnb B jtoei n{d)t bontologe 9R{tte(pnnfre bcr 
Seiten A'C nnb BX' bti reciprofen Creiecf« A'B'CT ffnb, fo 
ergAntt Cnadt §. IL) ber SQinfel A'C'B' bie Cntfemnng AB ber 
beiben ^ittctjpmttt feiner Gc^enfel jn 180<'/ nnb ebenfo er^eKet 
bie äBa^r^eit ber finf übrigen Se^anptnngem 
3ufa$ h Gtimnten ixotl Z)rete(fe in allen tittttu nnb SOtm 
fein Aberein/ fo flimmen auc^ i^re rec{))ro(en Z)reie(fe üt 
aUen 9Binfe(n nnb Qtittn ftberein« 
3nfae 2. aOenn etn SBinfel eined ^reiecfi ein rechter i(t, 
fo ^at bat xm^xott Xreietf eine ®eite/ toeI(^e ein Qncu 
brant ifl« 

S* 22. 

Srd&rnng 1. SBenn ein WiinUl tlmi tittitdi tin ud^ 
ter ifl/ fo ^eißt ti in Qejug auf i^n rec^twinfefig, bte ®e# 
aenfeite bei rechten SBinfeid ^ei^t bie i^ppotennfe, nnb bie 
beiben anberen Geiten, weidye alfo ben rechten SQSinfel einf4>(ie0en, 
l^ei^en bie Jtat^eten beö Creiecft. 

3n Fig. 13. fei C ber recbte tBinM bei re4tn)infe[isett 
Sreierfi ABC, bann ifl AB bie ^ypotennfe, bie 6eiten CA un^ 
CB ffnb bie Jtat^eten bei tivcUai. 

(Srfidrnng 2. SQenn eine Geite efnei Dreiecfi ein Clnoß 
brant ifl, fo ffti^t ti in SBejng auf biefe ®titt rec^tfeitig/ 
ber ®egentt)in(e( bei Quabranten l)tifit bie ig)t|^potennfe, nnb 
bie beiben anberen Sinfel f)ti$tn bie Matfitun bei re({|tfeitigen 
Sreiecfi. 

SBenn in Fig. 14. bie Geile AB bei Dreiecfi ACB ein £ltta# 
brant ifl, fo ift c bie ^ypotenufe, bie SBinfel A nnb B (inb bie 
jtat^eten bei rec^tfeitigen Dreiecfi AGB. 

SInnterfnng. 2)a bie Sigenfc^aften ber rec^hoinfeligen 
£retecfe mit benen ber rec^tfeitigen in ^itUn GtAcfen &bereinfom# 
mm, nnb biefe Uebereinflimmnng bnrdji eine abtt>e{d||enbe 2;ermi^ 
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nologie ober buxii iffttn DJOtgen QRangrl lo&rbe geil6rt loerbeit/ 
fo finb bie fonil itic^t ibtiditn SBenennuitgen ber SBinfel cine< 
rec^lfeirigeit '^xtitM, ttnb fe(bft bie IBenennuttg »rec^tfeitigc Don 
bem Serfaffer in Sorfd||(a9 gebracht toerbeit« 

S- 23. 

tel^rfa^. Die 6ntnme ber bre{ 9Bmfe( e(iie< jDreiectt iß 
großer aU }toe{ re^te unb Keiner ali fed^d reclite SBintel. 

Seweiö. 9Ran confirttire (in Fig« 12.) in ABC iai tttU 
profe ©reierf A'BX', fo ift 

B'C + A = 1800/ 
A'C + ß = 180°, 
B'A' + C = 1800, 
alfo A + B + C + A'B' + A'C + VC = 540« ntr» bofier A + 
B + C < 6400, „nb 5a A'B' + A'C + B'C < 360o ift, fo 
ijl A + B + C > 1800. 
3ttfa$. £er eine 6a$ (ann andi fo auögebritft toerben: 
9Denn man bie Gnmnte (toeier &infe( eine^ 
Z)rete(f noc^ um ben britten ÜBinrel Derme^rf, 
fo er^Ü man tne^r a(d jwei recf^te 9Bin(e(/ nnb 
nnn tritt er in einen (Segenfa^ mit bem folgenbem 

S. 24. 

te^rfa^. Sie Snmme {loeier ^inUt tinti DreiecM ifl flei^ 
ner, oii ber nm 180o »erme^rte britte aBinfer. 3n Fig. 12. ift 
A + B < C + 180O, 
A + C < B + I80O, 
B + C < A + 180»; 
bemi ba A + B'C = 180o, B + A'C = 180o nnb C + 
A'B' = 180O ift, fo ifl A + B — C = 180o _ (B'C + 
A'C — A'B') ober an* A + B + B'C + A'C — A'B' = 
180O + C nnb ba B'C + A'C > A'B' ift, fo ift A + B 
< 180O + G. ebenfo er^eOei bie äBa^r^eit ber beiben anberen 
Sebanptnngen. 
Bnfa^. SQenn ber aSinfer C < A + B ift, fo ^at man 
A + B -- G < 180O, b. ft. tit Gnmme jtoeier SBinfef, 
Derminbert nm bie ®r6ße be< britten 9BinfeW, ift Keiner 
a(0 ftotl xtditt aBinfel. 

S. 25. 

te^rfa&. dln dunerer aßinfel an einem Sreietfe ifl immer 
ffeiner aU bie 6nmme ber beiben i^m gegenAberfte^enben inneren 
SBtnfei, nnb toenn man ben duneren SBinfel nm einen biefer bei# 
ben inneren ÜBinfel «>crme§rt/ fo ift er gr^fer/ ad ber ailbere. 

2 
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3n Fig. 15. fri D ber dunere QQinfrf; bie Betbett i^tit %u 
aeti&ber|le^enbeit UBinfel iitx^vx A unb B^ uttb tt ifl 
D < A + B, 
D + A > B, 
D + B > A* 
35a ttimlid) A + B + C > 180« itnb au* C + D = 
180« Jft, fo ift A + B + G > C + D, unb alfo A + B > D. 
X)a ferner B + C < 180« + A i(l, fo ift au* B + C 
< C + D + A ober B < D + A; unb ba A + C < 180» 
+ B, fo i(l au* A + C < C + D + B, ober A < D + B. 
3 tt f a $. 9Ran tann bie betben @d^e auf eine niebr i6erein# 
flininienbe 9Beife alfo audbrAcfen: Ctn dufierer 9BinfeI ift 
((einer aK bie Cuntme ber beiben ibm gegeuAberfie^enben 
inneren SQinfeO unb grißer ali i^r Unterf*ieb* 

§• 26« 

(Srfl&runs. SQenn jtoei Creietfe in aUvx etittn «nb 

ÜBinfeln unb au* in ber Steibefolge berfe(ben übereinßimmen/ fo 

l^ei^en bie jDreiecfe congruent 

3 tt f a $ 1. $8enn bie conca))e @eite timi IDreiecfd fo auf bie 

con))ere Seite eined anberen Creiecfd gelegt toerben fann, 

ba0 bie (liefen bed einen mit ben Scfen bcd anberen )ufants 

m^n faOen; fo faOen au* bie Seiten bed einen mit ben 

Seiten bed anberen Dreiecfd {ufammen (ba t)oraudgefe^t 

toirb/ baß bie Dreiecfe Stbeife berfelben ftugelfld*e flnb), 

Itnb bie Creiecfe becfen (T*/ b. ^. aOe (Bren)en unb bie 

]U>if*en ibnen entbaitene 9(d*e bei einen IDreiecfd iben^ 

tiftdren ft* mit ben ©renjen unb ber imif*en i^nen ent# 

^altenen ^\iii)t be< anberen Creiecff. 

3ttfa$ 2. Tbxtitit, me(*e fo Abereinanber gelegt werben Uns 

neU/ baß ffe ff* becfen, ffnb congruent* 
3ttfa$ 3« Ginb )tt)ei Z)reie(fe congruent/ fo ffnb audi t^re 
reciprofen Sreiecfe congruent 

5. 2L 
Crfldrung. SBenn )toet Dreietfe in allen Seiten unbSOin^ 
fefn ftbereinflimmen/ aber bie Sleibefofge, in n)e(*er biefe Stdcfe 
beim einen X)reie(fe mit einanber »erbunben ffnb/ bie umgefebrfe 
ober entgegengefe^te t)on ber jenigen ifl^ in n)e(*er bie glei* gro# 
fen StAcfe bed anberen Creiecf^ mit einanber loerbunben ffn^/ 
fo Mßen bie Sreiecfe fpmmetrif* ober an^ fymmetrif* 
gfei** 
3ufaj^ 1. 3mef f9mmetrif*e Creietfe fjnnen im sragemefnen 

ni*t fo dbereinanber gefegt uoerbeU/ baf ffe ff* becfen« 
Sttfa^ 2« 3n>e{ (Begenbreietfe (Inb immer fymmetrtf*, aber 
tt{*t itmgefe^rt 
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3ttfa^ 3. Um {tt efnem 2)rrifcfe hai f^mmetrifcf^e ^erjuletfett/ 
bxavid)t man nur fe<n (Segenbreletf gu conflrutrem 

3ufa$ 4. Gtnb {wci IDrefecfe f^mmetrifc^ im Sejug auf ein 
britted 2)retecf/ fo fTnb ffe congruent 

3ttfa$ 5. ®tnb t^et Srelecfe fymmetrifc^, fo ffitb anc^ i^re 
reciprofen Cretecfe fpmmetrifcf^» 

Ünmertttttfl. 3n»ei f^mmetrtfcfte Sretecfe^ itnb auc^ bte {^ 
itrn juge^drigen f6rper(t(f)en (S.(fen jlnb in d^nlid^er 9lrt wn tins 
anber ))erf(f)iebf n / tote bte re(t)te {)anb tooit ber (titfeit/ ober toie 
bte %oxm etned (Segeiiflanbed wn ber feinet Silben in einem ebe# 
nen 6piege(. 

§. 28. 

Se^rfa^» Gtimmeit {tt>ei Z)reiecfe in jtoei Seitett itebft bem 
t)on tl)nen etngefd)(offeneit SBinfel übereilt/ fo (limmcn (le aucf^ 
in ber brüten ®eite unb ben betben an i\)v beftnbücben 9Btn(eIn 
ftberein (nnb ffnb alfo enfmeber congrnent ober f^mmetrtfd)). 

ffletin in Fig. 16. bie 6eite CA = CA', CB = CB' nnb 
ffiinfel C = C ift, fo finb b(e aJreierfe AGB unb A'ß'C offene:* 
bar congruent; benn legt man G auf G' uttb CA Aber CA% bann 
fdttr A auf A% »eil GA = C'A' i(l, nn}> au* GB-fiber G'B'^ 
wet( bie fOSinfel G unb G' ^Uidi ffnb, nnb nocf) B auf B', »eil 
CB = G'B' ift. 25al|er ift AB = A'B', A = A' nnb ß = B'. 

SQenn ferner in ben 2)retecfen ABC unb abc bie Seite GA 
=: ca, CB = cb nnb G =3 c ifl, fo conllruire man )U abc bd^ 
f^mmetrtfcbe Dreiecf A'B'G', bann ijl ca = CA' = GA, cb = 
C'B' = GB, c = C = G, ab = A'B', b = B' unb a = A' 
(nacft §. 26); baber ffnb nun bie 2)rete(fe ABC nnb A'B'C nad) 
bem )9origen Qewetfe congruent/ unb ed iß alfo AB = A'B' = 
ab; A = A' = a unb ß = B' = b. 

3itfa$. Stimmen {»ei Dreircfe in einer Seite nnb ben bet^ 
ttn an ihr btfinhUdjtn SBinfefn äberein, fo flimmen ffe 
and) in bem britten ifflintel unb ben beiben . ü^n etnfd)(ie# 
f en^en Seiten uberein (unb ffnb entmeber congrnent ober 

fpmmetrifcfaO 

Der Se»eiö fann auf df^nHc^e SIrt gefäbrt »erben , »te 
im analogen gaOe ber Planimetrie; inbeffen f&brt bie 9ie# 
ctprocitdt nocf) ft^neOer jum 3ie[e. Da ndmltd) bie bei:: 
ben Dreiecfe in einer Btitt nnb ben beiben an i^r liegen* 
ben 3ßinfeln äbereinftimmen , fo (liminen bie reciprofcn 
Sreiecfe in einem ^infe( unb ben betben i^n einfAnegen^ 
ben Seiten Aberein / Unb alfo nad) bem moorigen SebrfaQe 
andt in ber britten Seite unb ben beiben an i^r beftnbti« 
d)en 9Binfe(n; tUn bed»egen flimmen aber bie urfprdng« 
(id^en Sreietfe in bem britten ^intti nnb ben beiben i^o 

2* 
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einf(6nc0enb(it etittn ibtxtin, xotil biefe QfrAcfe bic SuppU* 
mcttte von jenen flnb. 

S. 29. 

itfixiai}. SOSetttt tln {)aupt6ogen bett QBfnfel am 6<6eite[ 
in einem g(etd)fd)enrelisett Z)rete(fe i)a(btrf/ fo toixb tai Creietf 
babuYcb in jwei re(^ttotnre(ige Dreiecfe get^eilt, toelci^e fpmme^ 
trif* flnb- 

3n Fig. 17. fei CA = CB unb ber SBinfel ACD = BCD, 
bann fTnb^ weit bie &zitt CD ben beiben Sreiecfen ACD ttnb 
BCD gemeinfd)afr(iA iü, biefe beiben ^reiecfe nad) §« 28 f^m« 
mettif*, atfo ift AD = DB; ferner ift SBinfer CDA = CDB, 
itnb ba biefe UBinfel 92eben»>in(e( ffnb/ fo ifl jeber ein rechter; 
enblid) tfi äBinfel A = B. 

3ufa$ 1. Ginb ixoti &^xUn tinti Sreiecfd QUiö), fo flnb 
aud^ i^re ©egenminfel gteic^. 

3 tt f a $ 2. 3n einem gleid^feitigen Dreiecfe ffnb andi bic brei 
SBinfer gleid) groß. 

3ufa$ 3. ®inb jwei SBinfel eine« CreieM qUHi, fo ftnb 
andft if)tt (Begenfeifen gleich* 

IDenn ffnb in einem Dreierfe jnoei 3Binfe( gfeicf^, fo bat 
bat reciprofe Z)reie(f {wei g(eicbe Seiten/ unb a(fo i^nen 
gegenüber gleite SBBinfef; ba^er ffnb andi i^re @ttpp(e^ 
mente g(ei(f>, unb a(fo ffnb auc^ im ttrfprftnQ[id)en Creietfe 
bie beiben &cltfn iltid), toelc^e ben ghidden SBinfeln gegen^ 
iber Hegen* 

3 tt f a $ 4. 6inb in einem jDreiecfe bie brei SBinfef gfeic^, fo 
ift e< anc6 gfeicfifeitig« 

3ttfa$ 6« 3mei fymmetrifc^e Dreiecfe/ ioef(^e g(eid^f4ienreng 
ffnb/ ffnb anc^ congruent» 

§. 30. 

Se^rfa^. Sinb jmef 6eiten tinti ^xtltM jnfammen = 
180^/ fo ift au(6 bie enmmt xtjttt (S^egentoinfel = 180<^; toenn 
femer tin ^auptbogen ben Don jenen Seiten eingefd^Ioffenen SBin^ 
fei tjalhitt, fo ^aibirt er au4 feine (Segenfeite^ nnb bai Dreiecf 
loirb baburc^ in (toei reditfeitige jDreiecTe get(>eUt» 

3tt Fig. 18. fei AC + BC= 180<>; man «erlAngere AC nnb 
ABy hii Ht ft(^ in F, bem ©egenpnnfte wn A fd^^neiben, bann ift 
AB + BF = 180^ unb an« AG + CF = 180«; ba alfo 
AC + BG = AG + CF, mithin BG = CF ifl, fo ift ba« 
Sreietf BCF greicfifc^enfelig; toirb in i^m CE gelogen fo^ baS 
bet SBinfel BCE = FCE ift, fo ffnb bie Sreietfe BCE unb FCE 
fymmetrifdjf/ unb cE ßellft fenfre<4t auf BF. 
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Z>a tittn ^inttf BCD b(e ^A(fte wtt BGA, iwb BCE 
Me $&(fre «on BGF i|l. fo {(l OCE = BCD + BCE ss 
BGA 4- BCF 

J Ober DCE = 90«. Za abtt CD ttnb ED auf 

CE fenfrecftr liefen / fo i|l D ba« Cenfrum wn GE (nacft §« 10« 
5.) unb alfo DG =: DE =z 90<>; ba^er ffnb bie 2)retccfc ADG 
unb BDG re(f)tfettiq (nad) §. 22 ) 

' Tia ferner DE = 90« wnb BE bie ^&tfU Don BF ift, fo 
ifl DB bie i^dlfte t)on'BA ober DB = DA. 

2)a enblid» ber ^Dinfel GBF = F = A unb GBF + B = 
180O tfl, fo ijl Ott* A + B = ISO«. 
3ufa$ 1. Ginb jioet SBinfel eine« IDreiecT« {ufammen = ISO^*/ 
fo (Tnb aucft ibre (Begenfeiten (ufammen =: 180<^. 

Denn wenn A + B = 180<> ifl, fo ifl audj ber ItBitt^ 
fei CFB = GBF, nnb affo GB = GF (na* §• 29. 3-) 
tinb ha CA + GF = 180« ifl, fo ifl and) GA + GB 
= 180O. 
3itfa$ 2. Gittb (loet Geiten eine« Dreierf« {ufammen = 180^ 
fo ifl and) bai reciprofe Z)reie(f wn ber ürt, baß ffd^ 
itoei 6eiten beffe(6en ju 180^ ergdnjen. 
(8i fei in Fig. 12. GA + GB = 180» fo ifl auc^ A + B 
= 180» tinb ba A + b'C = 180», aud) B + A'C' = 180« 
unb alfo A + B + A'G' + B'C = 360» ifl, (o ifl an« 180« 
-{- A'C + B'C =r 360O ober einfacher A'C + B'C = ISO«. 

S. 31. 

{ e ff r f a 0* Stimmen |tt)ei Sretecf e in bett brei 6citeis übereilt/ 
fo (limmen (Te au(6 in ben brei SQinfetn äbereim 

9Ratt bringe bad eine 2>reiecr abc in Fig. 19 fo an iai anß 
bere, baS bie gleichen Seiten ab ttnb AB (Tcf^ becfen, tinb bie 
gleiten Seiten ac nnb AG wn A ani unb bie gleid^en Seiten 
bc nnb BG Don B an< Hdi auf entgegengefe^ten Seiten Don 
AB bcftuben, oobef alfo bie concaoen &tiun ber beiben Sreiecfe 
nad) einerlei ®egenb, ndraftcf) nad^ bem TOtttefpuntte ber Stnß 
gel geteert jfTnb (wenn btefe^ nid^t get)t , fo muß flatt bed einen 
toon ben beiben Sreiecfen bad f9mmetrtfd)e genommen toerben), 
unb jiebe noc^ ben Jpauptbogen Gc, wefd^er ben 9QinfeI G in x 
unb p unb ben 90infe( c in y unb q t^etlt. 

2)a nun bie JDreietfe GAc n. GBc gfeidifAenfeftg ffnb, fo {jl 
X = y unb p = q, unb alfo x + p = y -^ q ober G = c» 

Segt man bie beiben Dreietfe mit ben g(etd)en anberen Sei^ 
ten an einanber, fo bemeifet man ebenfo, baß A = a nnb B 
= h ifl. 

SRan gelangt nun aber auc^ unmittelbar nad» $. 28. tum 
Sd^In^e, ba^ bie beiben Sreiecfc AGB nnb acb fymmetrifdli finb* 
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Sfitmerrung, (Eine Uidit finbettbe Sfenberttitfl im Qetoriff 
((i nitbiS/ wenn bte Cinie Cc ft(6 außerhalb br^ 9}ierecf4 ACBc 
beftnbet 
3ufa$. ®ttntmen {wei Drefecfe in ben brei ^tnfefn Aberetn, 
fo (limmen jpfe awh in ben brei Ceiten Aberein. 

jDenn ta bie betben X)reie(fe in brn brei UBinfefn Aber« 
einßimmen; fo (linimen bie reciprofen X)reie(fe in ben brei 
Seiten, unb baber andi in ben brei SQinfefn, mirbin oud» 
in ibren Suppfementen Aberein, unb ta btefe einerlei 9Ra# 
%t mit ben Geiten ber urfprAng(id)en IDreiecfe tjübm, fo 
(limmen biefe alfo in ben Geiten Abcrein. 

S. 32. 

Se^rfa^. Ginb ixoti Geiten eine« Sreiecf« flfeic^ 
grof/ unb toerbinbet ein {)auptbogen ben 6(f)eite[ ib« 
xti aOinfel« mit ber SRitte ber ©egenfeite, fo balbirt 
er jenen äQinfel unb (lebt auf ber britten Geite fenf# 
red»t; menn ficf) aber ixoti Geiten eine« Dreietfd )u 
180^ ergdn}en unb ein Jg)attptbogen ben Gcbeitel ibred 
aOinfeld mit ber SKitte ber ®egenfeite t)erbinbet/ fo 
^albirt er and) ben SBinfel unb ifl ein Quiibrant 

3n Fig. 17. fei CA = CB unb DA = DB, fo (limmen bt« 
Z>reiecfe CAD unb CBD in ben brei Getreu Aberein, baber ffnb 
fTe nad) §. 31. fpmmetrifcb, alfo ifl SSinfel ACD = BCD, unb 
ADC = BDC, Daher (lebt CD fenrred)t auf AB. 

3n Fig. 18. fei CA + CB = 180^ unb DA = DB, bann 
ift BCF ein gleicbfcbenfelige« Dretecf, toit im §. 30, unb to^nn 
E bie aRitte wn ßF i(l, fo* finb bie DreiecTe BGE unb FCE 

BA 

fpmmetrifc^ na4) bem Sorigen; ba nun BD = — - unb BE = 

BF 1800 

— i(l, fo i(l DE = t^ = 90°, unb ba ber SBinfel DEC ein 

rechter i(l, fo ift D bad Zentrum t)ott CE (nacb §. 10. 2) unb 
alfo ber SBinfel DCE =: 90^ (nacb §. 10.); ba ferner BCE bie 
JS)&(fte bed SQtnfel« BCF ifl, fo ifl BCD bie J£)d(fte be« OBinfei« 
BGA ober BCD = ACD; ba D ba« Zentrum wn CE ifl, fo 
ifl enbli(^ n<>(i) DC ein Duabrant« 

8. 33- 

te^rfa^. Ginb )tt>ei Geiten eine« T^xtitdt un» 
Qltiöi, fo finb andj ibte ©egenwinfel ungleicb/ unb 
Itoar ifl ber (Seaenminfel ber größeren Geite größer 
aU ber (Segenwtnfet ber Heineren Geite. 

SBenn in Fig. 20 bie Geite AB > AC ift, fo ift aud)®in# 
fer G > B. Sflan fdineibe auf AB ben Segen AD = AC ab. 
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tinb ttc^e CD, fo befttibft fTc^ CD im Sniterfti hti HDinfeK C, 

itnb ttitilt ihn in {toei Scheue j unb z. 3m g(eid)f(t)enff(igen 

Z)reie(fe ACD i(l nun SBiinM x = y (^nad) §. 29), unb ba x 

ber Äußere 9Binfe( am Dretecfe CDB ifl, fo ift x + z > B 

(nad^ $. 25)/ unb alfo aud) y + ^ > ß» ober oud) C > ß. 

3ttfa$. 6inb )n>ei 9!Bmfe( etned SDreiecfd ungleich, fo ftnb 

nnc^ it)re Oegenfeiten unn^ftcf) unb jmar i(l bie ®cgenfeite 

be^ grjgeren SQinfeld groger aii bie ©egenfeite be« flei« 

neren SQinfeK. 

SU in Fig. 12. ber SSinfel B > A, fo iß ©eite AC :> 

BC. Senn ba B > A, unb bte Seite AT/ be^ rcciprofen 

iDreiecT« A'CB' bad @upp(ement \>on B, unb BX' ba« @upp(e# 

mtnt toottA ift, fo ift offenbar A'C < B'C, und affo B' < A', 

alfo an4 180« — B' > 180^ — A', ober AC > BG. 

§. 34. 

itfftiaii. 6inb }n)e{ Seiten eine« ISreiecf« {ufammen gr6« 
9er ober Heiner aU ISO^'/ fo i(l auc^ bie Summe it)rer ®egen# 
»infel im erflen galle grjßer^ itnb im (mciten %aüt Heiner 
a(« 180O. 

di fei in Fig. 18 bte Summe AC + BC > 1800, fo tfl 
andi A + B > 180. Denn t)er(dngert man AC unb AB, biS 
fle fTc^ im (Segenpunfte F ))on A fd)netben, fo ifl AC + CF = 
180O, unb alfo AC + BC > AC + CF ober BC > CF; 
baber ifl im X)reie(fe BCF aucf^ UBinfel CFB > CBF ober A > 
1800 — B, b. b. A + B > 180«. 

®an) ebenfo wirb ge|eigt^ baß A + B < 180<> ifi/ toenti 

AC + BG < 180<> iH. 

3ttfa$. Sinb snoei 9BinfeI eine« Creietf« 2ufammen größer 

ober aucb Heiner ali 180^ fo i|l aucft bie Summe ibrer 

(Begenfeiten im erflen gaffe größer / unb im {weiten gaOe 

Heiner al« 180<>. 

§. 35. 

(Erffirung 1. 9Benn twei Sogen, ober )mei QBinfef/ ober 
ein Sogen unb ein fffiinfel entweber beibe < 90^ ober beibe = 
90° ober beibe > 90« unb < 180« finb, fo beißen foI*e jwei 
®r6ßen gleiAartig; ung(eid)artig beißen fie, wenn bie eine 
< 90^ ift, wdb'fenb bie anbere = 90^ ober > 90« ifl. 

(Srfidrung 2. SBenn bie tdnge eine« ^auptbogen« vott 
ber einet Qnabranten mebr toerfcbieben tfl ali bie Sdnge eine« 
anbeten Jpauptbogend 9on ber Sdnge einet Ouabranten, fo beiße 
jener {)auptbogett ber prdcebirenbe ober vorangebenbc, 
,gfeicb))ie{, ob er ber IAr)ere ober (dngere von beiben fei« 3fl 
l 9. ber eine Segen .= AT^, unb ber anbere = 150«^ fo ifl 
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90» — 47«> = 43° itttb 150° — 90« = öO«; Mer i^rdcebirt 
l^ier Ux (dngere Sogen; ifl attt bcr crfle Sogen mieber = 47° 
Itttb ber jweire = 120°, fo i|l 90° — 47° = 43° unb 120° — 
90° =; 30°; bat)er prdcebirt nun ber Heinere Sogen. 3(1 ber 
eine Sogen = 120° nnb ber anbere = 150°/ fo pr&cebirt ber 
grdgere Sogen, weil 120° — 90° = 30° unb 150° — 90° = 
60° ifl. 3fl ber eine Bogen = 47° unb ber anbere = 40°, fo 
ift 90° — 47° = 43° unb 90° — 40« = 50°, ba^er prdcebirl 
l)itt ber Heinere Sogen. 

9Benn e6enfo wn (wei ffiinfefn bie ®rJ6e be0 einen i>en 
ber bed rechten 9Qinfe(4 me^r «>erf(^ieben i(l, ali bie (Briße be< 
anberen loon ber ®r6ge bed recfiren SQinfeK, fo ^eigt jener 9Bin^ 
fei ber prdcebirenbe ober toorahge^enbe, gfei^def/ ob er 
ber Heinere ober audi größere fei. 
3ufa& 1. QBenn (wei ©tAcfe (J^anptbogen ober SBinfel) 

gleich groß fino, fo prdcebirt (eined berfelben. 
3ufa$ 2. SBenn fTc^ {wei Stftcfe )tt 180° ergdn{ett^ fo vrd# 
cebirt feinet ber beiben SrAcfe. Denn ifl hai eine Gtftcf 
= 90« — X, fo ifl tai anbere = 90 + x. 
3iifa$ 3. Son imi Gtftcfen, beren> jebetf < 90° ifl, vrdce# 
btrt bad fleinere, unb »on jtoei Gtftcfen, beren jebed > 90° 
ifl, prdcebirt tai größere. 
3ttfa$ 4. SSon {n>ei StAcfen, welche }ufammen < 180° (rnb, 
prdcebirt ta^ Heinere 6tAcf. Denn bai Heinere Btid 
von bcibcn ifl < 90° unb alfo 90<> — x, bai größere 
GtAcf in a(fo < 90° + x, unb unterfc^eibet ff(^ a(fo Don 
90« nid)t fo febr, ali ba« €5tfi(f 90° — x. 
3ufa^ 5. 93on (wei GtAcfen, totidit {nfammen' > 180° ffnb, 
prdcebirt bad größere ®tä(f. Denn bai größere &tia ifl 
[rößer ald 90° unb etwa = 90° + x ; ba« fleinere etüd 
[fl alfo > 90° — X unb unterfd^eibet fldi alfo »on 90° 
nicftt fo fel)r, ali bai ©tftrf 90° + x. 
Snmerfung. Die Senennung »prdcebirenbej ober Doran^ 
ge^enbed &t&d* ftnbet ffcb in ben frikt)eren Schriften aber bie 
6pf)dri( uitbt, unb wirb ^ier in Sorfd)rag gebracht* Der Sor^ 
tfjtit, ben biefe Senennung gewdbrf, wirb (idi weiter unten {eigen. 

§. 36. 

2e^rfa$. 3n einem re(i)twinfe{igen DreiecTe ifl jebe jtof^ete 
mit ibrem ®egenwinre( gletcbartig ; unb in einem re(f|tfeitigen 
Dreietfe ifl jebe Jtatbete mit i^rer ®egenfeite gleid)artig. 

{Beweis. Sßenn Fig. 13. in bem an G recbtwinfefigen 
Dreietfe AGB aud) ber OOtnfel A ein rechter ifl, fo ifl B bai 
Sentrum von AG Cnad» §. 9. 5) unb alfo BG = 90°, baber ifl 
RG bann g(eid)artig mit bem SBinfe( A. QQenn A < 90° ifl^ 
fo ifl A + C < 180°, aifo aucb BG + BA < 180°, unb ba 
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A < Q aCfo attc^ BC < BA ift, fo ift BC < go<>, itnb alfo 
0(e{4arHg mit A« SBenti A > 90o ifl, fo ifl A + C> 180^ 
a(f0 aud^ BC + BA > 180«'/ itnb ba A > G, a(fo auc^ BC 
> AB ifl^ fo tfl BC > goo, ttnb alfo flleicbarttg mit A. 

SBa« Don ber Jtat^ete JSC in Shtfe^ung iftrcd Oegenwiitfett 
A 6emieffti tfl/ fanit ebenfo toott ber Xat^ete CA ttnb it^reitt %u 
genwinrel B bcmiefeit toerbeit« 

aBcntt ferner ba« Sreiecf ABC (Fig. 14) reAtfeiHg^ nnb 
bie Geife BA ber Quabrant \^, fo ifl bte iTatl^ete A g(ei4>artfa 
x»\X ber @egenfette BC Z)enn ift andb BC ein Duabranf, fo f$ 
B ba< Cenrmm t)Ott AG, nnb alfo bie Aat^ete A = 90®; bal^er 
iß BC greic^artig mit A« 

SBenn BG < 90^ alfo AB + BC < 180», fo i|l A + C 
< 180<> nnb baBG<BA tfl, a(fo ancf» A < C, fo ifl A<90^ 
alfo A gleid^artig ntit BC. 

SBenn enblict» BC > 90^ alfo AB + BG > 180» ifl, fo 
iflA + G> \8ffi nnb ba BC > BA, alfo and^ A > G ifl, 
fo ifl andl» A > 90<» nnb alfo gleichartig ntit BC 

Cbenfo fann ber Seoeit t>on ber Aat^te B nnb f^rer %u 
Senfeite AG gef&l^rt toerbent 

S. 37« 

8e^rfa9* C< giebt fntmer iwei «»erf^iebene recftttoinfenge 
Dreiecfe/ toelc^e in einer J(at^ete nnb i^rem @egen#9BinfeI &6er# 
einflimnten ; i^re anberen Aat^eten, bie ®egentoinfe( berfelben nnb 
and^ bie i^ypotennfen ergdnjen ffcfe )n 180^^. 

3n Fig. 21 fei AGB ein m, C rec^twinfeltged I^reietf ; Der^ 
Iftngert ntan ÄC nnb AB, bid ffe ffc^ no(4 einntaf in D fcfinei^ 
ben, fo ift ber SBinfel O =: A nnb bie beiben Sreiecfe ABC 
nnb BCD flintnten alfo in ber Jtatlliete BC nnb in ben äDinfefo 
A SS D ftberein« 

^aüt ntan femer CA' = CD, nnb jie^t BA', fo ffnb bfe 
Sreietfe BCD nnb BGA' fpntntetrifcb / nnb ba^er flintmen andl» 
bie Srefecfe ACB nnb A'GB in ber StaW^tit BC nnb bem SBin« 
M A = A' Aberein; ibre anberen Aatbeten finb CA nnb CA', 
nnb e« ift CA + CA' = CA + CD = l80O; bie Oegentoin# 
fei biefer «atmeten fTnb CBA nnb GBA', nnb e6 ifl CBA + 
GBA' = CBA + GBD = 180«; ibre j^ypotennfen ffnb BA 
nnb BA', nnb e< ift BA + BA' = BA + BD ss 180^ 

Snfad- 3ft bie genteinf^aftlic^e 9t^i}^tit ^ Onabrant, fo ifl 
ancft ibr (Begentoinfel ein Qnabrant, nnb et giebt bann 
nn}A6(ige re^twinfelige Sreiede, n>e((be in biefen beiben 
6tA(fen ubereinflintnten ; benn nnn ift B bat Sentmnt »on 
CA, u. f. w. 
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§• 38. 

te^rfa^. <Si quU ttnmer {wet «erf<^{ebeitt rrAtfelrige 
Sretetff/ ioeIct)e in einer Xatljttt unb itixtv ©egenfeüe öbereinflim^ 
men; ibre onberen Xattftun, tote ©egenfetten berfelben tinb audi 
i^re ^pporenufen ergdnjen (Tcf) gu 180^. 

3n Fig. 22 fet AB = 90^^ ber Quabrant bei ttd)tUitiQm 
Sretecf^ ABC, t)er(dngert man AB unb AC« bii (Te (TA toitttv 
in D fd)netben, fo tfl ber QBtnfet D = A unb BD = 90«; ba# 
ber fitmmen bie betben reÄtfeirigen Dreiecfe ABC unb CBD in 
ber genieinf(f)afr(td)en Seite BC unb in ber i^r gegenüberltegett^ 
ben Xatbete D = A Aberein. 

9Racf)t man ferner AC = DG unb gie^t man BC% fo finb 

bie Sreiecfe BCD unb ABC offenbar f^mmetrifd)^ bal)er fttmmeit 

andi bie Creiecfe ABC unb ABC in ber ^atbete A unb Öfter 

@egenfeite BG = BC äberein* 3f|re anberen Xatijettn ffnb bie 

aOtnfel ABC unb ABC, unb ti ift ARG + ABC = ABC + 

CBD = 1800; bie ®egenfeiren biefer Aatl^eten (inb AG unb AC 

unb e6 ift AG + AC = AC + CD = 180«; bie Jg)9potenu# 

fen ffnb bie minUl AGB unb ACB, unb ti t|l AGB + ACB 

= ACB + DGB = 180^ 

Sttfa^. Sil bie gemeinfcffaftficfie Aat^ete A = 90^ fo (ft and^ 

t^re ®egenfeite = 90^ unb nun giebt ti un{dl)(tge Creietfe, 

toefd^e in jener Jtat^ete unb ibrer ®egenfeite Abereiniii«^ 

men/ benn nun ifl B bai Zentrum i^on AC, n. f. xo. 

§♦ 39. 

£te i^ppotenufe unb auc^ if)t Supplement ift 
großer ali jebe Xattittt, totld^t < 90^/ aber fleiner 
aii jebe ftat^ete, totldit > 90^ ift, unb fo groß ali 
jebe Statlfttt, wtidft = 90^^ t|t/ bad Sreietf mag rec^t# 
uoinfelig ober aud) rectitfettig fein. 

fBemetd. 3fl in Fig. 13 in bem an C red)fn){nf efigen SrefecTe 
BGA bie Jtarbete BG = 90% fo tfl BC gleichartig mit A, alfo 
f(l A = C = 90«> unb alfo Ab = BG. 

3(1 BC < 90«, fo i(l aü* A < 90<> (na* §• 36), affo A 
< C unb alfo BA > BC; i(l BG > 90^ fo ifl and) A > 
90«, alfo A > C unb bafjer aud) BA < BG. 

'Sba ferner nad) §. 37 mit einem re(i)tn)infe(tgen Z)re{e(fe im* 
mer ein (weitet toerbunben i(t, totliiti biefelbe Aat^ete bat, beffen 
i^9potenufe aber bai Supplement ber vorigen ifl/ fo gilt bai fo 
eben Semiefene aucft vom Supplemente ber ipppotenufe. 

3fl in Fig. 14 bie Seite AB = 90^ berDuabrant btirtd^U 
fettigen Dreiecfd ABC, unb bie Aatbete A = 90^, fo tfl aud) bie 
Wegenfeite BC = 90^ ba^er tfl £C = AB unb alfo aud) bie 
.^ppotenufe C = A = 90^ 
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3(1 A < 90«, fo iil au* BC < 90« (§. 36) »nb affo 

BC < AB, baber tjl au* C > A; jft enbK* A > 90«, fo 

t|t dttd» BC > 90« unb alfo BC > AB» bahn ifl aitd» C < A* 

Xa ferner nad) $. 38 mit einem rr({)treitigen Sreiecfe immer 

ein {toetteft t^erbunbcn ijl/ toelc^ed biefelbe Jtatbete bat/ bereu 

Jb9Potenufe aber tai (Supplement ber moorigen ifl, fo gift 

bad oon ber J^ppotenufe fo eben Semiefene auci) wn ibrem 6up« 

plemenre. 

BufaO« Sie $9potenufe einet rec^tminfeligen unb auc^ rec^t« 

fettigen Dreietft prdcebtrt nie wt einer ftatbete. Denn 

ifl in Fig. 13. A < 90«, fo ifl BA + BC < 180«, alfo 

prdcebirt bie JTatbete BC; ifl A > 90« fo ifl BA + BG 

> 180«, alfo prdcebirt bat größere GtAcT, b. b- bie jta# 

tbete AC. Sfl BA + BC = 180«, fo prdcebirt »eber 

BA no(b BG. Suf dbnli(f)e 9lrt wirb ber fömtii f&r bat 

reditfei^ige Dreietf gefil^rn 

S. 40. 

5fl feine t^on {tt>ei Seiten einet Dreiecft prdcebent, fo (Tnb 
ffe mit ibren ©egenwinfeln gleichartig. 

Seme it. 9Benn wn gmei Gelten a unb b, beren ®egen# 
toinfet A unb B fein mdgeU/ feine prdcebirt, fo ftnb ffc^ bie beiben 
eeiren entweber gfeicb, ober ffe ergdnjen ffd) {u 180<^.' Sfl a=b, 
olfo au(b'A = B, fo ifla -f b entweber = ober < ober > 180«; 
im erflen %a1lt ifl autb A + B «= 180<>/ im gmeiten < 180® unb 
im britten gaOe > 180«; baber ifl im erflen gaOe a » b = A 
= B ; im (toeiten gaOe ifl jebe toon ben Geiten a unb b < 90« 
«nb ancft jeber von ben SOinfeln A unb B; im britten %aüt ifl 
jebe wn ben Seiten a unb b > 90« unb anii jieber ton ben 
SBinfeln A unb B > 90«« 

, 3fl a + b =: 180« unb ffnb bie etlttn a unb b ungleich, 
ttxoa a > b^ fo ifl au(^ A > B^ unb ba A -f B » 180« ifl, 
fo ifl A > 90« unb B < 90«, unb ba offenbar auc^ a > 90« 
ttnb b < 90« ifl, fo ifl a gleichartig mit A unb b gleichartig 
mit B. 

3itfa$. 9Bentt t>on ttoei gBinfefn einet Dreiecft feiner prd 
cebtrt/ fo ffnb ffe mit ii^ren ®egenfeiten gieic^artig« 



ß 



SBenn wn imi Geiten a unb b einet Dreiecft bie eine a prd# 
cebirt, fo ifl biefe &titt mit ibrem ®egenminfe( A gleichartig. 

8eweit. 2)a wn ben Seiten a unb b bie eine a prdcebirt, 
fo ifl entmeber a + b < 180« ober a + b > 180«. 

SBenn a + b < 180« ifl, fo prdcebirt nac^ $. 35 bat titU 
nere 6tAcf, uab et ifl alfo a < b, alfo an<4 A < B (nodk 
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S* 33) ttnb ba aud» A -f B < 180<> in, rotff A < 90^ »nbba 
offenbar a < 90^ iil, fo i(l a gleichartig mir beut Segentotnfel A. 
aOenit a + b > 180<> iß, fo prAcebirt md} §. 35 bad gr(# 
fere et&d, unb ed tft alfo a > b; tatjtv i|i a > 90<'. Z)a 
sntt aber au^l A > B unb A + B > 180<^ ift, fo ifl auc^ 
A > 900/ ttttb bafier a gleichartig mir A. 
3 Ufa 6 1. Sßcnn von (wei äBinfefn A unb B etned Creiectt 
ber eine A prdcebirr, fo ift biefcr {EBinfel mir feiner ®e» 
genfeire a gCeici)arrig. 
3ufab 2. 3m Sergleic^e mir einem Duabranten prAcebirt 
jeber 8ogen, ber fein Duabranr ift, unb im Serg(eid>e mir 
einem reci)ten 9Qinfe[ prAcebirr jeber 9Dinfe(/ ber fein reci)# 
ter ift, iatjtx ftnb bie im §. 36 bemiefenen GA^e nur fpe^ 
deDe formen bed gegenwArrigen ©a^ed. 
3 Ufa $ 3. 3wei Vetren eine« £reiecf< finb immer mir i^reit 
®egenn>infefn gleicfiarrig* 

S. 42. 

Se^rfa^« SBtrb ein ^^unfr mir einem J^anprbogen bnrclli ein 
tJerpenbifel unb nocf» anbere^auprbogen üerbunbeu/ unb iü ba< 
<or(f < 90^ fo ffnb biefe Serbinbungdünien beflo größer/ je mci« 
ter fle oom tot^e (g(eic4oie( auf »eitler CSeite) abmeicften; ift bat 
Sorb > 90<'/ fo (Inb ffe beflo ffeiner, je toeirer (le vom Sotbe ab^ 
l^eid^en; ift ba« Cor^ = 90^ fo ffnb fTe itim fAmmtticf) gleid^. 

Sern ei«, e« fep in Fig. 23 ba< iottf PQ < 90<>/ unb 
QA < QB < QC < QD, fo ifl aucf> PQ < PA < PB < 
PC < PD. (Si t(l PA > PQ nacb §. 39 ; ferner (Tnb bie 5Bin# 
M PAQ, PBQ, PCQ, PDQ fpifte (naci) §. 36) / alfo ifl ÜBinW 
PAB > 90<' unb alfo and) größer ali ber SBinfel B; baber ift 
auc6 bie ©eire PB > PA (nacfc §. 33). fflenn aber PQ > 90« 
ifl/ fo ffnb bie eben genannten 93infe( PAQ, PBQ, u« f. to. fluin# 
pfe, unb e« ifl PA < PQ nac^ $. 39 ; unb ba PAB < 90<> unb 
alfo < PBA ifl/ fo ifl PA > PB. 

9Ba« aber wn PA unb PB bewiefen ifl/ fann ebenfo wn je 
imei aufeinanber fofgenben Serbinbnngtflinien bewiefen Werbern 

3mei !Berbinbung«(tnien auf entgegengefebten ®eiten be« So# 
tfiti PQ ffnb gleichgroß/ toenn ffe g(eici) meir wm iotf^t abxotU 
4en. J)entt ifl QA = QA', fo ffnb bie Dreiecfe PQA unb PQA' 
(nac6 S. 28) fpmmetrifd) unb e« ifl a(fo PA = PA'. 

aBenn QG = 90« ifl/ fo ifl aucb PC = 90«- 3fl QD > 90^ 

fo ifl and) PD > 90^/ wenn PQ < 90^ ifl/ unb PD ifl < 90^, 

wenn PQ > 90^ ifl. SBenn ferner QB < 90« ifl/ fo ifl für 

PQ < 90» aucb PB < 90°/ unb filr PQ>90o aud) PB>90<»- 

3ttfab 1* @inb a(fo bie beiben jtatb^ten eine« recbtmtnfftgeti 

IDreiecf« < 90^ ober > 90°, fo ifl bie ^ppotenufe Hei« 

ner ali ein Duabrant; ifl bie eine Aat^^ete < 90" unb 
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b(e anUtt > QO^'/ fo ift bie J^ypotennfc grifer a» ein 

Duabrant 
3ttfa$ 2. 3fi bie JE)9Potenufe efned rec^tn)tn(e(i0tii SreteM 

ein Duabrant, fo ifi ttot^wenbtg eine t)on ben beiben Xa^ 

ti^tttn ein Ctnabrant. 
£enn wenn feine Jtat^ete ein Qnabranr ifl/ fo ifl anc^ 

bie {)9potenufe fein Ouabrant 
3ttfa( 3. üBenn bie {)9potennfe eined rec^hüinf eligen SreieM 

f leiner aU ein Cluabranr iji^ fo (Tnb bie beiben Aotbeten 

fl(eid)arHg; ifl bie $9)}otenufe gr^Ser a(d tln Ouabrant/ 

fo ffnb bie Reiben Jtatbeten ung(eid)artig* 3n feinem biefer 

beiben gdOe ifl tint Xat\)ttt = 90^. 

S. 43. 

Se^rfa^. SBirb tin ^nnft mit einem ^anptfreife bnrc^ ^i^ 
nen Quabranten unb noc^ anbere ^auptbo^tn üerbnnben, nnb ift 
ber SBintef, welchen ber Ouabrant mit htm J^auptf reife mad^t 

< 90^/ fo ifl er ber fleinfie unter ben 9Binfe(n/ mef^ie bie ge^ 
{ogenen J^auptbogen mit bem J^auptf reife machen/ unb bie 9Bins 
te( ber übrigen J^auptbogen ffnb beßo großer/ je weiter ein folct^er 
J^auptbogert wm Ctuabranten abweidet ^ wobei ed ffcft t)on felbfl 
t^erfle^t/ baß bie SBinfel im gleichen Sinne genommen werben 
mAffen. Son ben SRebenwinfefn gi(t iai nrngefe^rte, nnb ift ber 
SQinfel bed Qnabranten = 90^ fo fTnb aUt SBinfer ihm gleich. 

3n Fi^. 23. fei PC ber Ctnabrant nnb G < 90O/ bann t|t 
im recfttfeingen Sreiecfe PCB tai Supplement ber J^ppotenufe 
GBP, n&m(i(4 ber SBiiifet B nacft §. 39 größer, aU bie Jtatbete 
C Z)a ferner bie Aarbete G mit il^ren Segenfeiten PB nnb PA 
gfeicftartig ift, fo ift PB < 90« unb PA < 90^, alfo PB + PA 

< 180^ baber ift PßA + PAB < 180°, ober B < A. Da# 
^er ift überhaupt G<B<A<Q<A" eic. 

aOeic^en in Fig. 18. bie beiben SerbinbnngtfÜnien GA nnb 
CB g(ei(4 weit wm Ctuabranteh GD ab, fo ffnb tit SQinfel GAD 
unb GBF gleich. Denn littit man GE nacb ber 3Ritte oon BF^ 
fo ift DE » 90« nnb ba an(b GD = 90« ift, fo ift D bad (Sen# 
trum i>on GE, unb alfo £ = 90<>; ba^er (Tnb bie Sreiecfe BGE 
unb GEF fpmmetrifcfe nacft S- 28, unb a(fo GB — GF ober GA + 
GB ^ 180<»; baffer ifi and) GAD + GBD = 180^ ober GAD » 
GBF. 9Qenn in Fig. 23. GQ = 90« ift, fo ifl, weil au« GP = 
90^ ift, G ba0 (Sentrum t)on PQ, alfo ift nun GQP « GPQ == 90^ 

SBenn nun weiter im red^tfeitigen Dreiecfe GAP bie beiben 
Antreten G unb GPA < 90° ffnb, fo ift ba« Supplement ber ^p# 
potenufe (ndmfiA A) < 90«; wenn bie Statt)tU G < 90« unb 
bie Xatiittt GPA' > 90« ift, fo ift ba« ©upptement ber ^^^00 
tenufe (ndmHd» A'') > 90«^; wenn beibe Antreten > 90<^ ftnb, 
fo ift ba< Supplement ber J^ppotenufe < 90«. 
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3nf<i( 1« 6inb bie Mbtn Statf^tttn tinti re^tfrifigen rreirM 

< 90« ober > 90^ fo i|l ba« eupplement ber ippporc^ 
»ttfe < 90« (ffe felbjl nlfo > 90°) ; ijl bie eine Äatftete 

< 90<» nnb bie anbete größer ati 90^ fo ift bad Gupple« 
uient ber J&ppotenufe > 90« (ffe felbjl ölfo < 90% 

3ttfa$ 2. 3{l in einem red)tfe{rigen DreiecTe bie J^ppotenufe 
» 90«/ fo ijl and) immer eine toon ben beiben ^at^eten 
« 90«. 

Bufa$ 3. 3{t in einem re^tfeirigett IDreiecfe bad 6upp(ement 
ber ^ppotenufe < 90«/ fo finb feine beiben Aarbeten gfeid)« 
artig/ nnb i{i bad Supplement ber J^ppotenufe > 90«, fo 
fInb bie beiben Statt^tttn ungretAartig« 3n feinem biefer 
beiben gdKe ijl. eine Jtaf^ete =: 90«* 

S. 44. 

te^rfa^. &txmm9n {mei rec^tminfelige Dreiecf e in einer Jtaf 
tbefe a Aberein/ unb pr&cebirt von it)ren anberen ftatbeten b unb 
h' feine, fo ffnb and) bie an it^nen beftnb(t(f)en 9Binfe( A unb A' 
(toe(d)e ber Xatlfttt a gegenfiber Hegen) g(fid) groß. 

SBenn aber t^on benAatbeten b unb b' bie eine b' prdcebirt, 
fo ijl aucft A' > A, wenn bie Aat^ete a < 90« ijl/ unb ti i^ 
A' < A för a > 90«. 

Qeweid. SBenn von benjfatbeten b unb b' feine pricebirt, 

fo ill entweber b = b' ober b + b' = 180«. 3jl b = b'/ fo 

ffnb bie beiben ICreiecfe fpmmetrifd) unb a(fo A = A\ ijl aber 

b 4- b' = 180«/ fo errettet bie S3el)auptung unmittelbar aud §. 37. 

SSBenn aber in Fig. 21. von ben ftatt)cten CA = b unb CA' 

= b' bie eine prdcebirt, fo ijl entweber b + b' < 180« ober 

b + b' > 180«. 3m erjlen gaBe prdcebirt bie fleinere Äatbcte 

unb e« ijl affo b' < b, alfo ip b' < 90« unb baher nacft §. 43 

A' > A, wenn BC ober a < 90« ijl; im jwciren gaffe prdcebirt 

bie gr66ere Äatl)ete unb e« ijl alfo b' > b, aifo b' > 90« unb 

baber ijl nad) §. 45 ebenfaü« A' > A. SBenn BC > 90® ijl, 

fo erfolgt ojfenbar ba^ umgefebrte. 

3ufo$. Stimmen {wej rcchtfeitige Sreiecfe in einer Xatfi^tt 

äbereiU/ unb prdcebirt oon ibren anberen Jtatl)eten feine, 

fo ftnb aud) bie ber erflen Jfatbete ge^enäber iiegehben 

Gelten gleich gro^; prdcebirt aber t)on ibren anbern Xa* 

tbeten eine/ fo liegt in bem )ugeb6rigen Dreiecfe ber gemein« 

fd)aft(id)en Statljttt bie größere ®egenfeite gegenüber/ wenn 

biefe Äatbete < 90« ijl; ijl jTe aber > 90«, fo liegt i^r 

ber fleinere a3infe( gegen&ben 

S* 45. 
Stimmen )we{ Dreierfe in |Wei Seiten Aberetn unb ift ber 
wn i^nen eingef4|(offette SSinfel in ben beiben IDreiecfen «>erT4rie# 
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bnt/ fo Hegt 4em grd0eren SEBiiifel im dneit Sreiecfe eine sr66erf 
6eite aM beut Heineren SSinfel im anbeten Dreiecfe gegenüber. 

3« Fig. 24. a fei CA. = CA unb CD « CB, aber SBinfer 
ACD < ACB, fo ift au* AD < AB. 

Sßenn ber ^unft D ffd) im inneren M SreieM ACE beftn# 
M, fo toirb AB von CD .in einem fünfte d gefcbnitten , weil 
ff* ber Stnna^me Qtmii CD jwifcben CA unb CB befinbet unb ti 

iji alfo 

CB + Bd > Cd ober > CD + Dd (na* S* 17)/ nnb audi 

Dd + dA > AD^ 

ba^er tjr^~+ Bd + dA + Dd> AD + CD -f Da, ober einfacher 
CB + AB > CD + AD, unb ba 

CB = CD 
i^, fo ifl AB > AD. 

Sefinbet fid) ber 9unft D in D% unb affo in ber 6eite AB 
ftlbft, fo ift ofenbar aD' < AB ; beftnber ff* D in D'', unb alfo 
au6erba(b iti Creietfd ACB, fo wirb AB t)on CD'' wieber notb« 
wenbig in einem fünfte d'' jwifcben A unb B gefdinirren^ wei( 
ber SBinfer ACD'' < ACB ifi, unb ti ifl uuit na* §« 17 
Cd" + d"B > CB, unb 
Ad" + D" d" > AD"; 
alfo Cd" + D"d" + Ad" + Bd" > CB + AD", ober einfa*er 
CD" + AB > CB + AD", unb ba ber Slnna(^me gem&ß 
CD" =r CB 
fft/ fo ijl offenbar AB > AD". 
Bufa^. SBenn (wei Dreiecfe in {we{ Ceiten äbereinftimmen, 
in ber britten Geite aber t)erf*ieben ffnb/ fo ift au* ber 
<8egenwinfel biefer Seite in bem 2)reiecfe griger/ ali im 
anbeten/ in we(*em biefe 6eite felbft großer ift. 



46. 

aßenbet man bie Beiben tootigen &&%€ auf bie reciprofen 
Dreiecfe an, fo et^dft man }wei neue &i^t. IDer erfte ^ei^t: 

SBenn )wei £)reiecfe in |we{ SBinfeln äbereinftim# 
men, in ber oon ibnen eingef*f offenen @eite aber ))ers 
fAieben finb, fo ift ber ©egenwinfel ber gr^fieren @ei« 
fe im einen ^reiecfe größer ald ber ©egenwinfel ber 
Heineren &titt im anberen S>reiecfe. 

SBenn in Fig. 24. ß SBinfef A = A unb B = B', aber 
AB' > AB ifl, fo ift au* ber SBinfel C = C. 

2>er {Weite @a$ f^eigt: SBenn )wei DreieePe in |we( SBinfeln 
ftbereinfKmmen / aber ber btitte SBinfe( im etften 2)teie<fe gt60er 
aW im anbeten ift, fo ifi au(b bie (Segenfeite biefetf^SBSinrel« im 
erftett ^Dreiecfe großer ald im anberen. 

3ft A ^ A, B » B unb C > G, fo tfi ou* AB' > AB. 



1 
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J. 47. 

Sßf titt itoet fpHArifAe X>vtUdt in itod ®e{ten ttnb einem ffiiiu 
fei, wetd^er ber Hiebt prdcebirenbeti ®eite ^egenftber liegt/ äbereiiM 
fHmmett/ fo finb bie 2)reiecfe entmeber f^mmetrifi^ ober congrttent; 
ttur barf nid^t jebe« ber bret @tft(fe « 90® fein* 

3n Flg. S5. fei bie @eite BA » ba, CB » cb uitb C = c, 
femer prdcebire ba nid)t Dor bc unb affo aud) BA nid)t vor BC, 
bann fInb bie 6eiben jDreietfe aud^ in ben Abrigen (StAtfen ftber# 
einfKmmenb* 

Sewei«. 9Ran (ege ba^jCrefecf acb (oberbaS f^mmetrifc^e) 
fo auf AGB, baß c auf G unb cb Aber CS faDe, bann fdOt ao4 
b auf B, weil cb = CB {{i, unb ca iber CA, toei( ber SStnfd 
o =s C ift ; tte(e nun a nicÄt auf A, fo to&rbe a enttoeber stoifcfeen 
C unb A auf einen ^unft D, ober in ber Serldngerung Don CA 
auf einen ^unft E fallen. 

Senn nnn a auf D fiele, fo toftrbe BD = ba = BA nnb 
alfo aucb aSinfel BAG + BDC = 180» fein; ba^er todren btefe 
beiben aBinfel ungleichartig. SSSeil nun aber BA ber (Seite 6G 
nic^t prdcebirt, fo toirb umgefe^rt bie @eite BC enttoeber ber @eite 
BA prdcebiren, ober feine 9on ben beiben @eiten prdcebirt. 

SBenn BC ber @eite BA unb alfo auc^ ber @eite BD pti* 
cebirte, fo wärbe in ben S)re{ecren ABC unb DBC bie ®txtt BC 
i^ren Oegenminfern BAC unb BDC gleichartig fein na(b §. 41, 
tinb fofglic^ warben biefe SESinfel felbft gleichartig fein, toäi nic^t 
mjglid) i{L 

SBenn feine t>ott ben beiben @eiten BC unb BA |)rd€ebirt, fo 
loftrben betbe Seiten BC unb BA (nac^ §. 40) mit ibren ®egen# 
toinfein gle{cf)art{g fein, unb alfo indbefonbere BC »ieberum mit 
ben SSSinfein BAC unb BDC gleicbartig fein; baber w&rben biefe. 
Sßinfei felbfl gleici^artig fein, xoa^ nid^t miilidi iß/ ba ffe flc^ (U 
180® ergdnjen. 

aßenn enblicfi a auf E ffere^ fo finnte man auf d^nlicfte Srt 
{eigen, baß bie SBinfei BEC unb BAC gfeicbartig wittn, unb bie» 
fed toftrbe wieber ungereimt fein, ba bie SBinfei BEC unb BAC 
fld^ )u 180® ergdnjen, toei( BAE ein gleid)f(f)enfe(iged S)reie(f tvdre. 

SBenn man enblid^/ um ben SBBiberfprucb )u b^ben^ annebmen 
tooSte, baß ber SBinfel A unb alfo and^ bie SEBinfer BDC unb EEG 
redete nodreu/ fo wftrbe B bai Zentrum toon CA unb a(fo BA » 
BG » C ::= 90® fein. 

3n aOen Abrigen ^dOfen aber fdDt a auf A, unb ti fInb ba# 
(er bie ^reiecfe abc unb ABC congruent. 

3ufa$ 1. Sßenn bie SBinfel C unb c rechte ffnb/ fö yrdce# 
biren bie ipypotenufen BA unb ba nie t)or ben Aatbeten 
BC ttnb bc (nac^ §. 39. 3ufa$)/ ba^er ffnb )n>e{ re4t« 
»ittfeUge f|>(dr{fd^e jDreiecfe immer entmeber 
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cottgriteiit ober f^mmefrlfc^/ »cnn fie in tev {^9^ 
potenttfe unb einer Aat^ete flbereiiifiimmetr* 
3afa6 2. 9Benn AB = ab s= 90^ tfl, fo pr&c^rtAB niäß 
. tot BG; baber (Tnb gioei rec^tfeiHge ^teietfe ent# 
Weber congruettt ober fymmetrifdif/ toentt fie iti 
ber J^9'))otetiiife iinb einer ®e{te an i^r i6erein# 
ftimmen. 
3ttfa^ 3* Senn C < 90<> nnb BA > BC ift, ober tötm 
C > QO^nnb BA < BC i(l, fo ifl im erflen %aUt A < 
C, nnb alfo A + C< I8O, alfo ond» BA + BG < 
180 ; baffer ))rdcebirr nun bie f letnere Seite BC, nnb t» 
yr&cebirt alfo BA nicbt. 

3m aweiren ^aOe iff-A > C, alfo A + C > 180^ 
alfo anc^ AB + BC > 180»; ba^er vrdcebirt nun bie 
größere @eite BC, unb ed prdcebirt alfo BA ttiö^t* 

SOSenn bal^er (»et S)reiecfe in jioet 9tittn nnb 
' bem (Begenwinfel von einer biefer Ctittn uber# 
einflimmen, fo finb bie Sreietfe and^ in ben übtia 
gen @tft(fett i&bereinflimmenb/ n>enn ber SSinfel 
tin fpi^er nnb feine Oegenfeite bie grdfiere, 
ober ber SSinfel ein (Inmpfer nnb feine (Begen# 
feite bie fleinere tft. 
Sttfae 4. Sßenn {wei '2)reie(re AGB unb ACB in Fig« 22. 
in itoei Gelten AB = AB, BC s BC.nnb tinm ®f8en# 
loinfel A = A ber ®titt BG ober fiC^ übereinflimmen/ 
nnb bennocb berfc^ieben (inb^ fp erg&n)en ffc^ bie beiben 
®egentt>{nfe( C unb C ber anbern &tiu jn 180<^. 

Denn ba BC = BC iji, fo ift BCt = BGA ober C + 
C = 180^ ' ' ' 

§. 48« 

SBenn {»ei Dreierfe in einer @ette unb lYod SSBinfefn^ too# 
i^on ber nicl^r prdccbirenbe jener &titt gegenäber liegt/ Abereim 
fUmmeU/ fo ffimmen ffe aucb in ben übrigen Gtdcfen ibtttin, nur 
barf nldit jebe« ber brei Gtftcfe ss 90^^ fein« 

3n Fip. 25. fei ob == CB, c ^ G nnb a d= A, ferner md# 
gen bie Sßirfel a unb A nicl^t tor c unb G inrdcebtren nnb nidit 
cbt«sCB = c = C»a = A^90<^ fein, bann fjl anc^ b = 

B, ea «B CA n^b ab =» AB. 

- S e w e i <• !Ran lege ba< S>reie<f acb (ober ba< mit acb 
f9nmietrif<te) fo auf AGB, ba0 c auf c unb cb auf CB faSe^ 
bann fftfr ancft b anf B nnb ca anf CA ; fiele nun a nicbt auf 
A, fonbem anf.O jtoifd^en A nnb C, fo »dre ber aBinfel BDC 

fis a ss^ A, Olfb BA + BD SS 180o. 

jDa nun A nicbt tior C prdcebirt/ fo ^»rdeebirt entioeber C 
ttor A 0bft^ kbni biefer (Stfttfe ))rdcebift« 3m erflen %aUt ifl 

3 • 
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c ^ti4naxtii mit Bk. itnb ba|er oiuft mit BD, Mdl $. 41 ; ba^er 
(Titb BA utib BD 8(€i<4arti9^ t9a6 mit btr QUeu^ung BA + BD 
m 18(V> fil««l€t. 

aSkmt A nicfft tiov C pficAitt, fo pricebirt a(fo fetner t^on 
biefettSBittledt ))«r bau anbertt/ unb ba^er flnb im« Mbe mit 
il^reit Oefettfeite« gUic^rtig; ber 6(^(11$ ifl baf)er »ie t>or^(n. 

(S6 (ann a(fo a nicl^t jwifcAett A unb C faden. <E6ei|fo toirb 
^nHffeii# bad & nicM in bie SSetlAnftemns Don CA fAüt; ba^er 
fiat a anf A, «btv nMin ntäfte/ um bie SBiberfprA^e jn be^en, 
annebn^nf ba$ BA ^ BD ^ 90^^ fei; bann todtje aber B ba< 
Centfiim von GAnnb a(fo A i=s a a* C s c «:= fiC =^ bc = 90^ 
»ad ber 9(nna^me tnwiber fft* 

3ufa$ 1. S^enn bie 6e(tett BC nnb bc Ünabronten ffnb, fo 
fTnb Ixt SßitrfeC A nnb a bie J^^petennfen ber redbtfeitigen 
IDreiecfe ABC unb abc, unb ba bie tyfpounnit A nie t)or 
ber ftarbefe C prAcebirt, fo fTnb offo jwei recfitfeitige 
Sreietfe immer congruent ober ft)mmftrif4/ mena 
fie in ber J^pyetennfe unb einer Jtat^ete ftber# 
eittffimmem 

i 3 Ufa e 2- ^^^ ^^ SBintetA ^ 9l ^ 00^ fo prdcebtrt et 

^ bem 9ß{nf^( C ober c nie, ba^et finb {mei recfttmin^ 

feiige IDreiede congruent ober f^mmetrif^^ 
loentt fie in ber JE)9potenttfe unb einem 9Btnfe( 
an if^t ilbereinftimmen* 

3 Ufa 9 3. Sßenu bie @eire Bc < 90^ unb A > C^ alfo 
au4 BC > BA iö, fo ifl BA + B A < ISO^/ baber ou« 
A + C < ISOQ unb cd ))rdcebirt aff^ ber (feinere aßin« 
feC G; wenn bie Seite BC > 90<> unb A < Q «(fo aud^ 
BC < BA ifc fo ift BA + BC> 180^, affo auc^ A + 
C > ISO^)/ unb ti ))rdcebirt a(fo nun ber größere SBin^ 
(el G; in feinem ber beiben ^dSe prdcebtrt alfo ber 9Bin^ 
fe( A, unb ba^er ffnb {mei Dreiecfe, meiere in einer 
@e{te unb tmei Sßinfe(n ibereiufiimmett/ eon^ 
gruent ober f9mmetrif(^/ wenn bie 6eite flei# 
uer a(d ein Ctnabrant unb i^r (SegenmiuteC ber 
grAfiere, ober bie @ette größer ali tin Slna^ 
brant unb ibr ©egenmiufel ber ffeiuere Don 
ben beiben SBinfern {(L 

3iif«& 4 SBenu ttoei ;Drtietfe BAC uub BA'G iit Fig. 2^ 
in einer @eite BG unb iA yoei SOinfern C «= c unb A « 
A' Abereinitimmen , mot^on ber eine A ober A' ber Geite 
BC g^egenAber liegt/ itnb bie S^retetfe benno4 terfiAirben 
ffnb/ fo ergdn}en f!4 bie ©egenfeiten bed anberu ffiiifetf 
c, ndmfob ba nnb BA' }u einem J^bfreifei. Ümn ba 
BAA' +BA'A»ilÖ9« ift, fo {|l «nd^ BA -^ BA' «180^ 
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S. 49- 

9Beiitt man in einem IDretedfe wm Scheitel ehiej feinet SDitt« 
fei tin ^etpenbifel auf tte ®egenfette f&St nnb tai ^erpenbffe( 
im Snneren M Xixtitilg entj^alten ifl^ fo fTnb bie Reiben SBinfel 
an btefer @eüe gletd)artig ; beftnbet ftd^ iai ^erpenbtf el außerhalb 
Iti DreiecK^ fo flnb bte beibeit Sinfel nngleicftattig« 

3tt F% 26. flel^e CD fenfrec^t auf AB , bann fTnb in Fig. 
26. a bie SBinfel A nnb B nady §. 36 gfetcbanig mit CD, ba^er 
flnb iie feien ßUiOiavtii ; in Fig« 26. fi fifnb bie mnUt CAD 
]inb GBQ mit CD glet^artig/ ba^er flnb ffe feI6|l gleidiartig; 
bte SBinfel A nnb B aber ffnb eben beöw^gen ungleichartig. 

B»ftf6» S^l^ >n<i« ^ott <in«i^ ®c(^ ^^ntd Z)reiecf^ ein 9>erpen# 
bifel anf bie (Segenfeite unb ffnb bie Sßinfel m i^ gleich 
artig, fo fditt hai ^erpeabifel ini Snnere iti CreiecH: 
fTnb bie bdbe» SBittfel ungleichartig, fo fdUt ii auferdalb 
itS Sreiecf«. aBenu bie Reiben aßinfel jeber == 90<> ffnb/ 
fo ift bie Stii^tuus bei ^er))enbi(e(d un^eßimmt* 

SSenn mau eine (Mt tiüti ^ttitdi mit betf (Siegenfette bntäl 
einen Quobranten t^erbinbet, unb blefer ffcl» anfet^aib betfjDreiecfi 
feeftnbet/ fo (Tnb bie bdbett anbeten Seiten gleichartig; beftnbet 
fli^ ber Duabrant im Queren be^ t)uitM, fo ffnb bi^ beiben 
anberen Seiten ungleichartig* 

3n Fig. 26. ^ fei CD ber Qndbrant; banii ift in ben rec^t^ 

feitigen Creiecfeu DaC unb DBG bie Aat(fete D gleicfiarttg mie 

tm (Begenfeiten Ca unb CB , baber ffnb . btefe felbü gleichartig ; 

in Flg. 26. S fei wieber CD ber Qttabrattt; bann i|l bie Xatiittt 

CDA gleicfyartig mit CA unb bte Jtattiere CDB gleichartig mit 

CB, unb ba CDA + CDB = 180^ ift, fo ffnb CA unb CB uu* 

flleic&artig. . ^ 

3ufa$. Serbinfeet man eine dät Antt S^tefecN mit ifyftt&e^ 

genfeite bttrc^ einen Dnäbtatiten, unb ffnb bie beflWtl an# 

bereu Seiten gleic^attfg ,: fO fäflft bet £luabtant tftt0etf|a(b 

beg 2>f eiecft * ffnb bie beiben anbereit 6dteit migMd^artig/ 

fo fdHt ber äuabtont in tai Zxtitft. 

f 

6{ti« \Kt \tii SBittfct etitc^ txtUH \%^%ii fo t|} 

3ir Fig^. 21 f<f AGB »(4 Stefttf, ftnb ba« ep(9 AO auf G0 
^atr; ka'»k ^Si^^ G tm» B ^Irfd^airH^ (ti^/ (<( Bcfbbct (f# 
AD \M 3iitt«r«i ftt< X^MT« GAB, tmb (^It arfo bett ISiitftf 
<Gab \a gwct Üfile. ^ 

3* 
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ehib nun E mb F b{e fSlitttlpmltt Den AD, fo (ft bcr 

«BtaW DAF = 90« nnb alfo CAF > 90% batftt ift CAF > 

GAB Itnb e« beftnbet ffcb alfo AB {tDifc^ett AD tinb AF; ba ttuit 

AD gWcfiarfifl mit C anb alfo < 9(fi ift, fö <(l AB < AF ober 

AB < 90^^ {nad) §* 42.) Son bett anberett Letten foutt bcrSe^r 

loci« ebenfo gefA^rt loetbem 

34t fa$ 1* 9Benn ber grAfte SBttifel D (m Dretecfe ADB = 

90« i(l, fo iff DAB < DAF, itnb dfo AB < AF ober 

AB < 90<); baffer (attn matt bett ®a6 audb alfo au^# 

fpred)en: 3fl ber gri^te SBitifel itt einem Sreiecfe 

nt(f)t s^^^^^ <^i^ <tn re^ter/ fo ift jebe ber breC 

(Seiten fleiner ati tin Onabrant 

3nfa6 2. 3ft bte fCeinflt Seite eine« Sreietf« tti<^t 

deiner ati tin Quabrant/ fo finb allt SBinfeC 

bti Ibttitdi fltnmyfe. 

2)enn mtm in Fig. 12 bie ffeinfte BtHt be6 ^Dreietf« 
ABC ni(f)t Heiner ali ein iClnabrant ifi^ fo ifi ber größte 
aSinfef im reeiprofen ©reiecfe A'CV ni^t > SO«/ bo^er 
ift iebe Seite biefe« Tbxtitdi Heiner aU ein tlnabrant nnb 
eben beiioegen ifl jeber KBinM im Sreietfe ABC >. 90«« 



t i 1 1 e t 9 1i c|^ ti i 1 1 

Snffjfnng tön Sufgafien mittelfi ber (Sottilrncttott; 
einige merfwftrbige fünfte in einem fp^drif<l^tn 

Sreietfe. 

§. 52. 

aSe^re Hnfgofeen ber Gp^drif ffnb i^on ber ütt, ba(l i^re 
llttf[6fung bnrc^ Sonftruction auf tint A^nlic^e Srt 6tatt ftnbet/ 
aK in ber Planimetrie; tin Knf&nger ifjut batjtt too^f, biefeSon^ 
(Irnctionea burc^guge^en , nnb am ffnnlicft )nr Sfn^f&drung |tt 
bringen, ^an bebient (Icti batn einer Jtngel/ n>e((^e §of^r ifi, bo^ 
mit ffe nid)t burd^ i{|r ©eioic^t Idü^d f^I^^/ »nb beren Oberfldil^e 
a(fo eingerichtet ift, ba0 man nid)t nnr baranf itid^ntn, fonbern 
ancft bie S^i^nung o^ne Sc^mierigfeit andlifc^en fanm unfeiner 
folc^en Attgelff&d^e (äffen (I<^ nun mitteffl eine< 3irf^« ^aupU 
nnb Ke6en# Greife mit Seqnemlid^feit befc^reiben, toenn ber eine 
%i9 be< BixUli tint i^&(fe trdgt, in loelc^er ber fd|)reibenbe 6tift 
befrfKgt iü:. Da. bie Sef^reibrntg ber Aan^tfreift itng{ei<d 6ftet 
tiAtdig ifl, ali bie 8efd||reibnng t)ott 9Ielenlreifctt> fo fann mm 
fldlf inr 3^ung wn J^onptbogm a»^ eine« fp^drifd^cn «^- 



r 



— 37 — 

mtaltt ABGD Fig« 28. hOimtn^ totläjtt wn ^mi ^albtttlUn 
AGB tmb ADB kesrni}! mi alfe gerritnint t(i, ha^ fefoe (So in 
cat)itit mit bcr JtrAmmttng ter Xitgel öberriitßimwt; babitr^ 
i»M ber aO)« l^An^ge ®e6raitc^ be< BMM i^xmiAtn, beffett 
«iifTe(feit auf bfo JtngcIfAc^e mit fditer fcfiarfen 6t>i^ bf efe glAc^e 
befd^bi^tR märbe. 

(Sin fefc^e« Siitedl faittt M^ au* 'iti>et in A itttb B bre^btu 
tM ^albfreifm ADB ttnb AGB beftet^eit, burcb wtidit ein fBogen 
CD gelafen ijt/ ber im ^arbfreifc ADB befe^tgt iR^ wA^trenb bet 
anbete J^Ibftei^ AGB in G eine 6(^raube frdgt/ mittefft tvel« 
d^er ber Sogen GD im Surc^fafe bnrd^ AGB feflgefd^toben \ott* 
ken fann* 

3{l ber Sogen CD Un Oeobe nnb fRinntefi ein§ei^i(t; 
fo fann iai a(fo {nfammensefe^te (tneal ond^ )um SSefen ttnb 
MnfttüQtn f))^&rif(^er 9Binfe( benn^t uoerben/ ba bet Sogen GD 
iai aRaa9 be« ÜBinfel» CAD ober CBD ifl^ menn AG = BC 
nnb AD = BD ifL 

SDiD man bie ip jiffdmittrf bet f^^&xtfc^en ©tap^if bett^oK« 
{tAnbigen/ fo witb man einen falben ^anpttxHi (etioa an« {I^ef# 
9ng), in 180 ®ifabe abtbdfen^ nnb ffc^ feinet }nt SSeffnng bet 
Jpanptbogen bebienen* STuc^ ein f^^dtifc^et %tandpottenr nnb 
ün fp^dtifd)et ffiintel^afen {ut Vrefifnng nnb jum «ufttagen bet 
SBinf^r f innen nad^ bem f9ebätfhi{fe tinQttid)tet nnb mit 9htben 
gebrand)t metben. 

Setfe^en mit einem folgen 8ppatate loitb man ftlbft fe^r 
Infammengefebte fyl^&tifd|)e (Sonfitnctionen pnif&ffttnf nnb, ioa9 
nod^ micbtiget i|l/ bequem äbetfe^en I6nnen. jbie im Slttffafetl 
bet fp^dtiftben (Bonfltuctionen ge&bte ^^antaffe witb enblid) aSet 
Dot^in bejeidboften J^ftff^i^ittel {nt Setffnnli^^mtg nic^t mtfjt iu 
bfitfen^ nnb tt toitb bet genannte Üppatat bann nut nocft Iebig# 
(i^ bie gta)>bif<4e DatfleRnng, nic^t aber mel^t bie (ftlei^tfi^nng 
be< SotffeSeni bejtoecfen. *y * 

s 

r ' • ■ 

$. 53." 
Goir ein DtefecT ati< fioei Seiten nnb bem wn ifßtn einge» 
f^offenen SBinfef^ obet ani einet Seite nnb ben beiben 98tnfe(n 
an i^t / obet aui }mei Seiten nnb einem SBinfer, loelc^ einet 
bet beiben Seiten gegenftbet liegt, i&bet enbficb ani btei gegeben 
Mtt Seiftit eonlltnitt metben, fo ift bie UntfSbvmfi biefet €on# 
litttctionen anf bet itngel ebenfo, toie in bet &tnf, tmb e< hts 
batf ofenbat feine« SBottei tut Ctldntetnng me^n 

SoK alfo ein SÜnfet obet ein {)an)>t6ogen ll^atbitt loetben, 

foK man fetnet butd|^ einen gegebenen ^unft einen J^anptbogen 

- * - 

*) 9(itf SSeranloffitnd bee SSerfatftre flnb fol^e Sp^teqfcopW^ ^pmU am 
^efertiöt unb fo bet Serlag^i^anblttnd o^n 3o^mi »oUntin 9l(octt in 
fftanffurt <u fR, ju ^aUn* 
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((cl^ctt^ tHldta auf einem gegebciteB J^auvt^ogm feitfre4t Mt, 
fo titmtn biefe fiufQaUu, ba ffe jum S^f^U Dot t)en Dortseit db» 
^nßin, bie tiAcMteit Ucbuttften abgebe«. 

eoD ein X)veietf ait« brei gegebenen 9B(nfeiit (onümunr iveri» 
Un, fo ne^e «tan bie Gnypiemente ber brei 9Binfe(, Utta^tt 
ffe ali ßtitztif nnb conflniire bar and tin Sreiecf/ itnb tn bttfeni 
SDreieife ba< reciprofe, f^ ift eiS ba< aefn(f»ln SreiedP. 

@oS enblt<^ ein 2>reie(( and {»ei SBinfein A nnb B nnb ker 
(Begenfeir^ a bed Sinfeid 4 eonSrnirt iverben^ fo befKntme mntt 
imi Geilen a nnb b' «nb einen aSinfel A' fo/ ba0 a' => ISO» 
— A, b' = 180<» — B nnb A' ;?= 180« — a id, eonftmire «nft 
biefen brei ® tiefen ein :Dretecr fO/ baS in itim ber aOinfet A' Ut 
Geile a' gegenäber Hegt SBirb )n biefent ^Dreietfe bod redprofe 
^erge(eilel/ fo ifl ed bad gefnc^te* 

§. 54. 

3m Sejng anf bie reAtoinfeligen IDreieife giebt ti einen 3n« 
jammen^ang/ burc^ beff^n IBenu^ng i^re (Sonßrnciion nic^l fetten 
txUid^Uvt wirb* 

Cfd fei in Fig. 29. AGB tin an C recfinoinfeHge« Sreiect; 
ani bzt (Sdt A ober i^rem <B.egenpnnfte D, befc^reibe man tinen 
^mpttxeii FE, n)ot>on bie ^j^potennfe in F nnb bie Aai^cle CS, 
totldjt ber Ccfe A gegen&ber liegt in E gefcbnitten tt)erben mag; 
babnr(6 cntite^t ein nened an F rjtdittmnteliged Sreied BFE, mtU 
Aei mit Jbem Z)reie(fe AGB auf mt einfadbe Steife infanunett 
bftngl. X)a ndmlic^ A iai Sentrum t)on GFE tft, fo gel^t FE 
bnrA iit ^iltefpunfte ber {^albfreife DBA nnb DCA, nnb ba 
CB ftntu^it auf DqA ifl, fo ge^t auc^ CE burd) ba^ (Senlrnm 
Don DCA, nnb ^i tft a(fo ber DurdSifc^nitt^punft £ bad Senlrnm 
9on DCA fe(6ft. . ' 

fa^er ift EG = EA = EG = 90« nnb oTfo 
pE + BG = 900. 

gerner iJl FB + BA = 90^i weiter «jl FE bat TOaafI 
M wittfeK FAJS nnb ba biefer bat (Sem|iknient bc« SBinfeM 
A i^, fo ifl FE -fr A s; 9Q0; ba ebenfo ber ffiinfel FEB ben 
Sogen QC yam 9t(ia0e ^| nnb biefer ba< Som|)Iement ber Stoß 
ibere CA ifl, fp ifl FEB + €A s 90<»; €nW4t ift ber SdinfeC 
FBE im eineti ^Preifcff feineiff Sertira(#$iinfef B itß anberen 
2)reiec(e gfei^ff 

aSirb flatt be» rec^twinfeligen Dreiecfd AGB fein Kebenbreietf 
DGB genommen, fo ifl BG + BF = 90% DB -*- FB s 90», 
DG — FEB = 90<>, D + FB; ^ 90^, DBG + FBE = 180^ 

3fl alfo bai recfttminfenge Dretetf BFE beflimml, fo f[nb 
ancft bie Sreiecfc AGB nn^ pcß beflimmt nnb nmgefe^rt, ba man 
gu^ ben Griten nnb SSinfefn ^ef f inen £reiecf4 auf bie Geitftt nnb 
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fßMH M ottberm 'SreiecM/ wtß> nwfief^rt tw bitfm auf ifne 

eitib Me Idbfit SretetfC/ »ie FBE tttib GBA fo iefc^affett, 
ba|( jebt 0ettr fleiacr att ein Qitabraitt ifi, fo fonii »an beit 
StifaMimni^aiig unter {^nen a(fo audbrAcfett: Gttntmett {toef 
red^twitifeltge 2)re{e(fe itt ttoA einem SBinfel ftberetn/ 
»&>renb bie an i^m-Megeiibe Äarbcte be< einen Sre{# 
t^i itUim^l bte JE^i^Dttennfe hti anbeven £reietf< 
in 90^ ergdnit^ fo eeg&ittt and|^ bie |i»ette Jtat^ete ei«* 
ne« jeben Jbttitd^ totn briiten SEBinfel bf« anbeven 
2>vele(f« jebe«ma( au 90^ 

S. 55« 

99 flitt einen il^ttltf^n Stifanrntenl^g nnter ben Btiüm ifiib 
SB{ttte(n t^on gmei reebtfeifigen Sreietfen. 3n Fig. 30. fei AGB 
ein rec^tfeitigei Sreietf nnb bte Geite AB ber Clnabrant; in G 
errifbte ntan auf AG bat iptti CD , ntadie ti gieid^ einem £ltta# 
branten nnb jir^ BD, fo ift CBD tat grfnc^te atittxt rec^feitige 
jDreiecf/ nnb «erlAngert man AG nnb BD, hi* ffe f?4» in E f^nei^ 
bett/ fo ifl/ toeiTD^al (Zentrum V)on AE ifl^ bet aSinfet Erts 
90^ nnb. ba am^ AB =s 9p<» ifr fo it A bat Sentmm m BE 
nnb alfo AB fenfrecfyt auf ED. iDie beiben Dreietfe ba6ett nnn 
bie eeiten CB gemein, AB = CD ^ 90»; ber ffiinfel A fjot 
pm ÜRaage ben Sogen £B nnb bn biefer bat (Komplement tDon 
BD iji, fo ift A + BD = 90^ ebenfo ift D + AC = 90«^^ 
AGB — BCD = 90« nnb CBD — GBA = 90". 

6ittb alfo bte {)9))otenufen ber rti^feitigen Sreietfe^ loie in 
ber Stgnr/ > 90^ fp fann man bat Scwiefenc alfo antbrfttfen: 
(Stimmen {toei re^tfeitige £te{etfe iti no(^ einer Ctitt 
Aberein/ nnb ift bie J^ypotenn^fe jebet jDreiecft nm 90^ 
gr69ef aft bit an ber 6eite Ilegenbe Jtat^ete bet. an« 
bere« t)reie<rt, fo eradn)t bie }4neite Antrete ei^et 
jeben t^ttUdi bie br^tte @eite bet anberen Sreietft 
jebetmal )n 90^ 

SImtn bie ^ypotennfe bet einen red^tfeitigen Sreiectt Keiner 
alt 90^ tfi, fo famt bit iQetrvd^tnng leidet itnf bie t^tfrige tnritfs 
$efftl^i«crbem 

$.66. 

%it jebet fireietf AGB (Fie. 31^ a) giebt et einen 9>ttnrt/ 
wtlditt oon ben brei (f cfen beffelDen gleiten HbQanb ^at 

9San l^ttire ^toei Seiten bet Srciecft nnb errid^te in ben 
Slitten D nnb E ber Seiten AB nnb AC bie 9>erpenbifeC DM 
nnb EM, ibr£ttrcbf4>iiittt#9>nnrt M ift ber gcfnd)te 9>iui(t. Denn 
ba bie Dreietfe MDA nnb MDB in imi Seiten nnb bem einge# 
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fd^Ioffenett 9BüifrC ibtttiitftimmtn , fo ifl MA ss MB; an< ft^n# 
lidyrm ®rttitb» ifl MA = MG, unb alfo MA == MB s MC 
. Sttfa^* Crrid^tet man auf ttn itti 6cttcti tinti 2>reie(K tn 
i^rcit aßinm f>er)>eitbife(/ fo f^netbm fid) bufe in (lintm^mätu 

$• 67. 

3(e(t malt t^oit betn ^ttMftC/ mtU^et wn btn htH ddm dnti 
IbttitM fllefc^ett 9&ffanb ()dr, nadt gtoet drfett be< DrciecM S^awßt^ 
bogtn, fo machen birfc mit ber 3»if^enfeife gktd^ SBinref/ «Mb 
bie &ti9t eine« fold^ett aBcnfeK wirb gefunben ^ ivemt man toie 
f^albt 6umme ber Reiben 9Btnfe( an bicfcr 0€{(e .um Me i^Uftt 
hti britten SßinfeK loerminberr, toenn ber 9>ttnft ber g(ei<6en 9ntß 
femungen Don ben brei Q^cfen im Snneren be« DreieM ent^aUe» 
ifl; im enfgegengefefften ^aDe mu^ man bie halbe 6nmme ber 
beiben SIDinfel .an ber 3n>if(4enfeite wn ber ^ilfte iti brittett 
3BinM< iubitaljixtnf wtnn jene ffeiner ii?, ali biefe. 

3n Fig. 3L /K feien a1 B, C bie UBinfel iti TittitM, uttb 
MA s MB^sE.MC alfo Iffiinfel MAB » MBA ^ y, MAQ = 
MCA<=s fiy MBC = MCB = a, bann ifl a + i^ = C, a + 
y ^ fe, /J + y = A, alfo 2« + 2ß + 2y ^= A^- B + C, 

44^B4-G . ir^. ^ 

Ober « + /? + y = ^ ^ ^ , nnb weif fl + a = C 
ift/ ftf l^ae man 

A + B — C 

-. : y = 2 , etenfo i|l . 

A + C — B 

B + C — A 

a = -T • 

2 

3tt Fig« 31. ^ fei loieber MA s MB s MC, bomi ifl 

a + /Jr= C, /^ — y SS A, »nb o — y » B, alfO ta + %fl 

^ . A + B + C 

— 2y = A + B + C ober a + ß — y = —^—^ — ' 

- . . C — A — B 

mtb ta a H» /9 = c tfl, fo ^ot man y ä ■ ■■ ' - v • 

SBenn. in Fig. 31« y loieber MA = MB = MG ifl/ fo ift 
/9 = A itnb a r= B, alfo ift nnn A + B = G. 

3ttfa$ 1. ^tnn ein SSinfel eine« Dreietf« fo grof 
i^, ali bie beiben anbeten 9Binfe( infdmmen/ 
fo befinbet fi(() ber ^nnft^ tt>e[c6er ^on ben (Scfeti 
b€i Z)reie(f« gleidien Sbflanb ^at/ {nber ®e0en# 
feite be« gr6feren 9Bin(eI<; ift tln 9Bin(eI grA^ 
f er ati bie beiben anberen tttfammen^ fo 6e# 
finbet fid^ ber 9>unft auf er^alb be< Creietft/ 



r 
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«nb |t»ar titt Mit 9tQ*ni'titt bct sviftctt Sin« 
rer< ^na««; ifl ieber minttt Utintx, äff bfe 
6nmmc ber beibetr aitbcrcn^ fo befittbet fid^ 
bcr 9>unf t {« Sttttcren b(« X^vci^tff. 

3 n f a 9 3. SSctin in Fig. 327 M^ = MB = MC ittib (n 
Ktbeabreffde ABCT aucf NA = NB s= NC Ijl, f» tfl bft 

' aOtofrl MAB » MBA sr "^ > m<'; .imb KAB s= 
■ 1^^ ^ i80-:A4...i80'--:B..^.b^ ^^ .^^^^ 

Da femer b(e ©wfecfe MBN itiib MAN ft^mmehlfdl» 
flttb^ fo ift ber SQtnfel BMD = AMD, ttnb ba nun alfo 
bie Sreffcfr MAD »iibMBD itt itotl Geftctt uiib bemetiM 
üef(^[o{fenett üDfnrel ft6frettt|lfmmfii^ fo ift BD = AD »Hb 
WinM MDB = MDA = 90% ballet toirb bie gcniefii« 
fcftaftHc^e eeite AB ber beibttt Sreifcfe Dom Sogen MN 
unter rechten 9B{n(e(n tjalbixt. •* ' 

Mnf^att. ^Sian foO ble (albe Gnmnt^ nnb ben galten Utt# 
ierfcfiieb itoefer SBinfet eine«' CreieM/ «ab aud^ bie ^al(e Qnnu 
we tiirer ®egenfeUen coniimtren. * 

$(nf(jfttnfl. 3ß inFig- 33. AGB bat flegebenr Creittf ttnb 

CAB > CBA, fo verfAttsere man CA nm CC = GB nnb {ie^e 

SC; ^afbirr man nun AC, errichtet man in ber !DNtte E ba< totfi 

EM anf kC, nnb f&Ut man awb ttedt t>ai toe^ CD auf BC, i»b))ott 

jene« 9^er))enb{fel in M gefd^nitten n>trb, fb ift, mm MA 0e|o# 

gen loirb 

CAB 4- CBA 
aOinlel MAB = ^ , 

,_ CAB — CBA 
iBhW MAC = SiS-^ 

AG + BC 

nnb AE =r ■ ' ■■ ■ ■» 

Settefi« Za ME nnb MD onf ben 6eften AC nnbBC' fentre^t 
fi^en imb biefe ^tltm ^albiren, fo ifl M ber ^tU, me(Aer toon 
ben 9dtn M Dreieck ABC gleichen Übßanb hat, nnb a(fo na^ 

$. 57. aiKitrd MAB =;r±iLjr_ _^j — _^. ^^ ^^^ ^^ 

IDrefcA GBC bie SBlnM «i ber 9ntttbr(tti( dlcU^frnb, fo ift ABC — 
C « ABC nnb ärfo MAB = ^^^ t ^ ^ » ^^won« abw f^^t, 
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tai ber SBittfel MAC =« ^ f^^/ ^^ «^^ *^ '^^«^ 

«. AC 4- CB 

■ • 

Vttfgabr« 9)tii fMl bif f^t. Wumrnt tuib bm Ratten Uim 
tttiiiUh |we{er ffitnfef einet Sreietft nnb jugletc^ ben ^Ibctt 
Uiterfiftleb (b^er ^^tnftittn cotiflrttifeit, 

Stttfrjftttts« 3fl in Fig. 34. tpiebev ABC hai segebote 

Srefetf unb ber SBinfel BAC > ABC, df» «i^ BC > AG, fo 

i^ntiU man CC = CA auf BC «b, t^^ ^^^r Wt tott C ha* 

{0tb CD auf AC, ffiAbitt BC bard» ba« f}etpenbire( EM, movon 

CO in M ^efc^aitlcs wirb, iinb litiß iiih^ MB, f« ifl 

BC — AC 

BE = X « 

2 

ABC 4- BAC 

aDinfel MBA ä ^ T, "90% 

*• * 

vai minftl MBC = 90» — ^^^ ~ ^^^ 



1 



*mm^ 



' Oett>ei<. ^aät $. 66 ifl M be^ ^utift/ »et^nr von bm 
QättL Ui jDreteM ABC gleichen S^flanD bat> »nb alfo n«4 S« 57. 

SBfoM MBA = ^ i — 5 < 

9a «nn ober in gleii^fi^enfeUflien Xirtitdt ACC bU SBiiu 
fei an ber airunbltaie afcic^ (inb^ f« iß BAG :» BAC + 180« 
— bGK ^(f« anc^ ABC + BAC =; ABC + BAC — BCA 

+ 180O, 

. ^ ,« »« . ABC + BÄQ — 180« , 
if\u ijl MBA s= — — _-. — —■ obcv «Hl 

,„. ABC + BAG ^^ 

MBA = ^ —.90*. ^ 

BAG — ABB. 

«IIb ^ittwa folgt bie®riße »Ott MBC =: 90** — r 

SBirb at(o iN B <itt Sotb XB ottf MB. t^tidtm» f« üt •ffae 
^ . BAC + ABG BAG — ABC 

bar XBA = -±r-3^— imb XBC « ^ ■ ^ ^ * 



$. 60. . 

Vtifgabr. 9< Ul «ine Seite ciMA ZtdiMf bie CInMM 
ber beiben anberett Oeitett «nb bie Gnwme ib^ev (Skttcmvittfef ge» 
dcbett, matt foK M <Dre{«f conflrnireR. 
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Snfljfitttfl* '3it Fig. 33. ffi AB tit SfflcBnte 6eite mh 
ber ffiäifel MAR* bte ^oKe acofftttie aBfftfdfiunnte; matt ^fbire 
as4 Me edte AB, tmb cmd^e in bir Witte F ta« Set^ FM^ 
iDO)9oit Am ttt M gefcbstftcti umbm inag^ oitf M befc^cibe. i9«i 
cutcH ihrdd «ft bem Stabüti MA» tit btefett StniA tvafit mau 
enie Seltne AC, tDc((!be fo gro9 tft/ ali bie Sontwe ber Mbc^ 
üKbcrnt Ctltm beft Srdetft/ }U^e bautt ttoc^ tit Seilte BC^ 
tottfare biffette «ttb errichte iit ber Witte O auf ffM^ bat Sot^ 
CD, ivotMit bie Ce^tie AC iit G gefd^ttittett mtrbett tnag; ettbltc^ 
iic^e mm Witt BG, fo ift ABC lai flefitd^re Sreietf. 

JDer 8tmei0 ijl/ toie {m §• 68* 

Unf^abt. (Bt if ettie Odte eitte^ SreieM, bie C^ttntiite 
ber bttbcit atiberett Geiern tttib ber Unterfd^teb i^er ©egetminfel 
grgfbeit/ ntatt foK tai Hxtitd cottliruirett. 

Huftitunt. 3n Flg. 33« fei AG' Die segebene Citiittite 
ber Reiben 6eiteil/ Aber Au cpnflruire matt ba< aleicbf^jenfelige 
Dretecf AMC^ inbem man bet^ aQinfel MAC = MCTA = bem 
(Ktlbett gegebenen Unterfc^Iebe ber beiben fBlnttl mad^t; au< M 
befif^reibe man mit bem Stabiu« MA = MC tintn Stttlt nnb 
trage in i^n wn A ant eine Gebne AB, welAe ber gegebenen 
6eite g(ei4 fommt; bann jiel^e man bie ®e^ne BG' nnb in i^rer 
Wirte D erriAte man mieber ba« Sotb DG» fp ifl, menn nod^ 
BC gejogen mirb, AGB ba^ gefugte Z)reie(f. , 

Sie Stic^tigf eit ber .Srn^jfnng er<|eflet mieber dni §. 58. 

$• 62. 

Knfgabe. Sie Gnmme itoeier SBinferefate« 2)re{e<f</ ber 
lliiterff^ieb ibrer (Bfgenfeiten nnb bie ®rift ber britten 6eite finb 
gegeben/ man fof ba< Sreietf conftmiren. 

anfl jfnng* 3n Fig. 34^ .fei AB bie gegebene Seite nnb 
ber SBlnfel XBA fei bie balbe gegebene SBinrelfumme; man er:^ 
tickte in B onf XB ba« iott^ BM nnb in ber Witte F Don AB 
bot tot^ FM ; au* bem jDttr4)fAnitt0))nnfte M ber beiben yer# 
yenbifel befcftreibe man mit bem fftaüni MB einen Stteit, trage 
in ibm wn B an< eine 6el^ne BG', toeld^e bem gegebenen Untere 
f4tebe ber beiben anberen Reiten gleiA Üt/ nnb iie^ bann bie 
Cebne AC. Som Wittelpnnfte M fdSe man ba« 9>erpenb{(el 
MD, met^on BC in Q (in ber SfrMttgemng) gefd^nitten mirb; 
ivirb bann noc^ AG gejogen^ fo iß ABC ba* gefugte Sreietf. 

Sie Stidjftigfeit ber Vnffffnng erhellet an< S. 59* 
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üttfgabe« 2>er Untnfd^ iti^tter 9BiiiM eine« jDreieM^ 
htt Untcrft^ifb iffm Oegeitfrileit mb kic •r60e btr brittftt Gf tte 
f Ab gfflfbcii/ tttas foB hai Z>rric(f cmiffntirnt« 

anfliftttig. SU Fig. 34. fei BC ber gefltbnte U«rerf«{cb 
|to(ier 6e{reit, £ fei bte SRitte s>oit BC ttitn baraiif bat iotfy 
EM miö}M; XBCT'fd ber ^olbe Unterfd^ieb ber «Btittel imb 
BM feitfrec^t auf BX, ant bem S^urd^fcbiiitt^pittitte M ber btibeit 
9>er))eiibifcl befÄreibe man mit bem 9labui^ MB etKen Sttrit, 
trage in if^n aat B bie 6ebtte BA, loel^e ber gegebencii (Seite 
be* Ibttitdi gleid» fet/ ttnb }ie^e bie Ce^ne AC, worauf äui M 
iai tot^ MD gefdEet wirb/ totlditi man t)er[diij0ert, bit BC 
hawn in G gefcfynttten »irb: {te^t man bann n^c^ AC, fo ift 
AGB ba« gefttcbte jDteiecf. 

Sie SUifttigfcit ber fTnffjfnnfl er^eOet aui $. 59« 
. 3ufa$. ®olI. ein Dretetf can^uirt n^erben/ tootin einüBinfel/ 
bte 6umme ober ber Unterfc^ieb ber betben onberen 93in« 
fe( nnb bie Snnme ober ber Unterfd^ieb i^rer beiben ®e^ 
genfeiten gegeben ffnb/. fo IjOt man t)ier nene Aufgaben, 
beren au^ofung offenbar mirtelft ber Sleciyrocitdt anf bie 
Snffifung ber )>or{gen «)ter Aufgaben (uräcfrommt, nnb e< 
iß botier unn6t^fg/ wn biefen tier neuen Aufgaben ani^ 
fft^rlid^cr {u ^anbeln* 

S* 64* 

Ce^rfab« SSenn man bie brei üQinlel einet Dreietft bnrc^ 
^an^tbogen $a(birt, fo fAneiben (Tc^ biefe in einem fünfte, meb 
dftx t)on ben Seiten betf 23reiecf4 gleicben Abfßinb f^at 

eeoeit. SRon balbire im Dreiecfe AGB Fig. 35. bie be& 

ben SBinf e( B nnb G bur^ bie J^auptbogen Bm nnb Gm , f&Se 

Mn ihttm Snrd|»f4nitt<pnnfte m auf bie Seiten bt< Z>reie(tt bie 

brei ^erpenbifel mD^ klE» mF itnb {ie^e no4i naA» fo finb bte 

Sreiecfe mGE nnb mGD f^^rautrifc^; ba^er ift mD =; mE; 

ebenfo bemeifet man, ba0 mD =:: mF i(l; ba^er ifl mD = mE 

s=: mF ; enb[i(^ ftnb bie l&reiecfe m AF nnb mAE f9mmetrif(^ mib 

bo^er ifi ber Sßinfel A burc^ mA ^afbirt. 

Sttfab* 2)ie ^uf punfte D, E, F t^eifen bie Geiteti be« 

Creiectt bergeilalt, ba$ AE = AF, BF s= BD nnb CE 

» CD ift, nnb l^ieranS folgt: 

AG + AB — BC 



AE s AF 



i 2 



GA + GB — - AB 
CE = CD = ~ -^'^g ^1 

BC + BA — AG 
BD = BF = -^ — r ; 
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haffft Unntn He ZfitxU btt Cettni (eid^t ani ben 6f iten 
felNl liergeldtet toerbnt* 
3ttfo$ 3. ' 6uib in Fig. 3& ABC unb ABC {wei ^titvtß 
ixtUdt, m itttb n bte ^nnttt, meiere tDott beit Gettett ber 
Drtietfe gleid^t «bftdnbe (^abcn, fo iß ber iEBinfel mAB » 

. -— - itnb nAB = —r~ affo {(l xnAB + pAB Ober auät 

mAn «a 90^/ ebeilfo {|f ani^ ber ®tnfel mBn = 90^ 

genter i^f toemt bie ^erpenbilel mf snb ng aitf GBC', 

mb bie 9>^ryeitbife( me nnb nk auf CaC f^tfäUt werben; 

CB 4- CA — AB 
Cf = Ce = ^ y ^ tttib Ch = (Tg = 

^^ ^ ^^ "^ ^" > «tf0i(laii*Ce + Ch == 180O - 
AB = Cf + C'g, ttttb ba^er etiblt« eh =' % = AB, 

. ^ ^ AC + BC + AB 

ober attd^ Cg = '--^ — = = Ch* 

Huf gäbe* ^an foD bie l^albe eummt unb beti fjatbtnUtiß 
terfcbieb {loeier Geiteit ttttb beit Uttterf^ieb ber beibett (Segentoitt» 
fe( biefer Geitett itt eittent fpffix^dim £re(e(fe cottftrttireit. 

Kttfl jfttttg* 3n Fig« 37. fei BAG tat gegebette ^reiecf 
mtb berSittfel BAC > CBA; ittatt (treibe wn BAC bettSBitt« 
fei BAD ob, loeldl^er beut aBtttfel CBA gleich ift, fo eittflebt bat 
gleiAf^ettfelige IDreiedP BAD ; ittm jDretecfe DAC cottfiruire man 
bai Xebenbreied ACDf unb beiltittme itt btefett Dreietfeit bie ^itttfre 
m ttnb n, fo ba9 m glei^ett Übflattb Dott beii Ceiren bti IDreiecW 
DAC, ttttb n gleidifett fiblianb wn be» Gelten be« Dreietf j ACD' 
bat; »Ott m ttttb n fdUe mott bie $eryenbife( me ttnb nf a»f 
BCD', fo iß ber 

mtMht PAC = GAB — CBA, 

BC+ AG 

9tX0tit, Sto^f S. 64 iß De = - — ^^—^ — r- — , ha 

* 

aber DA =: DB snb DG s BG — DA tfi, fo ift ofmbar 
DC + DA >« BG fl», fo {(t Of « 5£-t-i9. 
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§• W. 

Huf gäbe* ÜRan foD bte Gtmtnte iwtitt 91ß{nM nebfl ber 
ffatttn Cimme mtb b€m tjatUn ttttterft^tebe f^rer (Segntfdrm te 
einem fpf|Arff<f|eR ^rcfirft coitfhnriren. 

flttf[6ftttts. 3n Fig. 3i9. ftf ABC hat ftcgfSette Drefecf; 
man ff$e an ben tDSinfel- B ben 9B{nre( A, fo ifl ber 98tnrer GBD 
r= A -f B unb ha im t>xt\tdt DA& bie ®umme DAB + DBA 
= 180» i^, fo ift and» DB + DA =^ ISQO; man ^aUfre bie 
beibrn fflinfeC D nnb G bnr4 ^auplboitn, unb f&8e Don i^rem 
2)nrAf4nftt<^nffe m ba< tot^ me anf AG ; tonm ebenfo n glei? 
(b^n Sfbflanb t^on ben Qtittn be<:Dreietf4 BCD' f^a^ nnb ni fcn& 
red^rawf CD' ift/ fo ift ' 
GBD == A + B, 

^ ^ AC — BC 

De = 90<> + 7; p 

2 

AP «i» BG 

nnb. Df « go« + ^^—^ 

9ttotii* Sa ber ^nntt m wn ben leiten be< IbmtM 

DG -I- DB — BC 
GBD üUiditu aSftanb ijat, fo ifl nnclf §. 64- DE = — -—^ ; 

aber DC = DA + AC nnb DA + DB » ISQo^ atfo ift De » 
AG -r- BC ^ De + DB 4. BC 

900 + -i-.- . femer ift Df « ^ ""* *'*^* 

AG + BG 
ond^ Df = 90« + Y • 

9nmerfnng. 9ttf btefe ^nflAfung nnb bie t^orige fantf 
and^ bie Snfljfung ber im Snfa^e ju §. 63 enodbnten titt neneit 
Sfufgaben )ttrAcfgebrad)t werben; bie 9ftt<fft^rnng mag bem Kii^ 
fAnger jn feiner Uebnng Aberfaffen bleiben. 

§• 67- 

.tebrfa^. ®tnn man iwti Virnhi eine! Ibttitdt fjafbitt, 
Itnb burc^ bie Qd^eirel biefer 9BinIe( {Hinyftosen littet , totld^ 
anf ben J(>a(birnng0$Sinien ber SEKnfer fenfrecftr fteben/ fo fifinei^ 
ben fte biefe {)a(birttn9«»ttnien in ^mei fünften / mttdit mit ber 
britten (Sdt bti CreiecM in (Sincm ^auptbogen liegen/ toelc^er 
auf btr ^aftirmig^Sinie btt brieten WinttU fenfred)t ftebt, unb 
bie lrur4f(4nittf punfte eine< jeben ber beiben tinienyaare befuu 
ben fUi ebenfaSt mk ber britten (Ecfe be< Dreictf 4 in einem J^aityt» 
bogen/ ber ben SBinfel an biefer (Sdt ^albirt 

3n Fig. 39. fe{ ABC ba« gegeboie Zttitd, mh bie fiBittfct 
A nnb B feien bnrA aF nnb BE l^aiblxt, anf AF ftebe DAE 
unb auf BE ftel^r DBF fenfrec^t/ bann fc^netben fI4 EAD tfnb^ 
DBF in tinm fnnttt D, b£ unb AF in tinm fünfte m fo/ 
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baf D, m «üb C fo etenn ^amptbtim (fegcit^ totl^ftr beii SßiiN 
ta AGB l^lbirt; ftmer Ucgnt b{e 9>mifte E tmb F mft C te 
eilin» ^au^tio^tn, VHld^ auf CD itntxtdit t^* 

8ttDet<« Stonr 9>im(fc D ^lle matt duf bie CMttn bei 
Zhreiccn ABC itnb ibtre Srrlingenntgeit bit« f>evpettb{(c( Dx, Dy 
ttüb Ds; ba ittm DApi » 9e<» »itb mAC r; ntAB {{1, fo i(t andb 
ber SBinfrl yAb = xAD; fbeiif» ift il3D = zN); ba^er loctbett 
bie aSinfer BAG^ iinb ABC wn DA isiib DB ffclbixt, a((b t(i 
Dx = Dy » Di, unb ber ^itft D Hegt &berbait|)r nadi §• 64 
in einem ^tt|)tbbgett^ »elcfeet ben SBiilfel Q' nnb nlfo ondb ^en 
SBinfef AGB ^atbirt nnb iü bemfelben ^nytbogen brftnbet fk^ 
nai^ §. 64 and) ber fJnnft m. 

fRan tie^t nnn wn G du< naA i£ ««b F bte Bogen GE 
nnb GE, fo iü tto4 tu kmdfftr/ b«# (b itibe anf CD fenfrecbt 
ße^en, nnb alfo einen JE)an)»tbogen an^macbelti 

Son £ fiOe man bte f>er^enbifef £p, Eq nnb Er anf BA, 

BC nnb AC^ bann ffnb bie 2)reie(fe BpE nnb BEq fymmetrifA^ 

meil ber SBittleC -p ^ q :& go<)^ SBtnfrl pBfi ^ qBE nnb BE 

ben beiben jDrdecren gemein ifi; alfo iit Eb ^ Eq^ ba ferner 

AE ben SUitlfel pAC ^albtrt, fo (Inb äuäi bte Sreiecfe EAp nnb 

EAr fymmetrtfcb/ alfo ift Ep » Er nitb alfo £p = Er » Eq; 

ba^er (inb enbli^ an«6 bie Dreietfe ]SGr nnb ECq fymmetrifc^, 

VHÜ ffe in ber {^9)Mennfe ttnb ber litten Statifttt iberetnfUmmen/ 

oGr 
nnb e« ift alfo ber SBinfel EGr :== *^ iknb ba anc^ rGm sa 

AGB 180^ 

-j- in, fo {jl ECm = ECr + rCm fc± -—- ss 90». (San» 

r6«nfo wirb Sttofefcn, bafi audi CF auf CD fettFretf^t ßc^t; b«l^fv 
tnat^ut CE nnb CF ebttn tiaii^tn {)au))tbogett An^, welket auf 
»er ^atbimnQMvüt M ^mUtt AGB fenfre^t flcjit. 

(ei^yfab* ffiemt man non ben ^HMut ^nti IbttltM, 
tM< Mm ivei tedite aBinfel bat, ^ertsjenbifef nnf Me Oegenfeiü 
ten be« Dreiecfi fdüt, fo f^ndben ffe ficfi jebe^mal iir Einern 
fhtnfte, nnb mfttn man Me tnipunttt trt flir^^enMfef bnrii^ 
i^anptbogen* t>e»btnbet, fo begtM}en bie^ btef i^aniKbogen ein 
Dreietf, beffen innere SBinM t>oit ben brti ^pttpalbitit» , ^ nnb 
beffen dnfere 9Qtnfe( alfo ton ben Seiten be< nrfpr&ngü^en 
Z)reie(K ^albirt mürben. 

Seme ig« 3n Fig. 40* fei ABG bag gegebene Sreietf nnb 
AE, BD, CF feftn bie btei ffciriMtbiter, monon Utimvfm mirb, 
baf (Fe f!i6 in einem fhmlre «n fi^neibcn nnb bnß fe bir SinM 
be« JDreietfg DSP |«fbieett Um benBcnMi« ja fM^Mr, letM^te 
mm m Mr(dnf^ tfi ben 2tenriMi(|ni(Myialt btr Mb» fteryem» 
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Mfel BD «IIb AE; niib t»etttt bie BtefeC FDE imb DEF ttl4t 
wa BD ttttb AE f)cdbitt mabtu, fo maiit man beit SBäifel GDB 
= EDB unb GEA » DEA; mit mn bic SBtnfet ODE mb 
DEG Mit BD ttttb AE ^dbirr t»tthn, attd ÄG ttttb BC auf 
bicfett betbett S^aÜixuttiMinitn fettfrecbt ftf^m^ fo beftnbctt fiät 
naii^ §• 67 bie bxti f)itnfre A, G, B in eittem Jpattptbogen, ttnb 
bie bret fpmttt €, m, G in einem }»etten Jg)attpt6ogen> U)el(bet 
auf beut loerigen flenfreibt iü^ »ob ben SQüifel DGE f^aibitt; ba 
nun aber naif ber Slnnolime anä^ GF feafrecbt anf AB ijl^ fo 
Unnte »an )9ont f^niifte G gu^ei 9>er|»nbtfel auf AB fUltn, loef« 
«t«/ tt>et( nii^t CA <<;: GB ^ 90« ift, ttnseretmt ifl; [bitter fiHt 
ber ^ttnft G mit F jttfammett/ unb ti merben alfo bie Siinfel bt§ 
jDreiec» DEF fe(6fl »on bett brei 9)er))ettbire(tt BD, AE vnb GF 
bolbirt^ mitlitt f<^eibett ffe ftc^ att^ tiacb §• €7 ober att^ na4i 
$• 56 itt einem 9>nttfte m« 

fBci( ober AG fenfre<4t auf BD ^t, ttttb BD bett SBinrel FDE 
balbtrt/ fo l^albirt AG . feitten Kebettiotnfel ttttb ebettfo »erben bie 
5ßebett»infe( 9o« DEF nttb EFD burdif bie 6eiten GB nnb AB 
l^alUrt. 

$• 69. 

ite^rfab* ÜDetttt man bie corref))onbirettbett dden wn {ttm 
te€i|)robtt.lDrefe<fett burcb i^att|>tbo0ett toerbittbet^ fo fc^ttetben ^df 
bicfe j^auptbogen in (Stnem ^unfte^ unb wenn man bie correfpon« 
bireiiben Seiten ber betben IDreietfe bii innt £nrd)f(bnittöpunfte 
loerldngerr^ fo befittben fl<4 biefe brei Surcbfcbnitrtfpttnfte ittSinem 
l^ottytfreifey befen Zentrum jener ^nnft iß* 

fßtxotit. 3n Fig. 41. feien abc unb ABG bie betben reci^ 
profett ^retecfe; wtll A unb a bie QRtrtefpunfte oon bc ttttb BC 
finb/ fb fle^t Aa auf betben ^auprbogen fenfrec^f^ caad^ S* 10* 
3ufab 4); an^ bemfefben ®runbe Bb lugleicb fenPred)t auf ac 
unb AG, ttttb Cc fenfred)t auf ab unb AB; ba^er fd^aeibett fldf 
Aa, Bb, Gc ttac^ §* 68 in Stnem Vunffe M. 

^et( ferner rD ttttb BD a«f CcMrR fenfrecbt ftefftn, fo 
üt D bod iSetttrum Don CR unb alfo MD = 90« ; ebenfo ift 
ME xs 90« ttttb MF » 90<^; ba^ beftnben ffdj^ bie 9)utt(te D, 
£> F itt einem ^auptCreife/ beffett (Settfrttm ber ^ttnft M iitj ba9 
itt bcmfelbett^ J^auptfreife att(b bie Gefienpttttfte wu D, £, ¥ tuu 
ftatkn (fttb, bebarjf ber ertt^nung fanm» 

S. 70* 

te^rfab;' (Sbt^nntt, n^I^er sieicbottffiftattb twtt bw 
bret Ctfett tmtt IDreiectt ffot, ffat nndt gfeicbett übftanb Don bw 
brei Geirett be< redprofen Sreiectt ttnb ttm^e^rt; andi erg&sicii 
ffdl» bie beibm Stttfrrmttent jebe<w«(4tt einem CUiabtMtett» 
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9et0tit. 3it Rg. 42 fei Na s= Nb = Nc nttb ABC fef 
hai rectprofe Dretctf {U abc; man ttxl&nQttt Na^ Nh ititb Nc^ 
bii bte Geiren bed 2)reie(f8 ABC baboit itt F, E, D gef^niftett 
werben/ fo ftifftn btefe S^auptho^tn auf BC, AG nttb AB fenfre^jt/ 
metl a, b^ c bte aRtftefpunfte biefer 9tittn flnb, nnb ti ifi an< 
bemfelben ®rnnbe cD = bE = aF = 90<^; ba^ ift auA eD 
— cN = bE — bN == aF — aN ober an^ND » NE « NF; 
»tt^itt ^at ber ^^uttft N aadi gleich Sbßonb toon ben etitm 
\>ti reriprofen 2)reif(f< ABG. 

SBtrb nmgefel^rt angenotnnten/ haf bfe 9>er))enbifel ND, NE, 
NF gfeid^ lang (Inb, nnb toerlAngert ntan ffe/ fo gefeit (Te bnrd^ 
bie aRtttelpunfte ber Ctittn, worauf ffe fenfre^t ße^en; baber 
gebt NE bnr« b, DN bnr^» c nnb FN bnr« a; ntit^in ift ENb 
= DNc « FNa = 90^ nnb alfo attc^ Na » Nb » Na 

annterf« Der £nr(bf<4ntiMpunre N fo Fig. 42 barf fo 
fetner Sebentnng nid^t mit bem X)nr(^fd||n{tt<))ntttre M fo Fig. 41 
»erwed^felt tperben. 

S* 71. 

te^rfab* SGBenn ntan imef Ctittn tlnti Sreiecfd bnrclb e^ 
nett Jg^anptbogen l^albitt, fo ^a6en bte bre{ Stfen bti Dreiecf* 
^ttid^tn abßanb Don t^nt ; ancb fdyneibet er bie brüte Getfe bti 
Dretectt fo einem 9>ttnfte/ wtlditt Don ber 9Rttte berfetten um 
90® entfernt ift. 

ßttoti«. 3tt Fig. 43 fei AGB bad gegebene Zttitd, ber 
JBogen MN ^atbire bie Geüen AG nnb BC in M nnb N, Dott 
ben S(fen be6 aDreiecK fdSe ntan auf MN bie ^ttptnblM AP, 
BQ nnb GR, bann ffnb bie recbttvinfeligen jDreiecfe APM nnb 
OMR congment, weil (le in ber {)9potennfe nnb einem SSinfel 
an ibt ibereinftimmeu/ alfo ift CR = AP. ^ni bemfelben (Sxunß 
be ffnb aber and^ bie recbtwinfeligen Sreiecfe CRN unb NBQ €on# 
jiruent nnb baber ift CR = BQ; fofgliA ift Aberbauyt AP sr 
BQ = GR , nnb e« baben arfo bie brei Qden be< IDreiecM ABC 
gleicben Sbftanb wm Sogen MN. 

Serldngert man nm AP nnb BQ hli fle fTcb itt X nnb T 
fd^neiben, fo ffnb X nnb T bie SRittelpunffe br« J^auptbogen« 
PMNQ nnb wirb RG t^erf&ngert, fo ge()t biefe« Sotb ebenfaO« 
burcb bie genannten beiben SBtttelyunfte, nnb ti ift alfo XP s= 
XQ = TR nnb ba AP = BQ = GR ift, fo ift anc^ XA s 
XB. =JK;g. 

gdtft man weiter im gleicfifcbenreligen Sreietfe AXB ba< Sot^ 
XO auf bie ®runb{inie AB, fo wirb tt bahnxdt in twei fymme» 
trifc^e recbtwinfenge aDretecfe XAO nnb XBO getbeilt nnb e« ift 
alfo AO s BO; wirb ferner nod) XO Derldngert/ wo^on MN 
in S gefcbnitten werben mag, fo fte^t anit XS fenfrei^t auf MNj 
weir X ba« (entrnm bon MN ift, nnb weil ST nnb OT auf 

4 
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OS fenfred^t jle^eit, fo ift T bat (Stntttm mh OS mib alfo 

TO s= 90^ 
Bttfa^ 1. ^albixt man {»ei Gettett cinrt ipfiiti\dttn Zttitdi 
bttr(4 ectien i^au)>tfrei</ fo fattit matt out feineit btihtn 
WUtttlpnntttn eitt paar (Segenfrcife 6efd^m6ctt ^ itt^ifd^eit 
totlditn tat Sreied ent^altrtt ifl. 

S e to e t «. Da XA = XB iil, fo fatttt tnait mit beut 
Kabitt« XA aiti.X cfneit yttbtntttii befiArctben/ ti^i^r 
burd) bte Ctfen A tttib B bti jDreiecM ABC ge(^f, ttitb be» 
fd^reibr ttta« ntit bemfefbeit StabiuS tintn SQebetifreM anS 
Y, fo iü bfefer ber (Be^tnUtli be< t)ortaett utib ae^t butif 
bie Ccfe G be« 2)re{e(M, loeil YC = XA = XB ÜL 
3ttfa$ 2« JE)al6ivt eitt {yauptbogeit eilte &titt tintt jDreir(M# 
ttttb fifttteibet er eine (weite 6eire be< Creietf« fo, ba0 ibr 
Z)ttr(^f(^n{tr«))itnfe Dott i^rer SRim 90^ tntftnt ift, fo ^au 
bin er aud» bie britte Ctltt btt CreiecM« 

$• 72. 

(e^rfat* 3{i eitt £reie(f {toifdiett )toe{ ©egettfreifen etie# 
^alteit, fo ^albirt ii)r gRtttelfrei« {loei etittn btt Dreie(K. 

8etoe{0. 6inb Fig. 43 X unb Y bie ^itttipnnttt ber 
beibeit (Beaenfreife , {loififtett toefdieit ba< Dteiecf ABC enrbaltrn 
i^, fo ift YG = X A =B XB, toentt ber eine Stvtit bnrd» bie ^utif re 
A ttttb B, ttttb ber anbere butdi G ge^t ; ifl aber PMNQ ber aXtiN 
te(rrei< ber beibett Oegenfreife, fo ift XP = XQ = YR = 90«, 
alfo ift auäi AP = CR = BQ. 

Die red^ttoittfeligett Dreiecfe APM iittb CMR flimntett a(fo 
in tintt Jtat^ere ttnb i^rem ®egetttDittfeI ibereitt, unb finb alfo 
congruent; benn toenn ffe g(eid)too^I nic^t congment »dren, fo 
tttftftett fldi i^re {)9potenttfen {tt ISO^' erginieU/ unb ti tnftgie 
alfo bie 6eite AG btt DreiecH AGB tin J^albfrei« fein. 2)a|^er 
ij^ AM = GM; ebenfo wirb beoiefen, baf BN = CN fei; ba# 
ifer ^albirt ber iBogett MN bie Geitett GA unb GB be< Dreiü 
tM ABC 

§• 73. 

• 

Ce^rfa^. i^atbirt ein i^teptbogett ftoei Seilen einet Drei- 
e<M / fo ^at einer «>ott feinen beiben aRittefputtflett gleichen Sb^ 
(taub von ben ddtn bti StebenbreieM an beif britfen 6eite. 

16 1 tot it. ^albitt in Fig. 43 ber Bogen MN bie Sei^it 
AC unb BC bti Sreietf ABC unb i|t X tin SRittelpnnft wn MN, 
fo ftat ber ^nntt X gCeidien abflanb wn ben (Etfen be< Kebcn« 
breiecM ABC an ber briiren etitt AB; bemi ift Y ber Oege» 
pnnft wn X, fo ifl er ber anbere SRinelpnnft «^ou MN, unb loitrb 
ani Y ntit bem t/tabtni XA ein Arei« befd^riebet^ fo ge^t er iioi^ 
$. 71. BnfaH, bntdi beti 9>nnft G, ba^ ge^t fein OegentreM 
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butdt k(it 9>ittirt C, weil et ber ®egeti))tmfl wn G i^, uitb mil 
er andt bnxd^ A unb B ge^f/ fo ifl alfo XA = XB = XC\ 

3itfa^. 9Bet( ferner ber ani X mit bem StabinS XA bef^rie» 
bette Jtret« burc^ bie ^mttt A tittb B gebt/ fo ge^t ber 
Oegettfret«/ ber alfo ani T mit bem 9tabitt< YC s XA 
bef^riebett ifl/ burcb bie ©egenputtfte t^oti A ttnb B. 

§, 74. 

Se^rfab« SBetttt mat» je tti>ei 0eitett eittetf Sreiecft barcff 
einett J^anptbogett ^albtrt, fo er^AIt matt eitt {toeited IDreiecf/ itttb 
cottilruirt matt bier)u bad rectprofe Cretetf / fo bobett feitte (ftfeit 
eitte fo((be Sage/ baf eiite jebe wn bett Stfett eitted ber brei 9te# 
bettbreietfe be< erflett Z)rete(fd gleicbett Sbjtanb ^aben. 

8 e 10 ei«. C< fei ABC in Fig. 44. bai gegebene SreiecT 
ttnb LMN bai l^intinitidixitUnt Sreiecf, Don beffen ScFen bie 
@etten Ui erflen Creietf« balbirt toerben. Serfdngert man nnn 
MN hii AB baoon in p nnb p'' gefcbnitten toith, fo ifl Lp = 
Lp'' = 90^^ (nacf) §• 71)/ nnb befcbreibt man alfo aut L einen 
^albfrei« pDFp", fo jlebt er auf A'BAB' fenfreAt unb ba Bp = 
pA' unb Ap" = B'p" iH/ fo gel)t er bur* bie ^Junfte D nnb F, 
woüon ber erfte gletcben Übflanb bat toon ben (8<ttn bed DreiedM 
BGA' unb mooon ber {meite gleid^en Sibfianb wn ben (Stfen bei 
Z)reie(f« AGB" bat. 

S^at nun and) E gleiten Übflanb wn ben (&dm bei DreierfS 
ABC, fo ge^t ein au« M befcbriebener ^albfrei« p'EFq'' an« 
bemfelben ®rnnbe bnrcb bie ^unft E nnb F, nnb enb(td) gebt 
nocb an« gletcbem Grunbe ein aui N bef^riebener i^albtrei« 
qDEq' burcb bie fünfte D nnb E; ba^er iß aber EOF ba« re# 
ctprofe X>tMd }n LMN. 

(Sinen anberen Semei« gibt bie unmittelbare 9lnn>enbung wn 
$. 73. 

3ufab« SBerben bie correiponbtrenben @(fen ber beiben reci^ 
yrofen IDreiecfe DEF unb LMN mit etnanber bnrcb ^aupt* 
bogen Dtrbunben, fo fleben biefe auf ben ©eifen ber beiben 
T>Ttifdt fenhe^t nnb fcbneiben fTcb in einem fünfte O 
na<b §• 69; ferner befinben ffc^ bie fünfte p, q, p', q'> 

&" q" in tfinem J^auptfreife, beffen (Sentrnm ber qjnnft 
ift nnb biefer ^unft O t^at gleicben abjianb wn ben 
brd (Sätn be« Dreiecf« A, B, G. 

Siebt man ferner VW, Vü nnb WU, fo l^at berfefbe 
^ttft O ancb gleicben «bdanb Don ben Seiten be« Dreiecf« 
UVW, (nacb 5 68); baber W berfelbe ?>nnft O eine vier, 
facbe Sebentung in etm ^»f ^^^ SreiecTe DEF, LMN, 
ABC nnb UVW. 

4* 
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5. 76, 

SBeiiii man e(tini ^untt, miditt wn beti tret (Sdtn e(ne< 
fy^&tif<f»fir jDreiecM ^ttUtita fibflattb l^at/ mit bcn Ctfeit bteM 
XuitM bntdi Sjfauptbo^tn Derbtnbrt, fo macftett ffe SBinfel mir 
cinanber/ bie boppeft fo groß ffnb, alt bie c{it)eltteit WiinXtl in 
bem bem fp^irifc^ett Crciecfe ittge^jriacit 6ie^netts2>rde<re« 

Semet«* 3it Fig* 46. feien a, b, c bieee^nen ber Sf^anpu 
bo0en ober Seiten BG, AG nnb AB be< fpl^Arifd^en SreiecM nnb 
e< fei MA = MB = MG* 

genier fei m ber planimetrffdjie SRittefpnnft bei nm bat 
Sreiecf ABC 6ef(f»r{e6etten JtreifeS, bann ge^t bie ®erabe Mm oM 
{oli SIre eine« fenfrec^ten AegeH) bnri^ ben SRittelpnnft ber Stüs 
att nnb (le^t auf ber (Ebene bti Ce^nenbreiectt fenfrec^t; tat^tt 
ifl ber SBinM AmB ba< 9kaa% btf SBinfeM AMB» ttnb ba ber 
SBittfel AmB» totü mA = mB =s mG ift, nad^ ber 9>(animetrte 
in>eimal fo groß i|l/ alt ber asinfel bCa bei 6e(nenbreie(K , fo 
ift and) ber Sßtnfel AMB |toeimaI fo grof al$ ber SBinref aCb 
im 6e^nenbreie(fe. 

Kni bemfelben (Bmnbe ifi aber anc^ AMG )ioeima( fo groS 
Ott ber SQinfel aBc im Ge^nenbreiecfe nnb ber aSinfel BMC 
itoeimol fo grofi ali ber SDinfel bAc im 6e^nenbreie(fe. 

$• 76. 

Sel^rfa^* 64re{6t man nm tlnti wn {toei KeBenbrefecfett 
einen Stttii, fo machen bie beiben fp^drifclien iRabitn, meiere na<lft 
ben Snbpnnften ber gemeinfcbafiKcfien Ctitt ge}ogen fTnb, tintn 
fflSinfel mit einanber, beffen 9Raa0 boppelt fo grof ift, alt ber 
Sogen/ welcher bie WUtttn ber beiben Abrigen Seiten im anberen 
Xebenbreietfe «erbinbet. 

8eme{<. 3n Fig. 43 fei X ber fDtitterpnnft bei nm ba« 
2>re{ecf ABC befd^riebenen Jtreifei, bann ifl ber SBinfel AXB 

itoeimaC fo groß ali ber JBogen MN, melier bie Seiten AG mtb 
)G be< 9tebenbreie(M ^birt; benn ba mie im S* 71. bie Sreietfe 
MCR nnb APM congrnent finb, fo ift MR s PM nnb alfo 
PR RO 

MR =5 -r-, nnb ba ^ani glei^em (Bmnbe ondji RN rs -^ 

ift, fo ift MR + RN = ^ ober an« MN = ^; ba nnn 

ober XP SS XQ = 90^ ift, fo ift PQ ba< ÜRaaf bei SBinMi 
AXB, nnb alfo ber SBinfel AXB » S. MN. 

SnfaO« 2)a nmt ber SBinfel AXB nai^ %. 75« midt |toeima( 
fo gro0 ift/ ali ber ebene SBinfel an C im Se^nenbreiede, 
mlditi pm 2>reiecre ACB a^itt, fo ift biefer SBinfef im 
Se^nenbreietfc bem SDogen MN gfeic^« 
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8. 77. 

Ce^rfa^. (Befltatnt matt f&r UM wn itoei 9ltf>tnhxtitdm 
bfit ymite, ipe((^cir t^on htn Geitcti cfitei forden jDtciecK gleic^m 
Slbitanb ^t, fo tnacftt ber ffe Der6{nbfitbe {^aitptiogett mit bmt 
9>erpctibifel^ »elAed toon einem bfefer beiben ^ntte auf eine ni<^t 
SemeittfAaftlid^e Seite gefdOt t|l^ einen SOBinfeT/ welcher fo groQ 
i9, ati ber Sinfrl steter S^an^ptbcQtn , toelc^e eben biefen 9>ttn(t 
mit ben (Snbpunfun ber geweinfc^a^Iic^en &ätt «erbinben« 

8 e meid. SBenn in Fig. 39 ber 9>nnft m glei(<|en Sfbftanb 
Mtt ben Seiten bed Sreiecfd ABC nnb ber $nn(t D gUiiften 9b# 
ffanb wn ben Seiten feine« IRebenbreieM ABC ffCUf alfo bie 
9er))enbife( Dy, Dx nnb Dz g[e{(^ tanQ flnh, fo ffnb bie Sreiecfe 
ADx nnb ADy fyntmetrifc^/ unb a(fo iü ber aSinfel xDA gleich 

bem 8Sinre( jDA ober andi xDA ss -^; an< gleichem ®rnnbe 

xDz xDy+xDs 

ifl ober and^ xDB = — »bafteriilbcraBinferADB«— i-j: — 

nnb t* ift alfo ber aBinfel^DB l^alb fo 0ro0 ati ber SBinfel 
yDz^ toelcler mit il^« bie Opunfl nait berfelben etitt (e^rt* 

Da nnn aber and^ bie Creiecfe CDy »nb CDz fpmntetrifd^ 
ffnb/ fo fo(0t, bau ber aQinfel CDys: CDs » ADB fei 



V ittttt 9fi0C||tiitt 

Sont ^araneli<mtt< beftreniter ^auptioQtn, «>on ben 
9>ara((et#Sra))e{ett/ unb ben fp^&rif^en 9araIIe(o^ 

grammen* 

§. 78^ 

Crflirnns* ffienn flc^ {toei J^att))tboflen onf entgegen ae« 
festen Seiten eine< britten iG^an|)tbo9en< be^nben nnb i^re lolet 
Cnbpnnfte wn biefem iE)an)>tbogen gleidliett Hb^anb f^abm, fo 
Reifen bie beiben i^anptbogen yaraKef/ nnb ber britte S^axcptß 
bogen ^eift i^r aStttelbogem 

aSerben in Fig. 46 wn ben Dier Cnbpnnftett A, B, G, D 
ber beiben i^anpfboaen AB nnb CD bie 9>er)»enbife[ Aa^ Bb^ Cc, 
Dd anf ben J^att))tbogen XY gefdOet/ nnb ffnb biefe vier 9>^r# 
XitnbiUl glei^ lang/ fo l^eifen AB nnb CD faxaM, nnb XT 
^eißi ber SKitteKogen ber beiben yaraKiten Cinien. 
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J. 79. 

F 

Ce^rfa^. 6iiib Md J^aupAosen pataUtlf fo Unnett btc 
Cnbpttttfte betf einnt mit ben Cnb^nnttra bH anbeten bnr^ t^iet 
S^auptboQm t^erbnnben »erben , toelc^e ben gRitee(6ogett fc^neibeu 
mb oon {({fnt ^olbirt »erben* 

8emei<. 3tt Fig« 46 Mm bie Srfen be< Crete<tt AGB 

ftlefcben Übflanb 90« Sogen XT, tnii AB unb CD na<Jb ber Xn« 

nannte parallel (fnb; a(fo ^albfrt ber Sogen XT bie Geiren AG 

nnb BG biefe« ZxtMi nad» §« 72; ani bemfelSen (Bmnbe baU 

btrt aber anc^ ber Bogen XT bte Seiten AD unb BD be< Drei^ 

€d* ADB. 

3ttfa$ 1. Cinb |toe{ J^anptbogen paraOfeC nnb loerbinbet man 

iljxt (Snbpnnffe mit einanber bnrc^ {^auptbogen, fo f^at 

man {wei ^aare Creiecfe/ welcbe {»ifcf^en Oegenfreifeit 

enthalten ffnb; ber eine itrei< gebt burc^ bie dnbpnnfte 

ber einen/ nnb fein (Segenfreid gel||t bur^ bie Cnbpnnfte 

ber anberen paraDeUn Sinie. 

3 tt f a b 2. ®e^t ein 92ebenfre{< bnr^l bie (Snbpnnfte eine« 

J^anprbogen«, nnb ge^t fein 0egenIrei< bnrA bieCnbpnttfte 

eine« anberen Jg^anptbogen«^ fo finb bie beiben JG^anptbogett 

paraOeL 

Snfab 3* jDer SRittelbogen twifcfien ftoef paraKelen Cinieit 

fcbneibet jeben t)on ben beiben parallelen Sogen t)erlftngert 

in einem ^nnfte^ loeli^er wn feiner SRitte 90<» entfernt {(l 

(nac^ $. 71). 

«. 80. . 

Ce^rfab. ^aim itoti £reie(fe eine eeiti gemein, nnb ffl 
biefe paraOel }« bem Sogen, iDelc^er i^re Gdbeitel verbinbet/ fo fat» 
tercipiren bie beiben ^reietfe ein g(ei(be« &tM bti SRittelbogen«. 

Sewei«. 3fl in Fig. 46 AB parallel tu GD, nnb fc^neibet 
ifft SRitfelbogen bie tinien AG, BD, AD, BG in M, N, P, Q, 
fo iß MP = QN nnb MQ = PN; benn ti ifl nadi bem Se» 

ti^eife im §. 76 ber Sogen PM sz —, femer bQ = y nnb 

bd bc ^- bd ^ cd • 

bN = Y' «^f^ bQ - bN = ^^ , ober QN = y nnb 

alfo PM = QN; nmben bie beiben hinten nodii nm PQ «er« 
fAr)t, fo tfot man ne^ MQ = PN. 

§. 8L 

Se^rfab« ^albirt ein {)anptbogen brei wn ben )»ier Ser# 
btnbnngtflinien itoif4en ben Cnbpnnften tmeier anberen {^anptbiv 
gen, fo ^albirt er and| bie vierte nnb bie beiben J^anptbogen ffnb 
parallel. 
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Sil Fig. 46 frim AC, AD tttib CS Mn XT fo M, P, Q 
Mbitt, bann ffttb Me Creiecre CMc mb AMa fymntetrffc^/ olfo 
tt Gc = Aa; ferner (Ttib bie Cretecfc cGQ itiib bBQ congmeitt, 
meiC fit ebeiifaStf re4ttotnfe(tg friib,iiiib fit ber i^ypottiittfe mtb 
einem SSinfel iberdnfHninien/ a(fo tfl aud^ Cc = Bb, nnb m^m 
ber Songrueni ber jDreiecfe AaP nnb DdP ifl enb((<4 nodb Aa » 
Dd; bober tjl Aa = Ck: » Dd = Bb nnb alfo finb AB nnb 
CD paxaUtl; hai Uebrtge folgt an« ^ 79. 

S. 82* 

(e^rfab* Sntercfpfren jioef Srefetfe &6er berfelben (9rnnb# 
Unk ouf bem Sogen/ we(d»er bie beiben Abrlgen 6eiten be< einen 
Sretecf« b^Ibirt, g(et4e GtAcfe, fo ifl ber Sogen , toeld^cr bie 
Gibeirel ber betben . iDrefede uxbinM, {nr ®runb(inie berfelben 
pataUtL 

etmtii. £er Bogen MP in Fig. 47 (albfre bie Seiten 
CA nnb DA, nnb anf ibm intercipire hat IDreied CBD ein Gtftcf 
QN = MP, bann wirb ancb CB im 9>nn(te Q wn MPQN bal^ 
birt/ benn |onfl finnre man QB* s QG mad^en . nnb ti lodrc 
btnn AB' nadi $. 81 paraOel )n CD nnb alfo QN' = PM (nac^ 
§. 80); ba. aber QN ^ MP ifl, fo to&re QN = QN', toai nW 
»Sglicb ifl* 

S. 83. 

Srriirnng« 9ln Sieretf, beffen jebe (toti ®egenfdtftt pos 
ralel finb, \)fl9t ein Parallelogramm^ ein Sierecf mit {»ei 
parallelen (Begenfeiten ^ei^e ein 9><itaneltra))ei; ein Sierecf/ 
Wii feine Atoei pataUtU ®egenfeiten tjat, tftl^t ein S^rape). 

Ser aRittelbogen eine« yaral(eitra|)e)e« ober ^at 
rallelogramme« i^ba< Gtücf bti SRittelbogenA wn ifoti poß 
raleien 0egenfeiten/ tüat im 3nneren be< Sierecftf tntfialttn ift» 

ein fJaraOeltrape) f^at a(fo tintn fRittelbogen, tin ^araSelo^ 
grimm l^at jmei SRitteibogen/ tin Zxapti t^at feinen SRittelbogen« 

§• 84. 

tebrfab* 2)ie ÜRittelbogen nnb bie diagonalen eine< ^00 
rat(eIogramme< fd^neiben einanber in (Einem 9>nnfte/ nnb »erben 
iH)n biefem ^nnfre l^albirt» . 

fßtwtii. 3ft ABCD in Fig. 48 ein 9 araüerogramm/ fo ift 
CD paraOel m AB nnb AD yaraOel |n CB; MN fei ber ^U 
tribogen im Segug anf bie Geiten DC nnb AB, nnb PQ fei ber 
SRiltelbogen f&r AD nnb BC. 

£)er «o^en MN balbirt DA , DB, CA nnb CB nac^ §. 79, 
nnb baffribe gilt t^om Olittelbogen PQ, alfo befinbet ff« bie fRitte 
von DB in MN nnb PQ; baber ifl ber ^nr(^f(^nitt«pnnft von 
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MN »ttb PQ Mf aRfttt von BD; aai bemfe(6ctt 0nnibe radi wt 
AG; a(fo fd^neibctt fl(^ bfc Z)tagona(eti ttnb aRUtelbosen foCineit 
fJtmrte Oy tofld^er bic Diagonateit halbitt 

92a« S. 80 ifl enb(id) MO » NO unb PO = QO. 

(SrflArtttifl* Z)er ^nxd^fdinittiß^mtt ber betbe» Cia^otia« 
feil/ ober an<t ber beibeit gSiltelbogeit , ober auäi tinti fDlttfe(6o# 
gen< itnb einer Diagonale tit einem 9>ataKe(ograninte ^ei0e ber 
9llitte()>nn(t be< f>ara(Ie(o8ranrnie0. 

§. 85« 

te^rfa^. Sie ©egenfetteit stnb audi bie Vegentoinfel eine* 
9>araO[e(ofltamnte< (Tnb (Ici) gleiA« 

Sßttotii. Z)a ft(4 bie Siagonafen bei ^^araSelogramnie« 
ABGD (Flg. 48) ^aI6tren (nacb §• 84)^ fp ffnb bie Creietfe 
DOC nnb AOB congntent/ alfo iilDC » AB nnb x = y, x' =s 
^; ebenfo finb bie Z)reie(fe AOD unb BOG congrnent, ttnb tA 
ijl ttifo CB = DA, V ==: w ttnb ▼' s w'; alfo i^aud) v + x = 
w + y ober C == A ttnb v' + x' = w' + / ober B = D* 



86. 

S e ^ r f a $• Seber bnrd^ ben Otittelpnnrt einei 9)aral[erograit» 
t»ti gejogene ^anpe^ogen fc^neibet jebe {toei ®egenfeitett tmtr 
gleichen IBSec^felwtnteln , nnb toirb felbft {mifd^en (wef ioldpt 
£nrd&f(|initt<punfren vom QRirtelpnnfte l^albirt 

Beweib« 3n Fig. 49 fei O ber mtulpmtt be< |>aralc» 

(ogramme* ABO) ttnb PQ ein bnxdi O ge^enber Jg)attyt6oggt, 

mtdjtt bie ©egenfeiten CD unb AB in P unb Q unb bie (Segot^ 

feiten CB unb AD in p unb q fcbneibet/ bann fTnb bie Dreicfe 

JPOC unb AOQ congruent/ toeil ffe in einer Seite unb ben 6if# 

ben gBinfern an i^r &6erein|tintnten , ba^er ifl bie etitt PO s 

QO unb ber ÜBinfel OPG = OQA unb a(fo awif OPD = 

OQB; aud> ifl no* PC = AQ, unb affo anc^ PD = QB. gnr* 

uer ffnb and^ bie Z)reiecfe PGp unb QAq congrnent ober at4 

OCp unb OAq congrnent^ unb hieran« folgt, ba0 ber SSSinkC 

p = q unb Op =s Oq ober anc^ Pp = Qq fei. 

Snfab* Seber burq ben aRitulpnnft eined yaraSelogramnifl 

ge^enbe i^auytbogeu tfitiit baffelbe in )wei congruenie 

Zueile. 

S. 87. 

Se^rfa^. asenu fldi bie Siagonalen einet SiereM gegcti# 
feitig ^(iren/ fo ifl ba* Sierect im VaraSedograntm. 

Seioei«. ^t fei in Fig. 48 OD » OB unb OA « OC$ 
man ^albire uo(ft BC bur^ iC nn\> (ie^e NOM; ba uun NOM 
bie brei Knien AG, BD unb BC ^albirr, fo ^albirt NOM au4i 
AD unb e0 ffnb DG unb AB tpataUü nad^ S. 81. 9u< gleid^ei» 
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(Bmtibe fft ober ouä^ AD yorolcl g» BC, vaBdb a(fo ABCD du 
9ataBc(oflrainiii. 

S* 88. 

te^trfat* ©fdc^e {{nten ttoifAen gM^ett fTnb |)araSer. 

eewet«. 3il in Fig. 48 AB = CD vnb AD ^ BC, fo 
(Fnb bie Sretetfe DGB unb DAB tongruent, toeil f[c in ben bref 
Geitett ibereinlitmtnett/ a(fp tfl %' = y V ^ Wi ebenfo (Inb bie 
2)rete(fe ADC unb ABC fyiitiiiettifd) itnb ba^er x = j, v » w; 
enblict ffnb bie Creiecfe ODC unb AOB congrnent, weti ffe in 
ben brei 90infe(n Abereiniltmnten nnb ba^er ijl OD » OB nnb 
OA a OC: mitlim ifl ABCD nacft S* 86 ein ^araOelograwm. 

S* 89. 

Se^rfa^. ®inb gmei (Segenfeiten einetf Steretfj gfeiA tmb 
|)oraHe(, fo fTnb ed and» bie beiben anberen ^tittn, nnb ba< 
Sierecf ifl ün yaraOelosramm* 

Sätwtii. 3n Fig. 60 feien AB nnb CD gleich nnb poß 
xaUa, fo ^albirt ber aRinefbogen MN nad) §. 79 bie Seiten DA 
nnb CB nnb anc^ bie 2)ia8onaIen BD nnb AC nnb tt brande 
nnr noc^ bewiefen jn werben, bafi ber SDZitUlbogen bur4» ben 
Z)nr(4f(4nitt0#yunri U ber Siagonafen ge^t 9Ran f&He (u bem 
(Sttbe von ben Stfen bed SSieretf« bie ^erpenbifel AP nnb BQ, 
»elc^e (14 in X nnterbaib AB fd)neiben/ nnb nod» bie ^erpen^ 
bifel DR nnb CS, toüiit ff« oberhalb CD in T fAneiben, onf 
ben 9ßifteIbogen, fo ifl XP = XQ = YR = TS = 90» nnb 
ba AP = BQ = DR = CS nad} ber annähme ifl, fo iil YD 
» YG » XA =. XB, nnb ba anc^ noc^ AB = DC ifl, fo ffnb 
Ut Creiecfe DCY nnb AXB congruent, a(fo {(l X » Y ober 

RS PO 

PQ « RS. Knn i|l ober VN = Y tttt»> WN = -^ nadi 

S. 76, alfo an« VN = WN, b. f^. ber Cnrdlif^nttMpnnrt IT ber 
diagonalen befinbet ff« ini ÜRittelbogen feibjl, nnb ba^er ift ABCD 
ein 9>ara0e(o9ranini« 

S. 90. 

Crri&rnng. 2)ie ^araBefogramnte loerben in Bnfe^nng fl^ 
rer SBinfel einget^eile in gleicbwinfelige nnb nngleidyioin« 
Velige, nnb in Snfel^nng i^rer Geiten in gfei^feitige nnb 
snglei«feitfge* 

Citt yaraOelogranntt / loe(«e< glei^feitig nnb glei^winMig 
iftf ^eift ein fitnabrat; tin ^arallelogranint^ »elcbe« gfeidiK 
feitfg, aber nngrei^winfeiig ift, ^ei0t eine 9lanee ober eilt 
91 ^ om b n< ; ein 9>araIIe(ogramni/ wtli^ti ni|glei«feitig# aber gleidJK 
loinfefis ift/ l^ei^t ein SKec^tecf ober iDblongnni; nnb ein ya# 
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ffti^t tin Sl^ontboib ober eine (angliche fRautt. 

«. 91; 

9e^rfa$« 3n etttem ffitidiroinUli^tn ^ataMoQtcimmt ffnb 
bte ZXagonaleit gMd» , feiste beibeit !Ritte(6ogett flehen auf eCnan« 
ber tinb auf bte ititbr {uge^jrigen Cetren fenfrecbt/ aud» »erben 
bte Winttl ber Ctagonafeit ooti beit betben 9Rttre(6ogen ^albtrt 

Seoeie. 3(1 in Fig. 48 ABCO eiu 9>araae{ograQim mib 
A = B = G == D» fo fTnb bie IDreietfe ABC unb DBG f9mme# 
trifft/ weil f[e in jwei Seiten nnb bem eingefftroffenen S03in(e( 
ftbereinflimmen ; bai)er ifl BD » AG, ferner x = x' = y s y 
anb V = v' = w =^ w'. 

X)a ba« Creiecf BOG aleiftfftenfefig unb BN = NG ifl^ fo 

ift ber SBinfel BON = GÖN unb ON fenfreftt auf BG; oM 

bemfelben Qrunbe balbtrt MO ben ^Binfel AOD nnb fle^t fettk 

re(f)t auf AD ; ferner Ijalbirt eben betmegen PQ bie ffiinfel DOC 

BOG BOG 

itnb AOB nnb weil POG = -y > «»* NOG = -^ ifl, fo 

ift PON = POG + NOG = 90<> ober PQ (le^t fenfred^t onf MN. 

3 Ufa 6 1« 6inb bie diagonalen einef ^araOerosramme^ gfeid^/ 

fo ifl ti g(eirf)n)infe(ig. 
3ufa6 2. Ginb bie beiben SRitteKogen einei 9^araDerogran# 

niej fenfrecftt auf ben ®egen feiten / u>Oitt fie ntc^t ge^^ren, 

fo iji iai Parallelogramm gleic^winfelig« 

§• 92. 

te^rfa$. Sil ein ^araSefogramm gfeiftfeittg, fo (Tnb feine 
SRittelbogen gleic^^ feine beiben IDtagonafen ffnb fenfrecftt auf etn# 
anber nnb balbiren bie 9Qinfe[ ber SRittelbogen / toie andi bte 
SBinfel be^ i>araOe(ogramme< felbft. 

eewei«. Sil in Fig* 48 AB = BC = GD = DA, fo 
wirb batf ^araSelogramm bnrc^ bie 2)iasona(en in glet(bfftenfe(ige 
Dreiecfe getljeilt; ba^er ijl nun v = y, x = w, v' = y' nnb x' =« 
V* Z)a nnn aber anc^ y = w iH, fo iil y = w; ganj ebenfo 
t»feb gezeigt/ ba6 v = x, v' = x'^nnb / = w' ifl, alfo werben 
bie SBinfel be< Sier'ecf« burft bie Diagonalen liatbitt. 

Sa femer im g(eiftf<4enfe(igen Sretecfe ABG bie ©runblinie 
AG burcb BO ^a(6irt wirb/ fo fle^t BO ober BD fenfredit anf 
AC; baiftv flehen bie Diagonafen fenfred)t auf einanber. (Snbttdb 
ffnb bie Dreietfe AMO nnb AQO, we((i)e in twei Seiten unb bem 
eittgef(bfoffenen SQinfel ibereinflimmen, fpmmetrifd), unb alfo QO 
= MO ober QP = MN nnb ber SBinfel AOM= AOQ; bal^er 
^albirt bie Diagonale AG bie aBinfel ber beiben aRfttelbogeii/ 
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f 

b«rd» »ffcfte fle ge^t, tmb eBettfo ytv^t matt, baf Me Dtagoiialc 
BD bie SBinfel NOQ unb POM batbirt. 
Bttfa^ 1. 3n einem Quabrate ma^^eti bie Siagotiolen mit 

bell <Ritle(begen SSSinfel i^ott 45<». 
3ttfa$ 2. ®rebeit bie Diagonafett etnej 9)araOelo0ramme< 
fenfre^t auf einatiber, ober werben bie SBinfel bed ^a# 
raDelogrammei )Don ben Z^iagdnalen ^albirt/ fo i|t ba< 
VataBefogramm gleic^feilig* 

§. 93. 

ünfgabe. 9Ran foO wi v^tx gegebenen Geilen a unb b 
ein 9te(bte(( conffmiren. 

9 tt f ( j f tt n g* 9Ran conflrnire Fig. 6 1 txn glei(bf<f»enfe(ige<; ^refed 

XAB fo, bafi XA = XB = 900 _ i »nb bie britte ^txXt AB 

= b fei, t>errdngere bann XA nnb XB, bis ffe f{(^ sum {weiteit 

SRale in T fc^neiben ; nimmt man nun YD = YC = 90« — -z 

nnb giebr DG, fo ifl ABCD ba< gefüllte Stec^tecf« Da ndmiici 

bie Dreietfe AXB nnb DYG congruent nnb gleid)f<benferig finb, 

fo finb bie SBinfet XAB, XBA, YCD ut|b YdC gleich groß nnb 

a(fo anA i^re Kebenwinfel A = B = G = D. Da ferner 

XA + YC == XB + YD = 180« — a aifo AG = BD = a 

ttnb AB = CD =3 b ifl, fo \!iQX ba« Slec^ted bie beiben gegeben 

nen Geiten. 

3nfa$ 1« GoO über einer gegebenen Geite ein Dnabrat con$ 

(Irnirt iverbcn, fo i|l bie Ünilifnng wie loor^in, nur baf 

je^t b = a if}« 

3ttfa$ 2. Um avA gmei gegebenen Seiten DA nnb AB (iit 

Fig. 48) unb bem SBinfel A ein Parallelogramm gn con^ 

fhrniren/ fo conftruire xblwl aud biefen Gticfen baS Dreiecf 

DAB nnb Aber ber ^vXt DB bat congruente Dreiecf DBG, 

fo mad^t biefe« mit bem Dreiecfe DAB baS gefachte 9>a# 

raKelogramm ABGD wA. 

§. 94. 

€el^rfa$. Der Stittelbogen {toeier (Begenfeften eined fc^ief» 
wtnieligen 9>araae(ogramme< f(4neibet biefe t^erfdngerten ®egen# 
feiten in {mei fünften/ welche «)on it^rem eigenen Durcbfcftnitt^ 
^voOH glei(f» »eit abfielen, nnb biefer 9>unft i(l t)om SRitteiynnfte 
beS 9>AralIeIogrammei immer um 90« entfernt 

Oeioei«* 3n Fig. 52 fcftneibe ber aRittefbogen MN ber 
beiben paraKelen Geiten DG nnb AB biefe Geiten in a nnb b, 
nnb biefe Geiten felbfl mögen f!(f^ in c f^neiben« Da na^ ber 
9lnna^me ABCD ein fd^iefminfeligee 9>araBeIogramm i|i/ a(fo ber 
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otterc WUtMboiiu PQ »iAt auf DC nnb AB fenfreitt ift, fo ift 
in jDreietfe CPQ ni^t cP = cQ, fonbern ba n^ §. 86 Me 
aBtitre(fiiame cPQ + cQP a= 180<> ift, fo tfl an« cP + cQ » 
l80^ nnb bA bcr a)tftter{)nnft O bte 6«rc PQ be« 2>teiecn ^ob 
»fat, fo ift 

cO s= 90<»« 
Da ferner na4 $• 79 3nfa$ 3 nocfe bQ = aP = 90^^ tft, 

fo ffl bQ + aP = 180<>^ nnb ba bQ = bc + cQ, aP » cP 
— ca ifl^ fo ^at man alfo audi cQ + cP + bc — ac = 180^ 
mb ba cP + cQ = 180» ift, fo ifl offenbar 

ca := cb* 

Snfa^ 1* SBirb a{fo an< O tin ^mptbcQtn bef^rieben/ fo 

ittjt er burc^ c nnb ^albirt ab. 
3itfa$ 2. Die 9RttreIbo0ett {meter (Segenfetten eine« ^^araSei^ 

logranuned fdynetbet btefe DerUngerten 6eiten nnter 9(ei# 

c^en SBinferm 
Da ndmltc^ ca =s cb ifl, fo ifl ber SBinfel OaP = 

ObQ, toai ancb an< S« 86 erl^Oel* 
Buiaft i. 3fl ABGD ein glet^winf enget yaraOe(ogranini, fo 

faSen bie brei 9>ttnffe a, b, c in filtnen sttfantmen nnb ti 

ifl bann cP = cQ = 90^ 

i. 96. 

C e (^ r f a $• Die reciprofe gtgnr tiat» ^^araSelbgrantmei ift 
loieber tia yaraDelogramm. 

9 t tot it. 8ef<4re{bt man ani ben Ccfen A» B, Q D einet 
^araOerogramme« aBCD b{e i^anptbogen A'B', CB', CJy, D'A'^ 
fo ifl A'B'CD' bie reciprofe gignr |n ABCD. Da ferner A nnb 
B )wei ni(^t homologe a)titte(f)unrte bon A'B" nnb B'C flnb, fo 

ifl nad^ %. 11 

AB + B' = 1800, nnb ebenfo 
BC -f er s= 180^ 
CD + D' =^ 180^ nnb 
DA + A' = 180^ 

9Be(I aber anA nmgefebrt A' nnb B' ^mi nidft homologe 
fDKttelpnnrte t^on AD nnb AB ffnb, fo ifl an^ 
A + A'B" = 180», nnb ebenfo 
B + CB' = 180^, 
c + CD' = 180» nnb 

D + A'D' =: 180<»* 

Dnrc^ bie borfle^enben a^t gomtern ifl ber Sttfammenl^attg 
unter ben Gelten nnb aOinfeln ber betben Sierede ABCD nnb 
A'B'CD' )0oOfldnbig atttbebrücft 

Da nnn ABCD ein VaraKerogramnt, alfo A » C nnb B » 
D ift, fo ift audt AB' « CD' nnb C'B' = A'D', »e» aber bie 
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(ßigmitittn bti 8(m(K A'B'Giy gleid^ (Tnb, fe ift e< eBmfaU 
fUi 9>arallrlo0ratitiii nad^ §• 87* 

3ttfa$. 6tttb iebf ttoei ®egett»infel titie< SterecK glei«^ 
grof^ fo ift f< eilt ^araDffogramm. 

Sewei«« Sa im fßitxtdt bte Oegenwiitfel nUiät gro9 (Tnb/ 
fo ffnb im rcciprofen Sterrcfe bte ®egeitfetf en glet^, baber iß biü 
fe< ein Parallelogramm tntb mitl||itt andi iai ttrfpr&ngli^c Sierecf« 

S. 96. 
Se^rfab* Bwti ttcipxoU ^araDerogrammc ^abett beitfelbett 

Sern ei«. 3ii Fig. 53 fei M ber mtttlptmtt be< VaraSe^ 
logrammed ABGD, feine ®egeitfeiteit AD unb BG m jgett M in ^ 
fcbtteiben; iitlit man battit Ma, fo ifl Ma ^ 90^ (ttac^ $. 94)» 
Sil ferner A'B'CD' iai reciprofe Parallelogramm/ alfo C hat 
Qentrnm Don CBa, nnb A' ba< Senhrum Don DAa, fo ifl auäi 
ttmgefe^rt a iai Sentrum ber diagonale A'C, nnb ba aM «= 90^ 
ifl/ fo gebt bie Stagonafe k'C ofenbar bnrcb ben ÜRittelpnnft 
be< ^araüthitammti ABCD. 2)affe(6e gilt aber aad^ Don ber 
2)iagona(e FD'; baber ^aben bie beiben redprofen 9>araSe(ogram^ 
tne benfelben aRitte())nnrf M. 

3nfab« 6inb a nnb b bie Snrfbf^niMpnnfte ber <8egettfei# 
ten be< 9>arane(ogramme< ABCD^ a' nnb b' bie SnrcA^ 
fcbnieMpnnfte ber (Begenfeiten bei VaraDelogrammei A'VCiy, 
fo ffnb bie Dter ^unttt a, b, a , b' nm 90<> Dom gemein^ 
f<baftrt(ben aRiteeI)^nntre M entfernt; baber beftnbeit fl(bbiefe 
Dier ^tttifte (mit i^ren Dier (Segenpnntten) in einem ^anpt^ 
freife, beffen (Eentrum ber ^tmtt M ifl. 



häuftet 9O0Cl^ttttt 

Som 3tt^alte ber gignren^ Don i^rer SertDanblnnfl 

nnb SC^eilttttg« 

§• 97. 

Crflirnng« Sa< Wlaa^ be< ^nftaltti einer gfignt 
<|l eini^anptbogen/ melier fidi ebenfo in efnemi^anpty 
freife Der(»dlt/ mie bie gflicbe ber ^ignr fid^ inr tiaU 
ben Oberfidcbe ber Jtnael Der^dlt 

3fl itt Flg. 64 ABD ein ^anptfrei«, befett einer Wtß 
tOpmOt C fein mag, fo ijl bie glAc^e ABCD, iDel^ Mefer 
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Jtrett tinWU^tf bte 06erf[dc6e ber MKett ihtgeL Z>a aber bie 
Qtcifieit rpi)Ärif(Aeii Stguren, toefäK ttttad^M ocrbeit/ ndner (Inb 
aM bU ^at6e Aiigel^dcde, fo «»elrgrctc^t «lait audi i^reit Sn^aft 
mtt bem f^f/drifc^cn Snl^alre einet ^anptfretfe« / b* ^* ntt ber 
falben ihigelgAd^e. 

§. 98. 

te^rfa^. ®mb )wei @eUett eiltet CreiecM £Utabrantett, fo 
ifk bie brirre Seite bot ^JRaa9 feinet Sn^artet. 

Seme it. 3fl in Fig. 54 AGB bat gegebene IDreiecT nnb 
CA == CD == 90% fo ift bie ®eite AB bai Waai bet Dreietft 
AGB; benn befcbreibt man aui C einen {)auptfreit, fo gebt et 
bnrcb A unb B, nnb bie Oeite AB ifl ein Sogen beffelben; bat 
£reiecf' AGB erfd^eine nun ali ein fpbftrifcber ®ecror bet S^au^u 
freifet, unb bag bie ^IdAe biefet ®ectort (Tcft (unt fpbdrif^en 
Snbalte bet J^anptfreifet ABCD, b. If. jur b^^Iben Xngelffd^^e ^m 
balre, wie ber Sogen AB Hdi inm {^anptfreife ADBA t>erbd[r, 
fann offenbar gau) ebenfo bemiefen werben, wie man in ber ^ia^ 
ttimetrie beweifer, taß fTc^ ber 3nbaU einet @ectort )uni 3nba(re 
bet ganten Greifet loer^dft, wie ber Sogen bet 6ectort jur f>e^ 
rip^erie bet Areifet. 

§. 99. 

< e(irf a$. ^Der Inhalt einer wn )wei J^albfreifen eingef(fiIof# 
fenen $igur (einet 3weie(ft) bat jum ^aa^t ben boppelten ipaitpt^ 
bogen/ welcbcr bie beiben ^albfretfe balbtrr. 

Seweit. 3fl iu Fig. 55 ACBD bat gegebene Sweietf nnb 

Mbtrt ber i^auptbogen GD bie beiben ^albfreife AGB unb ADB, 

fo in AG == AD ==: BC « BD unb baber finb bie Dreietfe ACD 

itnb BCD congruent. IDa nun bat ^aa9 bet Creietft AGD nnb 

alfo and) bet Z)reiecrt BCD ber Sogen GD nadt $. 98 ift, fo tfl 

bat Wiaa^ bet BmitM AGBD » 2.GD. 

Sttfae- 3ji ber 3n^a(t einer gigur fo gro0 ati ber 3tt^a(t 

einet Soefecft, fo (dgt (fcb and) bat Waa9 ber ^ignr be» 

flimmen/ benn et (linimt nun mit bem 9Roa0e bet 3ni>e{etft 

Aberein / unb wenn umgefe^rt bat QRaag einer gigur be» 

rannt ift, fo fann man (Te in ein Sweiecf t^erwanbeln, in# 

bem man nur bat SDlaaß ber^igur ^albirt, bnrc^ bieCnb# 

punfte bet ^albirten fBogent {)attpt6ogen (ie^t, welAe auf 

ibm fenfrecbt gnb, unb biefe bit {u i^ren beiben CtttdiK 

fdfuitttpunften oeridngert 

S* 100. 

e e ^ r f a b. 3wei l^reietfe ober berfelben ® runbKnic ffnb gleich 
gros, mmi ber ^anptbogen, welker bie ed)tüü bet Sreiectt 
^ftbinM, {ttt Ornnblinic paraScI liL 
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§6 € tot lt. SBenii bte Cretetfe ABC utib ABC in Fig. 66 
biefelbe @ntnb(tn{c tfahtn, unb ber Soweit. CC tu AB paxaM 
i», fo finb bte Dcryenbtfel AP, BQ, CR unb CR\ miiht auf 
htn SRirtcIbogrtt mm'nn' gefdSt werben/ gfeid) lanq nadf §. 78; 
baber tfat man fofgenbe 9)aare congruenter Creietfe AmP unb 
CmR, BnQ ttltb CnR, Am'P unb C'm'R', Bn'Q unb CnK\ 
(wie im %. 72). Stun ffl aber ba« Sierett APQB » AmnB + 
APm + BdQ^ alfo ifl au(b APQB = AmnB + CmR + CoR; 
baffer tft hai Sieretf APQB fo grof a» ba« Dretecf AGB. 

9u(^ 1(1 ba« Bterecf APQB =* AmVB + APm' — BQn* 
ttnb affo au« APQB »^ Am'n'B + m'C'R' — n'CK ober hat 
Sierecf APQB tfl glri« bem Sretetfe ACB, itnb ba bie beibett 
^Dretecfe ACB unb AC'B bdbe bem Sieretfe APQB gleidr ffttb^ 
fo (Inb |{e eittoaber glefc^« * 

|§. 101* 

aufgäbe. SDtan foll einSrefetf in tin anbere< i^enomibefo, 
welcbed mit bem vorigen biefelbe ©runbliuie, aber an i^r eineu 
gegebenen SBinfel ifat. 

Stuf lAfung 1. 3ft ABC baj gegebene Z^reietf unb BACT (Fig. 
66) ber gegebene WUnUU fo balbire man bte (Seiten AG unb BC bur% 
ben ^auptbogen mn^ toefcber Dott AC in xn gefdinitteu loerben 
mag ; bann mad^t man m'C » m'A unb )te^e BC, fo ifl ABC 
ba< gefu(bte Cretetf. 

Üufljfnng 2« ^an l^albire lotebev AG unbBG burd^mn^ 
ioeI(^e< oon AC in m' gefcbnttten toerbeu mag, bann ma^ie mait 
m'n' = mn ober anäi no' =s mmS unb {ie^e Bn'; menn nun 
Am' unb Bii' bM }um Z)urd)fd)niMpunfte C oberba(b mn )Der# 
(dngert toerbeu, fo tfl AGB loieber bai gefucbte Sreietf* 

fBttotii. Z)a bti ber auff^fttua 1. uaci^ S- 81 unb bei ber 
aufljfung 2. uad) S. 82 ber Sogen CG' {ur @runb(tnie AB poß 
vaUtl ift, fo Ijfat ba< Sretecf ABC gleiten 3n(|att mit ABC 
na^ $. 100. 

§. 102. 

aufgäbe. SRott foO Aber einer etiu tinti DreiecM ein 
flleid^fcbenrelige« Sreiecf conftruireu/ loeld^ed bem gegeboten Srei« 
etfe gletA ift. 

Sem ei«. 3n Fig. 67 fei ABG hat gegebene Sreietf uub 
AB bie edtt, aber meiner ba« gleic^fcdenfeüge Z)reiecf couümirt 
»erben foB. Sltan ^albtre bie beiben auberen etim AG unb BC 
bnrdj^ ben Bogen mn unb fAOe auf ibtt i>ott G ba< tot^ CR; 
man ftatbitt <md) AB unb in ber ÜRitte £ erriete man auf AB 
bo« tolff ER» toot)on mn tu R' gefcbnitten mirb; ma4tman bann 
A'D s AC unb littet DA unb DB, fo t(l ADB ba< gefugte 
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SrefctT/ baut et ift DA = DB imb loitb CD ffiOQtn, fo {|l 
CD yatdOeC }tt AB« 

§. 103* 

9itf0dbe. SRatt foD tinZttitä ftteitt anbetet vemanbebt, 
tuelAe« mit jettew einen SDSinfel gemein nnb an i^m eine gegebene 
6efte fiat 

9nf(5fttn0. 3ft AGB in Fig. 68 ba< gegebene IDreietf, 
nnb foB hat nene S>reiecf mit i^nt ben SBinfel C gemein/ aber 
9att ber Btitt GB bie 6e{te CB' ^aben^ fo ^olbire man BB' nnb 
BA bnrdy ben Sogen mp, t90t)on CA in n gefc^nirren oerbeit 
mag; macbt man nun nA' = nA tmb |ie^t B'A% fo ifl A'CB" 
hat gefügte neue Sreietf. 

ißzwtii. Z)a bie ZuMt ABV nnb AA'B' mdi %. 101 
gleid» gro0 ffnb nnb bat SreiecT ADB' gemein b^tben, fo (Tnb an4^ 
bie £)reie(fe DA^' nnb DBB" gleich gro|. 9Benn man aber Dom 
jDretecfe AGB bai IDreiecf DA A' megnimmt/ nnb baf Ar bat Dreied 
DBB' mieber Mn)ttf Agt^ fo Dermanbelt tt (14» in ba« £reie(f A'CB". 

3ttfa$. ^an tann andt, nac^bem f<4on mp getogen ifl, nq» 
mp macben nnb Vq jie^en/ mooon CA in bemfelben ^nntte 
A', tote Dorl^tn/ gefc^nitten toirb. 

S« 104. 

Sufgabe« fDtan foD eine $igur in eine anbere Dermanbeln, 
welche eine (Scfe toeniger tiau 

aittfl&fnng« 3fl in Fig« 69 EABCD ein gegebene« 9Anf« 
ti, fo fd^nribe man bnrc^ bie 2)iagona(e EC ein Sreiect EDG 
Don ibm ab, DerlAngere bie Seite AE nnb )iebe Don D aui eine 
9>ara0ele DF {u CE, n>ooon AE in F gefd)nitten »erben mag, 
fo ifl, menn nodt CF gebogen »irb/ bat Sieretf FABC fo gro|, 
üU bat gegebene gAnfecT. 

Da nimlidt bie Creietfe EDG nnb EFG nad^ %. 100 ober 
§. 101 gleich gro9 finb, fo fann man fAr bat erfle Sreietf bai 
}»eite an bie 6reDe fe^en/ nnb bann Dermanbeft ffc^ bat SAnfetf 
in bat Sieretf FABC. 

§. 106« 

Snfgabe« 9Ran foS ein SreiecT in tin Sweietf Dermanbeln* 
9njfl6fttng. 3fl in Fig. 60 ABC bat gegebene Sceietf, 
fo (albire man bie 6eiren AC nnb BC burc^ ben Sogen ma nnb 
bef^reibe out bem (Eentrum A ben ^anptbogen m'o, moDon mn 
in m' nnb AB in o gefc^nitten oirb, bann ijl Ao = Am' » 90^ 
nnb merben biefe beiben {^anptbogen Derl&ngert/ bit (le ff^ tDie« 
ber in C, bent (Segenpnnfre Don A fcbneiben, fo ifl bat 
Am'C'oA fo gro9, als ba« fireiecf ABC 
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Ser 8eioe{< ifl berfelSe/ tote im S* 100/ itwr baf {e$t Am'n'B 
fein Siered, fonbertt ein ^reied »nb AC'B Uat Uia^xtitd, foiu 
berit ein BtotM i% 

§. 10& 

aScttn man bie SRitten {weUr 6e{tftt efttrt £re{c(fa bttrd^ 
einen J^auptbogen t^erbinbef, unb and^ bte {)i(fte bet britten Seite 
btftimmt, bann bie betben4)auptbogen bii }tt t^rem ^ntä^^dtnittif 
yunfte t)erldngert/ nnb von biefem |)unrte aai auf il)nen bie WX0 
bin genannten Sogen anftrdgt/ fo mac^t ber J^anptbogen, toüd^tx 
ibre Cnbpnnfte ^otxiinUt, mit ben toorbin genannten beiben IBogen im# 
mer ein recbttoinfeltge^ X>reie(f/ tooüon er bie eine Aat^ete nnb jn^ 
g(ei(b badSRaaf berip&Ifte be« gegebenen 2)reie(f8 iH/ bte J^ppot^nnfe 
t|l g(ei(b bem ^auptbogen, toelcber bie SRitten ber betbcn Geiten 
be^ gegebenen ^reiecfö »erbinbet/ nnb bie onbere ^atljtU ifl bie 
S^&lftt ber britten Seite eben bfefe« S)refe(M« 

eetoei«. (S« fei in Fig. 60 ABC iai gegebene T^tthtS, 

mn l^albire bte Getten AC nnb BC^ nnb f(^neibe AB in n' ^ mad^t 

AB 
man nnn n'o = — = AD = BD nnb n'm' = mn, fo iflt/ menn 

m'o gesogen loirb/ ber Sßinfel m'on — 90^ imb m'o bai ^aa^ 
fftr ben bitten 3nf)a(t bed SreiecT« AGB. 

Z)enn gie^t man nocb Am', toown AB jnm itotittn 9Ra(e in 
C" gefcbnttten wtrb^ fo ift C ber ©egenynnft ))on A; ferner i|l 
Dn' = 900 (jiflc^ §. 79^ 3«^^^ 3) „„^ 5^ Ao = AD + Dn' — 

on' anc^ on' = AD ifl, fo ijl oA = 90<> = oC. Serben AP, 
BQ nnb DE fenfre(bt anf mn gefdKt, fo i|i n' ta^ (Sentrnm t>on 
DE nnb aifo n'E = n'D = 90°; andi ip nun PE « QE « 
mn = m'n' nadi $. 71, nnb ba Pm' = PE + En — nW ift, 
fo ift Pm' = En' = 90»; ba weiter ber SBinfer P = 90» ift, 
fo ift m' bai Sentrnm wn AP nnb aifo m'A =: 90<>« 2>a aber 
an^ Ao = 9(fi ift, fo ift A ba< (Eentrnm wn om'^ mtb a(fo 

om' fenfred)t anf on\ 

Z)a enbiicb ba« X)reie(f AGB bem SmeiecTe Am'C'oA gleich 
nnb m'o nacb S. 99 bat 9Haa9 bie Jp&lfte btefeö 3meie(f« ift, fo 
ift om' audt bai fSHaa^ ber i^AIfte be« 2)reie(K ABC 

3nfa9 1. Ueberl^aupt ift ba« aRaaß fftr ben ballen 3nMt 
eine« Dreiect« bie Jtatbete eine« red)tminfe({gen IDreietf«/ 
beffen anbere Antrete bie S^ilfte einer Geite nnb beffen 
i^ypotennfe fo lang ift M ein (Bogen, n>e((ber bie beiben 
anberen Geiten be« jn meffenben Z)reie(f« üerbinbet 

Snfa^ 2i Sa nacb S- 104 ^ebe« fi^bdrifcbe Bielecf itt ein 
Sreietf / nnb anc^ jebe« t>xtM in ein B^eiecf Dermonbelt 
loerben fann, fo fann alfo ancft ba« fRaaP eine« leben 
Sie(etf9 geometrifc^ gefimben loerbcn« 

5 
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$. 107. 

ee^rfa^. Ca« ^aa9 tinti Z^rcIrcT« ifi einerlei mit bem 
9Raa6e bti Ucberfd^nfie« ber Summe feiner breiSBinfel übttlSO^. 

9twtii. Seteidynet man in Fig. 60 bieSBinrel be«£reie(M 
ABC mit A, B, C nnb ifl X ber ^unft^ mUftt wn bett iSdtn 
be< JRebenbreieM ABC gleichen Übflanb ^at, fo macdt XA mit 
AP einen £lnabranfen aui nacft &. 73/ toorauf nacft S« 106 
ber Qttabrant Am' fenfrec^t fie^t 2)a itit« ber SBintel XAD 
nadi %. 67 

_ (TAB + CB A — A CB 

~ 2 . 

360® — A — B — C 

i|l/ fo ift er « jt , ttiib alfo ber WiiaM 

A -f B + G — 180^ 
oAm' SS — = ^' } ba ferner om' ba< Vlaa^ biu 

ia IBittfeU ifc fo ifl aitd^ om' s= A + B +^ C — 180^ ^ ^^ 

ba om' ttodjf S* 106 hat fRaaf fftr beit ^albeit Sn^t M CreieM 
ABC ifl, fo ifl ba« maaf be« ganten IDreietf« « A + B + C 
— tSO^, ober loerben bie ÜBinfel A, B, G nnb 180<> in Stttii^ 
bogen ttmgefe$t/ bie tnm planimetrifc^en Stabin« bie Wnl»e{t ober 
ben Jtngelrabittt ^a(en, fo ifl ba« SRaaf ^r ben Sn^alt be« 
SreieM ABG = A + B-|-C — «• 

3ttfa$ U Btoef fymmetrtfc^e Sreiede ffäbtn gfeicften Sn^aft 
jDenn ba fymmetrifd^e Zireiecfe in ben brei SBinfern dber^ 
einltimmen, fo ^aben |Te ancb gleiche« ^aa^. 
Buiap 8. SBenn fTc^ jmei etUtn tinti ^xtitM (u 1800 cr# 
\anitn, fo ifl ba« Waa9 be« wn ibnen eingefn^Iofmeii 
ninfel« andi ba« Vtaai be« Ibttitdi felbfl» 

Senn toenti in Fig. 18 GA + CB = 180<> ift, fo ijl 
mtd^ A + B =s 180% itnb ba A + B + G — 180«' 
bo« VlMf M £reied« ifl/ fo ffl baffelbc offenbar = C 
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Siifgabe. aHaii foff ein Srefetf bnriff ttee 6<I^Ste{e 
^ireit. 

litt f ( 5 f nn g. Um ba« Sreiecf AGB Fig. 61 bttrd^ «ätm Mtt C 
üM gqogenett JS>attptbogen )u fialbittn, confmifre man nadt §. 106 
hat waa9 PQ ber J^&lftt be« SreiecM ^ fatbem man bie eMtnt 
CB mtb AB «ttr4 mn ^albfrt/ ioot)Ott GA te V gefclttittctt wirb/ 

GA 

ferner VQ» mn mb VP = -t- madft SBIrb m» PQ btrd^ 
ben Sogctt VR f^albitt, nnh AB Don YR te r geft^nftMi/ fo 
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niaAe tnoti 8o4 rD ss rA, mtb a^^^^ ^^> f^ ^^ ^<t< Srdecf 
ACD =5 BCD. 

ACD 

Sam ha PR boj ailaa0 Dott — r-, PQ ba< 9Raa0 Mtt 

ACD 

-^ , mb PR bte ^dfre von PQ ifl/ fo Ift ond^ ACD bfe ^Üftt 

wm Crrtecfe AGB, itnb alfo BCD bie ottbeve J^&(fte« 

ACD 
Snfaft 1* 6oB ba« Sveietf AGB fo get^t wetbeti/ baf -g^ 

Ä — ijl, fr tnac^e man bw Sogen PR « — -j^ • PQ, 

imb Dcrfa^re flSrigent, loie i^or^dt. 
3ufat) 8« 6oO tat Crdetf ACD tDcrbopyelt toetbeit, fo con» 
ftntire inait auf bie betanttte SBeife bat SRoaS feiner 4E»d(fte, 
nftnlid^ PR, nnb tnacbe PQ =s 2.PR; {iebe bann VQ, 
toooon AD in n gef^^nitten wirb, ntacbe nB = nA unb 
liebe GB, fo ijl bad Siuitd AGB (toeimar fo groß aU ACD« 
9uf d^nfid^e 9Betfe fann man ein Sreiecf ACB coii# 
Pntirett, toelc^etf irgenb ein anbere< Sielfa^ej t^om Sreiecfe 
ACD tjL 

S. 109. 

II nf gäbe. Stan foll tin Z)reiecf in einanbere< Denoattbeto/ 
loe(Ae< |toei gegebene Seiten hat 

9 n f ( 6 f nn g. 3fi in Fig. 62 ba< 9Raa0 ber i^drfit be« gegebenen 
jDreie(M pq, fo nadie man ben 90tnfe( p » 90<^, nttb pr gleich 
'htxioilftt 90tt einer ber beiben gegebenen Seiten; bann ttebe man 
rq» mlditi Derldttgert wirb, gemer ntacbe man rD = 90^^ nnb 
DA rs DB =s pr, fo ifl AB bte eine gebebene Seite be« nenen 
2)reie<f<; au< A betreibe man mit einem 9labin</ we((feer fo 
gro8 ifl/ ali bie ^ilftt ber anberen gegebenen Seite einen Keben« 
tttit, me((ber rq im ungemeinen in tmei fünften m nnb m' f4inei# 
bet; einen forden ^untt m t^erbinbe man mit A, maöft mC ss 
mA, nnb liebe nocb BG, fo ^at bat Siuitd ABC {loei flegebene 
Seiten AB nnb AG nnb an^ bie gegebene ®rj0e, beren vBHaa^ 
hai ^Doppelte toon pq ifL ^ 

SBenn ber att< A bef<4riebenc 9teben(re{« ben Sogen qr nid^ 
in einem ober iwei 9>ttnrten erreicfit, fo i|l bte (Eonltmctton nn 
m^Iid^. 

i. HO. 

Vnfgabe. SRan foO ein Dreiecf wn einem beliebigen 9)nn(te 
feltte< Umfange« ani, in iwei gleiche 8:^eile t^eilem 

3ft in %. 63 D ber gegebene ^nnfr im Umfange be< DreieM 

ABC, fo (albtre man balDreictf »on ber f de A ani nad^s* 108 

6* 
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»un^ AE, m4e nadi $. lOl bat Drttrtf DEF = DEA, fo ift 

bal /Drcietf ABC bnrc^ DF t^albitt. 

IDenit e« iß ACE Me JS)i(fte i^oti ABC nnb ACE = CDE 

+ ADE r= CDE + DEF = CDF^ mm aber CDF bie ^dlfte 

«Ott ACB i|l/ fo ifi ADFB bie atibcre {)d(fte« 
8nfA$' tittf A^ttHi^^ litt fanit matt andi hat Srriect ABC 
bur(^ einen t)on D anJ^e^enben Sogen nad^ einem gegeben 
benen anberen Ser^dltntffe tbeilen^ nur ntnß^ »ie ta 3«^ 
fa( 1 SU $. 107, bann ein fBogen nadt bewfelben Set^&fo 
niffe oee^eilt werben , toat aber befannttidb bnrd^ tint tinß 
fadiie donjlrttction im KOgentefoen nid^t angebt 



tuinMit. 



tf^rfa((. &a< (albe SHaaf efatet ^araSelogramme« i(t fo 
groll, dM bit Cumme 9oit iioei anf einanber folgenben {nneren 

ffini «erminbtrt um l80^ 

01 Wli4» Sit Fig« 48 fei F bie Ord^e hti ^^araOfelogram^ 
Mfl Anco« bann (H nadi %. 106 ba« fRaa0 be« Sreietfg ADG 
M « -f w «f D — 180« itttb ba X = j nnb ADC bie ^iffre 

»•II F ijl, fb «l I = y + w + D - 180» ober | = A + 

D ~ m\ 

Büfett* Sit <ttt f^arafferogramnt gfeic^tofnleKg , fo i|l bai 

Olaaf wm Dierten Zf^ilt feined Sn^IM gleich einem 9Bin$ 

fe( bet |>araDerogramme< toerminbert nm 90^ 

F 
Senn loenn D » A ifl, fo i|l - = 3A — 180^ ober 

F 

•j s= A — 90. 

4 

S. 112. 

Kufga^c. SRan f«a dnegigav fo ein jQitabrat Mmanbcht. 

9»Hiiuni, 3ft Fig. 64 bcr Soflcit MM ta« (Dtaaf bcr 

giflmr/ fo coitßniirc man efn flref^fd^cnMfd«« Srcfrd XAB fo, 

M XA - XB = 45» + ^ öllb AB » 90» — 5^ fei, 

«crrangm Me bdbrtt arei^eit @<{(ttt, 6tt (It (r<4 te T fdjittcibe», 
»04« boim YO B TC, tic^e DG imb conftnifre {ti ABGO bie 
tt^nh gfdnr, fo iß biefe ba< gefiu^te Cütabrot. 

eewti«. 9a XA -f TD -t XB + TG « 90« + ~ 

ffl, fo iH AD « BG SS 90« — -^ imft aCfo AB s BG s 
CD B DA imb ia bfe ID{«M ABGD ofnAov oitd) drc{<^ jiiib. 



f 
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fo Ift ABCD tin Qnabrat; bai redprofe ^ataUtttQxamm ift ta# 

Int titnfaUi ritt Qitabrar »nb 6e)ei^iiee matt einett StitM befi 

fitbfu mit 9, fo {jl 9 =5 ISO« — AB ttnb olfo 9 = 90<> + 

MN 

-J-. 9bttt ifl a6er/ tocttit bor 3tt^att bcd vcdprofeit Dttabrotci 

F F 

mit F bqefdjfttet tofrb, ^ = 9 — 90<» ttai^ S. 111, a(fo ift -^ 

MN 

= -j- ober F = MN; bai Quabtat ffat o(fo bcit scsebettett 

S. 113. 

Stt^ef 9>aranelo0ratnme &6er berfelBett (ober ibtt gleicher 
®nttibKtt{e ffiib gUii^grof/ toenn (Te |ioif4ieit benfelben ®egetifre{# 
fett ent^aftett flnb« 

eetoeid. 2)a bie bciben ^araDefogramme gleite ®rnttb# 
fittfe fabelt/ fo fantt man fle in eine fol^e tage bringen/, baf fTe 
itt Fig. 65 b(e ©rnnbünie gemein ba^en; unb ba bie beiben 9>a# 
roSelogramme (wifc^ett benfelben (Segenfreifen enfbalren finb/ be# 
rett aSttte(fret< MN fein mag, fo ^albirt MN bie ©eiten AE, AG, 
BD, BF nnb and^ bie oier Siagonafen; ba^er flnb bie 2)reie(fe 
AEB nnb AGB na4^ $. 100 gkicbgroß, mib ba bie ^ araQefogrant# 
ne bnrdSi bie Diagonalen BE nnb BG l^albirt werben/ alfo imiß 
mal fogroß ffnb/ ati bie genannten Dreiecfe/ fo flnb bie ^araSe^ 
logramme ABDC nnb ABFE feCbfi gfeid^grof. 

S. 114. 

S e 1^ r f a 9« Sa< Wiaa^ efneS beriebigen Polygone« ftnbet man 
mtnu man wtt ber Gnmme feiner inneren SBinfel fo oft 180<^ 
fnbtra^irt/ aK batf 9>ol9gon Ctfen t^at, nnb {um Stepie wfeber 
360*> abbirt. 

9twtii. Semt jerlegt man bai ^olygon in fo wenige 
Sreiecfe, (di m^glic^/ fo ifl bie Sal^I ber Dreiecfe n— 2/ toentt 
ba< ^ofygon n 9tltm f^atf mb menn man bie ^aa9^ aDer biefer 
2>reie(fe gn einem Sogen an einanber fe^t/ fo tt^&tt man bai 
9Raa0 fftr ben 3nl}a(t F bti gan{en 9ol9gone0« 9Benn man 
übtt nad^ §• 106 bie 6ttmmen ber SBinfel biefer Dreiecfe Dereinigf/ 
n>eI4e bie Gnmme S aDer inneren SBinfel be^ ^olpgonet an^^ 
ina^ett/ fo mnf man f&t iebe< Dreied no4i 180® fnbtral^iren/ bOf 
^ ifl F = S — (n— S). 1800 ober an« 
F = S — n. 1800 + 360«. 
3ttfa^. "Dat SRaaf für ben 3n^alt einer gignr ergdnjt bie 
CSnmme i^rer Anderen SBinfel/ ober aüd^ ben Umfang ber 
reciproten gtgnr jebe^mat in 360o. 
fdtxotii. Segeid^net man ben Umfang ber reci^rofen 
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Sftgitr mit U, fo f(l, mil itU Btitt bcrfflbm beti gc^etu 
betlieontbett ffiinfel ber ttrfprAtigliAeti ffigit? ut ISO^' er« 
9An)t S + U s n« 180O, ttnb alfo F + U = 360« 
ober F + U » in. 

2)a aber ein fitttelrer SBfnfel einer gignr F ait4 bett 
Attferett SBinfel an berfelben ddt )» 180<» ergintf, f^ M 
ieber dn^ere SBinfel ber gtgnr F )ttni SRaofe eine 6eite 
ber reciprofen ^igur/ unb baljer ifl U au<^ ba< Viaaf f Ar 
bie Gnmnte ber Anderen QSinfel ber gigur F. 



•eometrifcfte J^erleftnng ber ^ornteln fftr ben Sttfani« 
»en^ang unter ten Gefteii nnb Sinfel« ber 

Sreietfc 

$. 115. 

Z)a bie (Sonftmction einet SrefecM ini fRIgemeinen (e^mmt 
IJt, toenn t^cn ben fec^it 6tä(fen/ ndmli^ ben brei Geiten ttnb brei 
aBinfeln befferben, irgenb brei gegeben ffnb, nnb bie brei ftbriaeit 
&t&dt Ui DreiecH ani ben brei gegebenen bnrc^ Sonitmctiott 
l^ergefeiret »erben f innen, fo toirb ffcb ber Sufammen^ang nnter 
ben itdii 6t&dtn tinti Creietftf anc^ bnrcff aritl^metifcbe ^mtebt 
bt £ebrfAben antbrAtfeit (äffen, wtldttn gemd^ man bann an^ 
ben Sagten fdr bie brei gegebenen Gtdcfe eine« IDreieM bie 3ab^ 
(en fdr bie brei baoon ab^dngenben ibrigen 6tft(fe beffelben bnr^ 
fRec^nnng herleiten fann» llnc^ ber Snbair nnb Umfang tinti 
Z)reie(» nt Affen ant ben brei Ceflininittng«#®td(fett beffelben be» 
rechnet werben (innen« 

* 3n biefent Sbfc^nitte foDen nnn bie er»d^nten ^omteln fdmnit^ 
üdt unmittelbar ber geometrifc^en Conflmction entnommen merben, 
bamit (Icft bie Sehrac^tung nie wn ben in Siebe (lebenben (Brikett 
felbfl entferne. 9Qenn aber aOe anarytifc^e J^erieitnng {urAcfge« 
toiefen wirb, fo mn^ bafAr bie geometrifcfie eintreten, »e(<4e uic^t 
feiten uoc^ einfacher , auf jeben %aVi aber lehrreicher unb 
antie^enber iH; biefe SRet^obe ifl bie ber Sllten, il^re Sema^lAfiK 
gttttg.rAcfit fld^, i^re girberung ift preitfwArbig« 3nnA<4fl a(fo 
»erben bie gormein fAr ba< re^twintelige unb reditfeitige Sreietf 
hergeleitet loerbeU/ unb bann fpAter bie fformeln fAr bie Vxtitdt 
überhaupt; an^ migen anfAnglid^ bie Antreten Heiner «W* ein 
Anabrant fein. 
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S. 116. 

Ce^rfal* . Der Coffitis< ber S^pp^ttnuit Hnti ttd^tmlnUli^tn 
SfrircM ift eis 9rpb«ft aui teil Coffnnd feiner (eiben ftat^eten. 

OeiDei«. 3» Fig. 66 fei bat Dreietf AGB an G ttifiß 
wbMii ntib O ber fRittelpisitfr ber Itager/ bie Attgelrabiett Ok, 
OB, OC »erben )^rl&ngert ; bnr<^ einen ^mtt R in ber Ser(dn# 
2nw% wn OA lege man eine C6ene PAQ fenfre^t auf OR, 
iinb %0n btefer Cbme nt6gen bie Cbenen ber (Seiten be< Z)reie(M 
ABC In RQ, RP nnb PQ gefcl^nitren werben« JDa nnn OR anf 
PQR ^tntttibt ift nnb ORQ bur« OR gelegt Ift, fo ße^t on<» 
ORQ ittf PRQ nnb alfo oud» PRQ auf ORQ fenfre^t, nnb ba 
nad^ bflr Bnnaf^nte ber SBinfel AGB tin rechter nnb a(fp and^ 
OQP otf ORQ fenfre^t. {(l^ fo (te^t oitc^ bie Z)urd)f(()nttt<iCinie 
PQ fenkre^t anf OQR. Sa^er fontmen «fer red^twintelige ebene 
2>reie(fe$9or: OQP ifl an Q> PRQ an Q> OQR an R nnb OPR 
m R re^tminfelig« 

3m jDreiecfe POQ iH OQ =s OP cos BC, nnb int 2>reiec(e 
ORQ i|l OR = OQ cos AQ alfo OR s OP cos AG . cos BC, 
snb ba im ^Dreiecfe OPR an^ OR ss OP cos AB i|t, fo ifl 
offenbar OP cos AB =s OP cos AG cos BG ober anc^ 
^os AB SS co^ AG • cos BC 

anmtrfnng. S>at fo eben betoiefene Sl^eorem ifl bat 9lna# 
logon tt» Batiti oon ^pt^agorat fftr bie fManimetrie in i^inffc^t 
mf bie arifywetif^e iBebentnng biefed Ga$e</ nnb e& fann ani 
i^m ber yloiimetrifcbe 6a6 toieber gefolgert »erben« Ueberl^anpt 
f6nnen ani btn gormeln ^r ba« fpf)Artf4ie Creietf bie analogen 
gomeln fAr lad ebene 2)reie(f hergeleitet werben / nnb ti toirb 
tiefe ^rUitnn] weiter nnten ebenfaOtf ge{eigt werben« 

S* 117. 

tel^rfab* iDer Sinnt einer Stattjttt ifl gfeid^ bem ®inni 
ber ^ypotennft/ »iltiplicirt mit bem Ginn« be« ®egenwinfeU je# 
ner Xat^e« 

8ewej«« S« fei Fig. 66 bie (Eoitflmction/ wie im S« 116, 
bann iff im Sreietf i OPR bie Aatbete PR s= OP sin AB ; im 
Z)reie(fe PRQ ifl PQ » PR sin PRQ = OP sin AB. sin PRQ, 
ober, ba PRQ ba< IRaafi be« SBinfeW BAG = A ber beibm 
ebenen OAG nnb OAB i^, PQ = OP . sin AB . sin A, nnb 
ba im Sreiecfe OQP asc^ PQ » OP sin BC ifl, fo ifl OP sin 
BG a OP • sin AB sin A, ober anc^ 
sin BC SS sin AB • sin A. 

§« 118. 

(e^rfab« >Die SCangente einer Antrete tfl greic^ ber Xan^ 
gente ber ^ypotennfe, mnltipltcfrt mit bem Cofinn« be« Sinfe»/ 
ben fie mit ber jtot^ete madjit« 
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eetoei«. Sit Fig. 66 {(I RP » OR tng AB Mb RQ=^ 
RP cot BAG, olfo andi RQ » OR tng AB cos A «nb ba IQ 
s; OR tDff AG {fl, fo iü OR tng AG » OR tng AB. co» A 
ober tng AC » tng AB • cos A. 

%. 119. 
Sel^rfat^. ^i^ Saitgetite einer StatfttU efne< re^ttoinrAgett 
lireieM ijt gfei^ ber Sangente i^re< ©egentDinfe« , mn(ri)iictrt 
mit bem einai ber mibereit jtat^ete. 

8eloei«. 3tt Fig. 66 ifl PQ =s RQ tng A imb IQ = 
OQ sin AG, alfo PQ = OQ tng A * sin AG itnb ba aid^ PQ 
:=» OQ tng BG m, fo iü OQ tng BG » OS tng A . sn AC 

Ober auät / 

tng BC s tng A • sin AG 

§• 180. 

CeMfab* Ser (Eo(litu6 eine« SBinfeM fit einem itdttmin^ 
religett Sreiecfe ift gCeic^ bem (Eoflnnt ber ®egett(at^ete, /tttt(tip({^ 
ein mir bem dnui bti ottbereit SOinfeU. 

e e tt> e t «. SRati erg&n)e in Fig. 67 bie Statfjttt G A tiA bie ^9# 

yotenufe AB in dnabranteii, »dm(i<^ CD = BF =90<>, itnb 

{ie^e FD, fo EFD ebettfaO« ein ati F recbnoinfelige« Sreiecf unb 

' FD ^ B » 90<^, toie att^ D + CB « 90«» (nac^ 1* 64) tmb 

ba sin FD s sin DE. sin E tiacft $. 117 ift, fo fat moit onf 
ber 6teSe: cos B » cos CA . sin A. 

%. 121. 

Se^rfab* iDie i^ypotennfe tinti ret^ttoinfeTdeit SreieM iß 
eilt 9)robti€t out beit Cotongettten ber beiben SUpttt m f^r. 

ßttotii* Z>a in Fig. 67 nac^ %. 118 i^ mg FD == tngE« 
sin EF, fo iit cot B » tng A . cos AB, ober att<|f cos AB = 
eot A . cot B« 

Bnmerfnng. Sie Mrite^enben fe<4S e^rf&be finb einfac^^ 
ttttb ba^er Iei<^t im Oeb&c^tniffe in bewahren; jle brAden auf 
eine t^oDIlAnbige SBeife om», loie man, abge/e^en wn bem recfteett 
WÜinM eine» red^tminfetigen Z)reie(B an< t^ei bon ben fftnf 
6tft(fen beffefben bie bref Abrigen berechnen fann. 

{. 122. 

Cei^rfab- Sie ttor^fn bemiefenen Ce(rf&(c getten Don Jiebem 
red^twinreligen Sreiecfe. 

Seweig. 3il in Fig« 68 AGB ein re^tminfeRgeg Sreietf, 
iborin bie «atmeten CA unb CB Heiner att 90» flnb nnb ifl D 
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bet (StQtniptmU ^n B , fo tfl tm uditwintfli^tn Crriecf e DGA 
bie. Stattfitt €D > 90^ uitb CA < 90«^ unb n>enn £ ber ®egnt# 
puitft t^ott A fil/ fo (Tnb tm reclbttoinfcrigeii ^Dreiccfe EDG btlit 
Stattittm CD unb CE > 90^; baber 6rau((^t nur no(|^ S^i^tgt |tt 
loffben, ta% ble t^origett Sa^e ou(4 in ber Ünwenbung auf bie 
Sreietfe DGA itnb DCE ri^tig finb. 

SZc^mett totr bett €a$, ba^ cos AB = cos AG • cos BQ 
fo in cos AB =s — cos DA, cos BG = — cos DQ unb cos AG 
= — cos EG, alfo ffl cos DA = cos AG . cos DG unb ba 
AB = DE ifl^ mdi cos DE ^ cos DG . cos EG) bal^er gilt 
ber (Sa$ au<b wn ben Creiecfen DAG unb DEG. 

Sluf itinüäit fixt jetgt man bie allgemeine ® AIHgfeit ber f Auf 
öbrigeit GA^e. 

anmerfung. Cin SInfdnger tffnt totW, ben fBttocxi ga»| 
attd)ufä^rett; bobei wirb er ffc^ biefe wichtigen @&6e iug(ei(^ tie^ 
fer einpr&geu« 

fi. 123. 

Se^rf&^e« Scn ttn Seiten unb SBinfern eine< rec^tfeitfgeit 
SreiccK gelten bie folgenben fe^ii Se^rf&^e: 
1« jDer (SofInnS iti Slebenwinfel« ber Jpypotenufe ifi ein 9ro^ 

bttct ani ben SofFnud ber beiben Aat^eten. 
8« 2)er Ginud einer itat^ete tfl g(e{(^ bem @inttd ber i^9po# 
tenufe/ muftiiplicirt mit bem Ginui ber ®titt, mUtit ber 
Aat^ete gegen&ber fiegt 

3. Die SEangente einer jcatftete iß g(ei(6 ber Zangente beä 9Ie# 
benminfefd ber |)9potenttfe/ multiptictrt mit bem Soflnud ber 
eingefc^Ioffenen 6eite« 

4. 2>ie SCangente einer StatfftU ift g(eid) ber S^angente i^rer 
©egenfeite^ multiylicirt mit bem Sinud ber anberen Aot^ete« 

6. £er doflnui einer etitt *) {fl gleich bem CoflnuS ber ®e^eii# 
tatfftttf multiplicirt mit bem 6inuS ber anberen Seite* 

6. Der (SofTntrt beö SZebenminfeK ber i^ppotenufe ifl tin 9x90 
tuet aut ben Sotongenten ber beiben an ifix befinblid^ett 
etitnu 

Setoef«« 1. 3fi fatFi^. 69 AB = 90<> eine &titt beöDreied» 
AGB unb G feine Jpyyotenufe/ {Tnb a(fo A unb B feine Xoß 
t^etett/ fo confimire man bai reciprofe Dreiecf DEF, ioe& 
ilti mm an E red^tminfelig {|l. Uzbvcfjonpt iß nun nidiit 
itur AB -f. E » 180% foubem andi AG + F = 180<>/ 



^ fSenn eou ben Sunctionen etncd fßinleto in einem re^tioUileUdett IMtät 
bie Rebe ift, fo loirb man nie ben testen SBinM meinen/ unb wenn eon 
ben Smutionen bereeiten eines ced^tfeitiden SDceiedPi bie Siebe ift, fo »irb 
man nie bie Seite meinen/ weC^e ein Cluabrant ift 
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BC «f D SS 180^ OF -f G e l80^ FE + A » 180« 
ttnb DE -1- B B 180<>« Zanun cos DFsscos DE.cosFE 
itnb arfo cos DF = — cos G =s cos (18(K> — C), 
cos DE B — cos B, cos FE = — cos A ifl, fo i|l 
cos (180« — C) » cos A • cos B> moburd^ bie crfte Ce» 
bauptung bmfefeh ifi* 

5. Ca fertter sin FE » sin DF . sin D i^, fo fnat man sin A 
SS sin c . sin BQ ttttb ebmfo finbct man no^ sin B sr 

sin C • sin AC 

3. Z)a tng DE » tng DF cos D ift, fo bot titait — tng B 
s — tng G • cos BG, ober and^ tng B s:; tng C180<^ — 
G) • cos BG; auf d^ttticf^e 9rt ftnbet man ttodji bie gomel 

tng A = tng (180<> — C) , cos AC 

4. aSeil tng FE SS tng D . sin DE i^, fo ift — tng A » 
~ tng BG • sin B, ober andt tng A » tng BG • sin B; 

ttnb ebenfo ftnbet man no<^ tng B =s tng AG • sin A* 

6. Da cos F SS cos DE . sin D ift, fo ifl — cos AG «« — 
cos B « sin BG ober cos AG ss cos B sin BG; ebenfo fui# 
bet man nocb cos BG « cos A • sin AG. 

6* SBeil enbltc^ cos DF ss cot A.cot B ift, fo ifl andt — 
cos G s — cot AG. — cot BG ober cos (180<^ — C) 
SS cot AG .cot BC. 

S. 124 

itfitiafi. 3n einem jeben fp^drifcfien Crefetfe t^er^aften fldt 
bie 6{nn< {meier Qeiren tn einanber/ mte bie Ginn* t^rer <ic# 
0en»{nfe(. 

IBeioei^. 3n Fig. 70 fiOe man wm GAeitef C be< be« 
riebfgen CreiecM AGB anf bie ^^runbünie AB ba« ^ofb GD, bann 

ift nadt §• 117 sin GD := sin CA . sin A nnb and) sin GD « 
sin GB sin B, bO^er ift sin CA. sin A » sin CB.sin B, ttnb 

loirb biefe ©(eid^ung in eine 9)roi)orHon nmgefet^t, iu ift fit 

sin GA sin B ^ ^ sin AG sin BG ^^^ ^ ^ 
sin CB sm A ^ sin o sm A 

£of^ GD an0er(alb Ut IDreiecM fiüt, fo t^at man nur {u beai^ 
ten, baf Kebenminfel gleiche 6intttf ^aben; ftbtigend ifl bann ber 
fämtli, tDie «)or^{n. 

Knmert jDa8 i^orfle^enbe S^ecrem Fonn andi atfo an<sebrä<ft 
loerben : 3n einem jDreiecfe ifl ba< aSerf^dltnif gmifcben bem 
Clintt< einer 6eite nnb bem Ginn« il^red (BeflenminfeU 
fftr aDe brei etittn bafelbe« 

3ttfa( 1. %iUt man in einem Dreietfe wm Cditiul tlnt^ 
SBtnreM anf bie (BegenfVite tln 9)erpenbife( , fo ifl bai ^robnct 
an« bem 6inn< biefcr Geite nnb bem 6inn< be< 9>en)enbireM 
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gletd^ Um 9>tota€te ani htn 9inni ber bribett anbcrea Geftftt 
itnb bem Cftiitf Ui wn itjntn eingefd^IofTenett SBtafeltf. 

etiotii. Sa itt Fig. 70 nadt S* 123 sin AB. sin B ss 
sin Ca. sin G nttb sin CD » sin CB.sin B ttact) S« 116 ifl/ 
fo eri)d(t man iutdi Wultiplifation sin AB • sin CD « sin B =: 
sin CA .sin CB sin G sin B, ober tinfad^tt: 

sih AB . sin CD s sin CA • sin GB • sin C 

3nfat( 2. gftSt noit in einem jDreiecfe wm Cd^tittl tbM 
SDiitfeU auf Mc .CSegenf eite tin ^erpenbifel, fo iß bat 9>robttct 
and beut 6itttt« biefe« ffifnfeld »ab bem @tntt0 bti 9>erpeabifett 
gleiA bem ^robncte an* ben &inn* ber beiben anbereit SBiitftf 
nnb bem tiinni ber Qtitt {»ifc^eit i^nen. 

Setoef«. Da in Flg. 70 sin AB. sin B =sin GA«sin C 
nnb sin CD a sin CA • sm A i|l , fo er^&It man burcft fBtnUU 
plifatiott sin AB, sin A • sin B • sin CA s sin G . sin CD« 

sin GA ober einfa<lb^: 

sin C • sin CD «sin A • sin B • sin AB. 
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Ce^rfa^ Cer Coffnnt einer etitt tintt htUAiien CreieM 
iit iMdi bem ^robncfe an* ben Ginnt ber Reiben anberen 6e{# 
len nnb bem Coflnnt btt oon i^nen eingefd^Ioffenen SBBinfeM/ iKr# 
meiert nm bat yrobnct ber Cofinn« eben biefer 6eiten* 

8emef<* 3n Flg. 71 «»erldngere man bie brei Stn^tUfRoß 
bien MA, MB, MG ber (SOm bt« fp^drif^en Sreiectt ABC» 
tnxdi einen ^nntt P wn MA lege man bie beiben (Ebenen PSA 
nnb PQR fenfred^t anf MC nnb MB, »ooon bie (Ebenen MAC 
nnb MAB in PS nnbJPQ nnb bie (Ebene BMG in SR nnb QR 
gefd^niften werben m^gen; bann (leben bie beiben (Ebenen / nnb 
a(fo and» iffte 2)nrd>fc4nitt<$Sinie PR anf ber (Ebene GMB fenf# 
red^n Semer i(l ber ffiinfel PSR bat ^aa^ bet aSinfe» ACB 
ober G nnb PQR bat 9Raa0 bet SBinfelt ABC ober B« SDlan 
iiel^e anOf no(^ ST paraOel )n RQ nnb RU fenfred^t anf ST, 
bann ifi ber Sinfet USR, meil feine 6dienre( anf ben eäitnltln 
»et flOinMt CMB fenfred^t fielen/ biefem SBinfeC gleidSi, beffeti 
9kaa$ ber 9oitn CB ifl. ferner ifi MQ «= MT + QT ober 
MQ « MT + RU. 3m red^tminfeligen Dreietf e PMS ifl Unit 
PS SS MP. sin AQ imSreiecfe PSR fß SR ss PS cos C; alfo 
ond^ SR a MP« sin AG« cos C nnb ba RU » SR sin RSU » 
SR.sinBCifl, fo ift 

RU = MP«sin AC.sin BC.cos C 

gemer i|l MS » MP cos AC nnb MT s MS cos BC, 
a(fo ift MT B MP. cos AC . cos Bc, nnb mithin MQ ss MP 
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(sin AG.sia BC. cos G 4* cos A.G«cos BG) lutb ba aitd^ MQ 
s MP cos AB i|l, fo ift offenbar 

cos AB =: sin AG • sin BC . cos AG • cos BG*^ 

Huf iftnlidtt Vrt {{nbet man nocb in {)ütfld^t auf bis beiben 
anberm Griten bie ^ormefo: 

cos AG = sin AB • sin GB cos B + cos AB • cos GB nnb 
cos GB =: sin GA • sin BA cos A -f cos GA . cos BA« 
Ünmerrnng. £{e SDsemefobeit btefer gormefn mrb Md^t 
mtl^t, ittbem man in bem SDrelecfe AGB bie brei SRebenbreietfe 
conflruirt/ nnb bf e SttcbHgfett bev gormein in ber 8nmenbnn0 anf 
bfefe Kebenbretetfe tetgt 3fl ber SBinfel G ttn vtdittt, fo ifl 
cos G =5 o nnb alfo cos AB = cos AG • cos BG^ mie im S- 116. 

§. 1S6« 

Sebrfa$. IDer (Soflnni eine« SBinfeU in dum beliebigeti 
JDreiecfe ifl gleich bem ^robncte an6 ten Ginn« ber beiben axiß 
beren 90infe( nnb bem Coflnn« ber Don i^nen eingefcbfoffenett 
6eite^ Derminbert um ba« Vrobnct ber SofTnu« eben biefer beiben 
aBinfer. 

Setoei«. 3n Fig. 12 fei )nm Sreiede ABC bad reciprofe 
SreiecT A'B'C conitrutrt, bann ifl nad^ §«126 cos A'B' = 

sin A'C sin KC cos C + cos A'G'. cos B'C , nnb ba nm 
cos A'B* = — cos G, sin A'G = sin B, sin B'C =: sin A, 
cos A'G SS — cos B, cos B'C ss — cos A nnb cos C ss 
— cos AB ifl, fo iiat man — cos G == sin A . sin B. (— cos AB) 
+ ( — cos A). ( — cos B), ober auc^ 

cos C — sin A. sin B. cos AB — cos A. cos B. 
Sbenfo ftnbet man ned) bie beiben fofgenben gormein : 

cos B SS sin A • sin C . cos AG — cos A « cos G ttttb 
cos A SS sin B • sin G . cos BG — cos B . cos G. 

5- 127. 

8e^rfa(* 2)er Ginn« einer Geife mnltiplicirt mit bem So^ 
fitttt« eine« aBinfel« an if)t ifl gletcb bem ^robncte au« bem So^ 
ffnn« ber ®egenfeite biefe« SSinfel« nnb bem Gtnu« ber britten 
Geite/ «)erminbert nm ba« ^robnct au« bem Ginu« jener ©egen^ 
feite ^ Ott« bem Softau« ber britten Gette nnb bem Soffnn« be« 
SBinfel«/ ben biefe beiben Geiteit einfcbüefen« 

SBetoei«* SBemt in Fig. 71 biefefbe (Eonftmction, wie im 
S. 126, imaäit ift, fo iUST = SU + ÜT ober ST = SU + QR. 

Knn i|l aber PQ = MP sin AB, QR = PQ cos PQR =s 
PQ cos B, alfo andi 

QR SS MP sin AB. cos B. 
tia SR = MP sin AG. cos G nnb SU ^ SR cos RSU » 
SR cos BG ift, fo ift SU = MP sin AC cos BC « cos G, nnb a(fo 
ST =s MP (sin AB. cos B + sin AC.cos BG.cos C). 



r 

f 
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jDa abtt attc^ ST ^ MP cos AC . sin CB {(t/ fo f^at man 
ofenbar 

cos AC • sin CB = sin AB . cos B -|- sin AC • cos BC . cos G, 

ober sin AB .cosB = cos AC . sin CB — sin AC . cos BC cos C* 

Snfa^ 9eie{Anct man in Fig. 72 bie mnht btt ^xtitM 

mir A» B, C unb i^rett (Segettfetten mit a, h, c, fo ffot 

man alfo bcmSel^rfa^e gemA^ ble forgcnben fec^d gomteln : 

sin b« cos A = cos a sin c — sin a cos c cos B, 
sin b. cos C » cos c sin a — - sin c cos a cos B, 
sin a. cos B =s cos b sin a — sin b cos c cos A, 
sin a. cos G =3 cos c sin b -— sin c cos b cos A, 
sin c. cos A «= cos a sin b — sin a cos b cos G, 
sin c cos B s cos b sin a — sin b cos a cos C. 

i. 128. 

8 e ^ r f a $. ^tt Sinnt eine« ÜBinfe» mnltipUtitt mit bem 
(EofTttnt einer Gette an iffm tft gleid^ beut 9>robitcte a»t bem Co# 
ffirad bei (StivmiUli btefer Ctitt itnb. beit Siimt Ui bdttett 
SStnfeU/ «)erme^rt tim ein 9>robnct ani bem @tntti jene< (Begen^ 
»infeM, ani bem Soffnnt bei britten SBinreK nnb bem Sofinni 
bev Ctitt, »eldiie itt>if4ett biefen beiben SOBinfeln liegt 

fßtmtii. SSenbet man bie ^ormel sin b cos A = cos a 
sin c — sin |i cos c cos B auf tai tttiptoU 2)re{e(f an, fo ftat 

man sin B fit sin b, — cos a fftr cos A^ — cos A fftr cos a,, 
sin C«fftY sin c, sin A fir sin a^ — cos C für cos c nnb — 

cos b fär cos B in fe^en^ nnb ^ierbnrc^ txfi&lt man 

sin B cos a SS cos A sin C -|- sin A cos C cos b^ nnb ebettfo nod^ 

sin B cos c = cos C sin A -|- sin G cos A cos b, 

sin A cos b =» cos B sin C -j- sin B cos C cos a^ 

sin A cos c =s cos C sin B 4- sin G cos B cos a, 

sin C cos a =3 cos A sin B -f- sin A cos B cos c, 

sin G cos b =s cos B sin A 4* sin B cos A cos c^ 

anmerfnng» Sie gormein im §• 127 nnb S* 188 ent^al# 
ten^ eine jebe, f&nf 6tft(fe bei jDreie(M^ itnb f jnnen ba^er/ totnn 
ani brei GtAtfen ein Diertei bered^net werben foB/ ni^t gebrandjft 
werben* 

§. 129« 

itfi r f a $• Um ani gtoei Stittn nnb bem efngefdiiloffenett 
SBittlel bie Tangente einei anberen SBinFeK )tt fbtben/ biDibire 
man toi 9)robn€t ant bem Ginni ber ®egenfe{te bei geftt4»teit 
9QinIeIi nnb bem 6inni bei gegebenen ÜBinMi bnrdlf ben Steffi 
welcher bleibt/ toenn man wm 9>robncte ani bem Coflnni ber 
Oegenfeite nnb bem Ginni ber anberen Geite fnbtral^frt bai fhnM 
bnct ani bem Ginni ber Qegenfeite, bem Soffnni ber onbere» 
Gefte nb bem Coirnni bei gegebe« SSinMi* 
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PR 

Sa In Flg. 71 tag B =s ^, ferner QR = ST - SU « 

MP (cos AC sin CB — sin AC cos CB cos C) itnb PR=MP. 
im AC.sin G ift, fp ^at matt auf berGeeDe bte gefuclire ^ormel 

^ « «in AC . sin C 

^ cos AG sin CB — sin AC cos CB cos C * 

Stt Sittoettbititg ber IBetef^ttang itt Fig. 66 l^at man a(fo 
hm Cc^tfa^e sewdf bie fofgeitbett gontteftt: 

tag B B --— ; — =-- 

" cos b sin a — sm b cos a cos C 
tag b ♦ sin C 

cos a (tag a — tag b cos C) * 

. sin a sin C 

tag A « 



cos a sin b — - sin a cos b cos C 
tag a.sin C. 

cos b (tag b •— tag a cos G' 

. sin a sin B 
tng A s ^ 

^ cos a sm c — sm a cos c cos B 
tag a*tin B 

cos c (tag c — tag a cos B* 

^ sin c sin B 

tng C s 



cos c sin a — sin c coa a cos B 
tag c.sin B 

cos a (tag a — tag c cos B) * 

^ sin c sin A 

tag C = 



cos c, sin b — sin c cos b cos A 
tag c.sin A 



cos b (tag b — tag c cos A ' 

^ sin b sin A 

tag B« 



cos b sin c — sin b cos c cos A 
tag b • sin A 

cos c (tag c — tag b cos A)* 

$• 130. 
9e^Yfa$. «tt« (tvei SBinfeltt itttb ber efttgefd^rofTettctt Seite 
fitlbet ntatt bie S^oitgente eitter aitberett 6eite, u^eittt matt ba< ^riM 
bttct att< bem einnt tiftti eegeittoittfen nnb bem GittuS ber ge^ 
Sebettett 6eite hMiitt tutät bie etmmtf wüd)t mm er^&ft/ wenn 
man tum 9>robn€te ani bem doflnni Ui (SesenminfeU nnb bem 
€intt< be< anberen SBinfefe abbirt ba< 9)robnct att< bem 6innS 
M (BeflcnminfeM/ bem (hfbM bti onbcrm SBinfrM nnb bem 
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a^finut ber 6etfe/ ml6)t wn ben beiben 9B{itfe(it efit0ef<(roffcit 

wirb. 

Xit i^cr(e{titii0 ifl am bequemflett bei ber HiMnibitifS bc< 
rect)|)roreii l^xtUdi tttib bte ^ormein felbfl fcnb: 

sin B • sin c* 

°8 "* cos B sin A -t" ^^^ ^ cos A cos c 

tng B . sin c 

^ cos A (tng A -f tng B cos c) ' 

sin A.sm c 

^ ^ cos A sin B -|- sin A cos B cos c 

tng A.sin c 

"^ cos B (tng B -|- tng A. eos c)' 

sin A.sin b 

^ "^ cos A sin C «f ^i^ A cos G cos b 

tng A • sin b 

cos C (tng G 4- tng A cos b) ' 
sin C.sin b 

^ ^ cos C sin A 4* *>^ C <^<» A cot b 

ing G.sin b 

** cos A (tng A -f tng G cos b)' 

sin G • sin a 

^ '^ cos G sin B -f ^^^ C cos B cos a 

tng C.sin a 

"" cos B (tng B + tng C cos a)' 
, ^ sin B.sin a 

^ ^ cos B sin C -f- sin B cos C cos a 

tng B • sin a 

"" cos C (tng G + tngB cos a>* 

Sttinerfnttg 1. 2)ie gormebt im S. 129 imb S* 130 mtt 
bcs timiftnlid^ in eitt toenig DerAitberter ®eflaft anfgefleOt/ loiy 
bttr4 aber ba< Oef^dft be< ®ebd<|»ttti0e< erfd|fi9ert loirb. fRan 
^at Mfit att(6 aSerCei aittetitoiiif4e Üleaebt fleoebeii; bie tfnfaäiftt 
9teae( aber ifl bie ber Üei^ttli^feit tnif ben gfomebt ber ebenes 
Snsottometrie, loelAe naii eben bettoegen fo i»iel alt mi^päi l^n^ 
Mrtrelctt lagen/ nic^t ober ^^ren foK. 

smm. tnsT b.sin G 

tBotn man |.e. in ber ffi^rael tngB» ^-2 —..^ — - 

* OD cosa(tnga — tngbcosG 

bie Sorfnben tng »egi&f»/ nnb ^r cos a an bieetflTe feMCin«/ 

b sin G 

fo cr^ mtm bfc fonncl tng B as r ;; ter cficnm 

• — D CM ti 

ZtiMurntttitt mUbt mü ber Mrfactt fit bat (iBhixUAt HttUd 
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(|Y09e aefftiKc^fcit taat Z){e gonneln im s* 130 aber tann man 
haxan Utjalttn, ba0 (Ic mit ben gormeln im $. 129 bfefelben ffnb, 
loetttt matt ttur bie lUintn Su((»fla6ett in gro^e uitb tsmgetebrt, 
itttb flatt be< Sorieic^eti« — im )meirett SC^eUe be6 Stenner« ba< 
Sotific^ett + ttimmt 

9lttmerritit0 2. 2)a itt Fig. 71 PK » MP. sin AG. sinC 
ttttb PA = MP sin AB sin B ift, fo folgt ffutaui bie ©Uic^img 

• Ar. • -r^ • AT> • « w ^^'^ ^C sin B . 

sin AC sin C =: sin AB. sin B ober -: — rz: = -; — 7^, to(e 

sm AB sin C 

im %. 124« 

9lttmerftttt0 3. Sie im §• 125 — 130 gefiittbencit ^ormelit 

^a(ett eine f&x tat ütecbnett mit Logarithmen unbequeme gorm; 

ba^er ^at man anbere (Sleicf^ungen gefucbt, loerd^e bie gorm Dott 

Proportionen ffaitn, ober bo4> einen ebenfo btqntmtn ®ebrau4 

ber togarit^meu/ al« bie Proportionen/ {ulaffen/ unb {tt i^rer 

Seometrif(^en J^erUitung ge^en wir Je(t Aber* 

S* 131. 

te^rfa^* 8e|ltmmt man in einem Sreiede ben $nn,ft, XütU 
d^tt wn ben brei Stfen be« Sreiecfö gleichen übflanb f^at, fo ifl 
bie SCangente biefeS Hbftanbe« gleid^ bem Cinut ber ^dlfte einer 
eütt, bi)oibirt burd^ bai ^robuct ani ben SofTnutf ber falben 
beiben anberen &tittn unb ani bem Stund M SBinfeK/ ben ffe 
einfc^Iießem 

Setoei«. (SS fei in Fig. 60 ABCT ba« Creietf^ befrenSBin« 
fei mit A, B, C unb beffen Gtittn in berfe(ben Crbnung/ in to^U 
4er fit Un SBinfeln gegenüber (iegen^ mit a, b^ c bejei^^net fein 
mögen ; X fei ber ^nnttf mtldjtr von ben (Scfen bei Dreiecf i glei# 
d^enUbflanb f^at, ABC fei bai SZebenbreietf an ber 6eite AB=c; 
ftber^iaupt fei bie Sondruction/ mie im §* 106/ unb ber S(b(ianb 
XA fei mit r be)ei4inet 3laäi ^. 1243ttf. 1 ift fmDreiecTe mCn 

sin mn. sin CR =.sin mC. sin nC sin C; 

ba nun aber mn = bem SBinfel X, CR «= AP s=: 90« — r^ 
mC + — « 90°/ nC + — = 90°, unb C « C ifc fo^ot 

man offenbar 

b a 

cos r* sin X es cos — cos -r sin C^ 

unb ba im rec^twinfeHgen Sreiecfe ADX ouc^ sin r« sin X = 

c 

sin AD = sin -r ip^ fo er^It »0»^ tociin b{(f( ®(d(^itn0 ttxtät 
itnt bfvibirt wiib, 
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c 
sin - 

tng r = . j galt} c6eiifo finbtt man «pc|| 



a 
cos-. 


b 
COS- . 

. b 


sin C 


• 




sin- 




C08|. 


c 

C08-. 


sin B 




SID - 


•' 



tng rs= " »IIb 



tt.gr=-.^ ^ 

COS — . cos — « sin A 
2 2 

SBeiter mUn toerbeit nod^ anbete Sormefn fit bit mit r bu 
itidßttt (äntftxnnnQ ^ergelettef totxitn. 

§« 132. 

• « 

2e^rfa$. £er negative SoffttttS (er Rafften @ttmme ber 
brei SBinfel dnti 2>re{e(fä »er(>&lt fTc^ tum ®imi eines bfefer 
aOinfef^ lote bai 9>robucf auö ben &nni ber J^&Iften ber biefen 
SBtnfel einfd^Ife^enben Seiten ffd^ {nm Qoflmtd ber Ratten britten 
Seite »er^dlt 

Sern ei«. 3n Fig. 60 fei ABC baS t^orgelegte Dreiecf/ nnb 
bte (Sonilruction^ mie im S* 106^ bann ijl nac^ §.131 tng XA . 

AC BC AB 

^'^s -ö- COS — sin C = sin — ; »Irb nnn aber CA = b, 

BC = a^ AB = c gefegt/ fo iiat man offenbar 

^ a 1) c 

mg XA . sin — sin — . sin G = sin -^ • 

AB 

nun ifl a6er nadi S* 117 tng XA * cos XAD = tng — nnb ba 

XAD + D Am' =« 90^ ifl, tnp XA • sin oAm' s tng - , alfo 

^at man bnrd^ bie Serbinbnng biefer Olei^fnng mit ber vorigen 

a . b 

sm — sin — 4 , 

2 2 sm oAm 



c sin G 



cos- 



A 4- B -!• C 

nnb ba oAm'= — -!— ^ — ^ 90«^ iH, fo t|l offenbar, »le 

behauptet »mU, 



— 02 — 



— cos ; A + B + C 2 2 



sin C 



cQSj 



auf A(|nrt({)c Srt er^dlt matt nedi bie beib^tt gormeftt: 

. a . c 

. * ^ ^ sm— sin — 

-cosJJA + B + C) _ 2 2 

sm B 





b 


^ 


COS 


2 




. b 




c 


sin — 


sin 




2 




2 



— cos ; (A + B + C) 

sin A c 

cos- 

3ttfa6 L £er @{tttt< hti ffatttn Sn^alte« efoc« Xuitdi t(l 
gleich bem ^robuctc aat bett (Sittud ber Jg)&[freit }tDe{er 
Gettctt unb bem einni Ui eittgefAIofTetten SBittfeK, bioi:! 
birt bnxdi ben Soflnut ber l^albett britten Seite* 

!B e n) e { 4* 92eitnt matt nimlidi ber Xirje toegett bad 
SRaafl ber ®r6ße eine« jDreiecf«/ toeld^e« mit A bejetcbnet 

feitt mai, bett 3n^a(t/ fo iß itadgi §• 107 y *= — ^ — 'o 

= oAm' = o'm' itnb alfo 

a . b 
sin -- sin — sin C 
A 2 2 
«n-= . 

cos- 

3 Ufa 6 2. 2)er einni bti ^albett Stt^aM eittei Dreietfi ift 
gleid^ bem ^robucte ani ber Xaitgettte ber ^a[6en ®rttttb# 
[inte ttttb ber Xattgettte ber balbett S^ifit bti ^ttitdi. 

Setoei«. Z)a itt Fig 60 tng AX cos XAD = 
tng AD i|l ttttb PA = CR bie 6aI6e ^tfernttttg ber beiben 
mit mn concentrifcj^en (Segettfreife ijl/ ti>ot>ott ber eitte burc^ 
G ttttb ber anbere bnrc^ A ttttb B Qtfjt, toelc^e (Etttfemttng 
matt bie J£)6^e M SreieM nmntn, ttttb tma mit h hu 

Sei(^nett toirb^ fo ift AX + - »r^ go^^ ttnb a(fo tng AX 

k A 

— cot •^; ba aber cos XAD »: sin ^ ^^f f<^ W ^^ 

cot - . sin Y = tng - ober aud^ 
. A c h 

sm Y = tng - . tng -^ • 
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Kitnterfung 1. ii^t tnan tit fßotfliitn sin, tng, tng totQ, 

fo^atmo» Y = —^ ^^^^ A = —, mläfti bit betanntt 
gormel ber ^fanimetrie ift* 

aßcittt man in ber ^oirtnel bti 3nfa$ed 1 bte SorflKeit sin, 

A c 

siD, sin t)or y «nb ben ©eiten »egfAßt^ itnb cos - = l fcftt, 

fo ttfi&U man A = y sin G^ toelc^ed ebenfalls ettt befannter 
Slit^bruc! fix ben Sii^att efnei «benen ^reiecf^ i% 

annterfung 2. dint rArjere Verleitung t|l bte fofgenbe: 

a b 

(Si ift sin mn • sin CR =:sin - sin — sinCunb ebenfosinmV. 

sin CK = sin m'C" . sin n'C" . sin C, nnb ba mn s= 

m'n', CR = CR', m'C" = 90^ n'C" = 90» — | unb C" = 

A + B + C— 180^ , 

ifl, fo f^at man auf bet ©tctte 

. A + B + C— 180« c . a . b . ^ 

sin . cos — =5 sm — sm — sin C . 



8. 133. 

eebrfa$. £er SofTnu« ber um bfe ^hlftc emi SBrnfcfd 
vrrminberfen liafben ©umme ber beiben äbrtgen ÜQtnfel toerb^It 
(I(^ inm &mni jened ^SiinUH, wie Hdi bad 9>^obiict aui ben Qo* 
finM ber {)ä(ften ber ihn einfc^Iie^enben Seiten jum (Soffnuö ber 
balben britten ®eire toer^dlt 

iBen>eid. SOenn wieber in Fig. 10 bie eeiten beö Dreiecf« 

ABC g(eici)Iaufenb ntit i^ren ©egenwinfeln burc^ a, b, c bejeic^^ 

net werben/ fo ift nac^ §. 133 

.^ AC . BC 

— cos f (BAC + ABC + ACE) _ "" 2 ^ ^" 2 , 

sin C ~ AB ' 

cos Y 

^ ^ BAC + ABC + AC'B _ 180^« A + 180^B + C 
»a aber ^ • ^ 

A 4- B — C AC AC b 

= 180«> *— , ferner sin — = cos — = cos -' 

sin -^ = cos -^ s cos - i% fo ^ot WO» auf ber CttUt 

6* 
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a b 

cos — cos — 

i!^ . -\-.^i^ = / unb ebotfo ftnbet man nod^ 

sin G . c 

cos 3 

co5|(A+C-B) _«~Jj«*J 



sin B 



CO» j 



cos I C B +C-A> ^ ^^^JJli. 
sin A a 

cos- 

3 tt f a &* 2)er GinuS wm f^atttn ^nfiaüt tlnti jDreiecf« t(l 
ein ^robuct au« bem doflnni ber J^&Ifte be< 9leM/ beti 
matt ttij&U, toetttt matt wn ber Gumme {wefer SBinfel tu 
mi Z)rete(rö ben brittett äQfnfel fu^tra^frt/ nnb bett S^ait^ 
genten ber ^&(ftett ber befbett @e{reit/ welche ben brirten 
SBinfel einfc^Iießem 

. A . a . b 

sm --- sm — sin -r 
2 2 2 

SeweU« Sind ben Proportionen -!-— • = — — — 

"^ '^ sinC c 

cos - 

A +B— C a b 

cos cos 2 cos - 

ttttb . ^ — sr -— — folgt , wenn jene 

sm Ci c 

cos - 

burc^ biefe bit^ibirt toirb/ fogreicft 

. A ab A + B — C 
sin — = tng - tng ^ cos ^ ' 

S. 134. 

«e^rfa^« X)er (SoffnnS be0 ^afBen Ueberfiftnfre^ ber 6ttm^ 
me )n>eier SBinfel eine« t^xtitdi Aber ben britten SBinfel t)er^Att 
flc^ ium $tnu8 eine« ber beiben erfien SBinfel^ toie bat ^robuct 
ani bem ®lmi ber ^ falben ©egenfeite bti britten SDinfeM nnb 
bem Soffnn« ber ^a(6en @egenfeite bti anberen wn ben Beiben 
erfien WitaMn fT(^ »ereilt jum Ginnd ber falben britten Seite« 

A'CB+A'BC+CAB 
-cos r 

«ewef«, »ttd^f.l32fjlteFig-10 . ^,^ — 
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CB . CA' 



un — 8in -T— 

= -., ■ M bev finwtuimß iit^ti @a|(0 auf tai 

cos — 

. A'CB + A'BC + CA'B 

9te6eitbv({c(f CA'B; ba tarn aber ö 

180» — C + 180« — B + A ^^^„ C + B~A 

= 2 «ISO** 2 ' 

. CA' CA b ^ BA' . AB 

fmiet 811» -j- = cos ~ = cos -, ttttD cos -^ Ä sin -— 

= sin -, fo ^at man ofetibar 

a b 

sin — cos rr 

cos|C + B — A 8 2 

sin C . c 

sin- 

«of A^nlit^e 9rt crl^art matt wdi bit fofadtbot fftttf &Ui* 
itmiv», f&mtnmdlf bem anfgcßtOtcit eeiivfa«e smtif: 

cos 1 CC + B — A) sin I cos | 

üinB ~ . b ' 

sin — 

. b c 

Sin — cos ^ 
cos I (A + C — B) _ 2 ''"'' 2 

sin A . a ' 

sin — 
2 

Sin — cos T 
cos I (A + C — B) _ 2 2 

sin C . e 

sm- 

c a 

_ sin — cos — 

cos I (A + B — C) _ 2 2 

sinB ~ . b * 



cos I (A + B — Q _ 



. c b 

sin - cos j^ 



sm A . a 
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anmerfuttg. Die im §• 132/ 133 ttitb 134 (ettiefenen ?e^r^. 
i&lit finb/ (Ireng genommen/ nur Derfd^iebene formen ber 3(nmen« 
bttng efne< ttnb be(fe(6en oOgemefneren @a$ei/ unb ber 3nbegrif 
ber aufgefleüten iwilf Proportionen ifl tn biefer Setie^ung er^ 
fcf)jpfenb* SRan fann mltulft ber SlecfprocifAt noc^ neue (mAlf 
Proportionen auf ber GteOfe herleiten, bie aber i^rer SQic^ttgfeit 
wegen nic^t auf biefe/ toenn oncft einfachere SQeife/ fonbern e6en# 
faKd auf zint urfpriinglicfie SSeife burc^ Conflrnction weiter unten 
hergeleitet »erben foDen. » 

S. 135* 

ee^rfa^. Xiai Duabtat vom Slnni beri^&Ifte einer Seile 

tit gleich bem ^robucte ani bem negatiioett Soflnud ber falben 

Summe feiner brei 90infe( unb bem (Eoflnuö bed lialbm lieber^ 

fc^uffed ber Summe ber belben bie Ctitt eittf4)(ie0enben SSinfeC 

aber ben britten WülnM, bMbitt bntd) bai ^robuct ber Sinu« je^ 

ner beiben, bte gefuc^te Seile einfc^tießenben SCBinfeL 

m .. -. ^ — cos i (Ä + B + C) 
»eweid. Da nad^ $. 132 * ^ ^ ^-^- 



sin B 



a c 

sm -- sm TT 

2 2 




j— , unb naät §. 134 i|l 
cos- 

cos 1 (B + C ~ A) 
sin C 

fo erbdit man burc^ bie SRuItipIiratlon biefer beiben Proportionen 
bfe gefuc^te ©leic^nng: 

. a ^ — cos f (A + B + C) . cos | (B+C— A) 

sin-^v^ "siniTiarc ' 

unb auf d^nli^e STrt ftnbet man nocft bie beiben fotgenben 9tt«^ 
brfttfe: 

sin ^- r -^«t(^ + » + Q' ^Q^ HA + C-B) ^^^ 

2 " sin A . «in C 

c_ ^ — cos i (A + B + C) . cos i CA + B — C) 
8m--V sin A . sin B 

§. 136. 

tc^vfa«. Üai Cuuibtat MHo^taa t'er J^Ü^t cäier Ctitt 
tft sre{(4 tcin |>robncrtc aüi im doftnui ber fioibtn fRt^, mldtt 
iUiixn, mm »on ben (cibrn tft gcfuc^te 6c{tc einfd^ne^enben 
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SBinfdn tiamai bcr eine unb baitttber anbete oon ber @amme bcr 
beibcn ftbrigen ®tn(el fubtra()trt tptrb, btoibtrt burd^ ba« Vro# 
bxct ber Gin»^ btefcr beibeii bie flefuc^te eiAfc^nc^eitben SBinfel. 



COS— cos — 



unb att(^ 



,. -. x^ .„. cos I (A + B— C) 2 2 

sin C c 

cos - 

cos|(A + B-C) ^ lll;^!. 

sin B b 

cos — 
2 

i(l; fo ttfi&lt man burd^ bie SRuIHpIication biefer beiben proper:: 
tfonett bie gormel 

a _ >• cos I (A + C — B) ♦ c os | ( A + B— C) 
cos -J-V -^ sin BT^i^^ ' «Mo ift 

b ^ cos i (A + B— C) . cos HB + C — A) 

2 ^ sin G • sin A 

c ^ cos I (A + C — B) . cos I (B + C — A) 

cos -r =V * ~r% • A • 

2 ^ sm B . sin A 

3ttfa$ 1* SBerben bie %oxmün Ui $. 136 burc^ bie bed 
§. 136 bimbirt, fo er^dlt man bre{ neue %oxmzin f&r bie 
Spangen ten ber falben (Selten tinti ^ttkdi, wenn feine 
S3infe( gegeben ffnb/ ndmlicf): 
* — r — <^Q^ t CA + B + C) > cos I (B + C-- A) 

^ng a "" ^ cos I (A+ C— B).cos I (A + B — O' 
b ^ — cosf (A + B + C )>cos l (A + C — B) - 

^°g 2-" V ^jQg t (B + C — Ä).cos |(A + B — Cy 
^ — r IZ^^ii (A + B + C ), cos I (A + B — C) ; 

tng 2— V cos i"OB+C — A).cosi (A + G— B)' 

foSen ant ben btei SBinfeln be« ^nUdi aüt 6eiten bef# 
felben berechnet «oerben/ fo fä^rt bee ©ebranc^ biefer gor« 
mein am frä^eflen {um 3ie(e. 

Bttfa« 2. Sit in Fig« 73 BG ein ^anptbogen, D feine 3Ritie 
nnb M ber SRittelpnnft ber Angel/ v^on toelc^em ani bie 
Angetrabten MB, MD, MC gebogen ffnb, fo fle^t MD fenN 
rec^t auf ber ®e^ne BQ nnb ^albirt ffe im Ibutd^iätnittt^ 
pnntu E; toirb nun ber Sogen BG mit a be^eic^nef/ fo 
tfl im StOgemeinen i&t ein Sreiecf BMC, toenn wn M ein 
«ot^ auf BG gefdOt toirb, MG . MB . sin BMC = BC . 

EC • ME 
ME nnb alfo im »orliegenben gälte sm a = 2. ^y^^ ^q 
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a a * 

== 2. sin ~ cos - itfib madit man ffitwon (Sebrau^/ fo erb&(t 

man aui bot Formern be^ §• 135 unb §. 136 noc^ bie brct 
folgenbett: 

2* W . ^ 2- W ^ . 2, W 

sin a Ä -r-rr — r-rr Sin o = -: — : — r— 7^ttttbsmc = 



sinB.sinC sinA.sinC sinA.smB* 

^ /^ A + B+C 

tcmn man jar Sbtiriittig fefit W = v v"* ^^^ ' ' — 



2 

B 4. G — A A + C— B A+B — C 

cos cos cos — 



3 Ufa« 3* SSnttt Fig. 70 im Sreiecfe AGB bai iotff G3 
auf bUetiU AB sc gef&Ot »irb, foiftnac^ §* 125 sin C. 

sin Q) =s sin A • sin B . sin c, UUb ba na4 beut \»* 

TXQtn Snfage sin A sin B sin c = 2W ift, fo f^at nun 
an(^: 

sin CD ♦ sin C = 2*W 

ober sm CD == , ^ > 

sin C 

3ttfa(^ 4 SBeunman btcfmSttfa^e 2 gefuubeuen Stcfultotruttt 
cinauber ^a^ltidit, fo fontmt mau auf beu 6a« üu §* 124 
2urü(f« 

S. 137« 

te^rfa«* Se|t(nimt man in einem ^reiecfe einen ^^unft, 
mlättt wn beu bret Qdttn beffelbeu gleidiieu abflanb ^at/ fo ift 
bie Cofangente biefed Übllanbe^ QUidi bem Soffnud ber S^Üftt 
eiued 9QinfeK, biüibtrt burA bai 9>robu€t aud ben Oinuö ber 
i^dlften ber beiben anberen SBinfel uub bem 6iuui bnr ©egeu^ 
fette bei erflen aBtnrel«. 

ettotii. 3n Flg. 39 ^abe ber 9unft D gleidiett abflanb 
Dx = Dj = Dz = (» t)ott ben brei Geben beS Z)Ttietfd ABC, 
ancf^ feien noc^ DA, DB uub CD gelogen / fo toerben baburcft 
BAC, ABC unb ACB ^aibirt^ andi i|t na« $• 77 ber aBtnfer 
ADB gleich bem OQiurel CDy, uub ba naä^ §. 124 

sin DX . sin ADB = sin DAB . sin DB A • lin AB 

A B 

i(l/ fo ffOtman sin ^ . sin CDj = sin - sin -r sin c, nub 

mit im red^ttoinfeKgen Crciecfe G'Dy naä) S. 120 ift cos DCj » 
cos Dy sin CDy ober attdji cos - s cos ^ sin CD j, fo er^&It man^ 
tt^enn btefe (Sleic^ung bur(^ bie toorlge bit^ibirt wirb/ 
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coi = . p ■ , ebenfo findet man no(^ 

.A.D. 

sm — sin TT 8in c 
2 2 

B 

cot = . ^ , ttitfe ferner 

8ia -- sm TT 8in b 
2 2 

A 

C0I^=— -g— g . 

sin — sin — sin a 

Slnmerfung« SBetter unten «werben nod> anbere 0ormeln 
jur SBeiltmmnng wn q hergeleitet toerbem 



S. 138* 

Se^rfa^* 2)er 6tttttd ber falben ®ttntnte ber brei Ctittn 
einet Drefectt «)er^dtt flc^ {um Ginud einer (Seite/ toie toi ^xc^ 
buct and ben (Eoffnnd ber |)ft(ften ber beiben jene &ütt einfc^fte» 
genben SBinfel lum Ginudi^red falben ©egentvinfeU. 

tBewet«* Sittb in Fig. 39 bie Seiten GB, CA, AB bti 
Cretecfd ABC mit a, b, c bMidimt, unb bejlimmt man im "Sfle^ 
benbrciecfe ABC ben ^nnft D, n>e(<!^er wn feinen Gelten giricf^en 
Sibfianb f^at, fo t^at man, wenn Dy ein fo(cf^et ^erpenbifet t)or# 
fleOt/ »obnrc^ ber Sbßanb gemeffen toirb, nadE) $• 137 

C 



W ^BM 




cos 


2 






y — 


A 

OS -^ cos 

B 

cos^ 


B 
2 


sin c 


cos 


A 

2 


tng 


D^ 



ober att4 r* = i t^ nnb ba im Z)rete(fe DyC 

ti sm c '' 

cos — • 
2 

bte Stam^ Cy = * "^"^ , ferner tng Dy « tng DCy . sin Cy 
C , a + b + c 

= tng -^ « sm — ip/ fo ^at mm, wenn bie oorigr 

®rei(^ung mit Mefer om(ti)>Ii€irt toirb^ auf ber 6teBe 
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A B 

«in i (« + h + c) *"" 2 '^^ 2 



SU c 



, tmb (benfo 



ain- 
A 



sin I (a + B + c) 
sin b 



sin I (a 4- b -f c) 



cos 


2 


cos 


2 




■ 


B 


■" 9 


sin 


2 






B 


.• 


c 


cos 


2 


COS 
■■■■il 


2 



Sin a , A 

sin j 



UnmtxtnnQ. dlm fftriere ^erfeitttttg ifl bie fofgenbe: 
Biel)t man yz, n)ot)on DC in P g^fc^nitten »irb; fo ifl Py 
Untxtd)t auf PDC, unb im SixtUdt ADB ifl sin ADB . 
sin Dz s sin DAB . sin DBA sin AB^ ober ba ADB =: 

^ = CDy= 180O — PDy unb Dz=:Dy ijl, sin Dy .sinPD 

AB ^ 

SS sin Py = cos ^ cos -r sin c ttitb ba sin Py = sin Cy • 

a 4- b 4- c G 

sin PCy == sin sin - Ift, fo \jat man ouf bet ©teile 

. a + b+c . C A B . 

gm • sm -^ = cos ~ • cos — . sin c« 



S« 139. 

ithxjali. jDer 6{nit< iti ^a[6en Ue6erf(^ttfre2 bet Summt 
}tt>eier Geitett tlnd SreiecK iUx bie briete Seite beffelben üer# 
h&lt f(di gum Ginud eben biefer Seite/ wie baS ^robnct ber Gu 
nxa ber i^dlftett ber biefe Qtitt einf^iKe^enbett aQinfef sum QU 
ttu< bed ^a(6ett ©egentoinfeK ber Seite* 

fBeweid. 3fi in Fig« 10 ABC baS SJebettbreietf wn ABC, 
fo bat man mdi §. 138 

BAC ABC 

sin I (AC + Bg + AB ) _ '^'^' 8 ^^^ 2 

sin AB " ~ . C """' 

BAG 



sm 2^ 



unb ba AC = 180^ — b, BC = 180« — a, AB = c. 
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= 90« - |, ABC ^ 90« — -, C = C ijl, fo ijl offen* 

bar 011(6 

. A . B 

• Sin •:: sm ■;; 

— ^ . ^ = ^ , ttnb ebeitfb finbet man ttodb 

sin c . c. 

. A . C 

sin J ( a + c — b) _ 2 2 

sin b "" , B * 

sin -^ 

. B . C 

sin j (b + c — a) _ 2 2 

sin a "" . A * 

sm -T 
2 

%. 140. 

tefttfa^« S)er 6{insS beö' falben Ue6erf(^ttfred ber Snmme 
)U>eter 6ettett elttetf Dreiecfd Aber bie brüte @eite ))er()Art fid) gttm 
@intt< eitler «)on bett beiben erßen Geiteti/ n>{e bad 9>robtict oni 
bem (Sofittttd bed lyalben (Segetttofofeld ber britteti @ette itnb bem 
Ginud bed falben ©egentofnfeK ber anberen toott bett betbett er^ 
(len Geifeit )nm Soffnud bed (falben britten SQinfeK. 

SBewei«. 2)a Fig. 10 ttac^ §. 138 im SSebenbreiecfe CBA' 

CBA[ C£B 

sin I (BC + BA^ + CA) _ "^^^ 2 ^"^^ 2 

sin BA' "" . BCA' 

sm 

2 

^ . BC + BA'+ CA' a + 180« — c + ISO« — b 

ittto fertter ^ — «— = ^ 

b + c — a CBA . B CA'B A 

=« 180« j , cos -y- = sm -, CO» -y « cos -, 

BGA' C 

sin -~- = cos -, sin BA' « sin c iflt, fo l^^ man ojfettbar 

A . B 
sm |(b + c — a) _ 2 2 

sin c "" C * 

cos- 

®an} ebenfo er^AIt man 'no(^ f&nf anbere ^^Y^lportionett/ 
f AmmtHdjf bem anfsefteUten Se^rfa^e gemA^^ nAm({<^ : . 
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A . C 

5inKP + c~*) 2 2 



' 



Sin b 






cos 


2 










B 


^ 


A 


sin|(a-|- c — b) 




cos 


2- 


nn 


2 


sm c 






cos 


C 
2 










B 




G 


sin|(a + c — b) 




cos 


2 • 


sm 


2 


sin a 






cos 


T 

2 










G 




A 


sin 1 (a-}-b — c) 




cos 


2 • 


sin 


2 


sin b 






cos 


B 
2 










C 


% 


B 






cos 




sm 


mm 


sin j (a +b — c) 


^^^ 




2 ' 




2 



Sin a 



COS 2 



X)ie Dorfte^ettben ^oraeln maditn mit ben Formeln im $. 138 
imb §« 139 ein etnjfged (Spflem wn im6(f ^ormeltt ani, looburA 
im ®rttnbf nur ein unb berfelbe Ga^ »erfc^iebett au^aebricft 
loirb/ unb mtUrlft ber redprofen DreicdCe ^dtte man biefej 69^ 
ftem ont einem frul|reren ®9fleme ber iwilf j^otmefn im S* 132, 
S« 133 nnb §. 134 auf eine noc^ (ilrjere SBSeife ^erfeiten f6ttnen« 

S- 141. 

tel^rfa^. X>ai Quabrat be< dcflmt ber ^Uftt einet SBin* 
Uli in einem Sreiecfe {(t gleid) bem 9>robucte avA bem Ginn« 
ber ^aI6en Gnmme ber brei 6eiten nnb bem Ginnt bet ftalbtn 
Ueberf^^ttfTet ber 6nmme ber beiben ben SBinfel einf^Iiefenben 
&tlttn Aber bie briete Seite, bit)ibirt bnrc^ bat $robnct ber 6i# 
nnt ber beiben ben SQinfel einfc^Iiefenben 6eiten. 

cos — cos — 

Seweit. ©ana(f>M38 ' . ^ = ^ 

sin c . C 

sin ^ 

2 

unb tiadlf S. 140 au<f| 
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A . C 

cos _ sin _ 

sin Kb + c-a) 2 2 j- 

sin b o , 

cos - 

fo erWtt ntan burc^ ble «WuItipHcatie» biefer btiim ytoporHone« 
bie f(Dime(: 

A ^ sin |(a + b + c) ♦ sin |(b + c — a) 
*^<» 4 = V sin b . sin c ' 

unb (beitfo ^at man nod^ 

B ^ sin Ka + b + c) ♦ s'" 10« + «--°) 

cos ~ s: si • » 

2 ' sm a . sin c 

C - sin |(a + b+ c) ♦ sin { (a + b — c) 

cos — =: V . — ~~^"^~"~~ • 

2 ^ sia a . sin c 



$. 142. 

«e^rfa«. Z>a0 jQnabrat bc« eimi ber ^dlfKe eine« HDin« 
Mi in efnent ^reiecfe ifl iUid) bent 9>robucte an« bot betben @i« 
«tt« ber ^olbe« Ueberfd^üffe ber ©umniftt je jweler ©eittti über 
bie britte ben SBinfel etnfiflliefienben ^eite^ bbibitt bttr(^ bai 
9robttct ber Gimtd ber betben bcit SBinfel einfc^Kefntbett Geiten 

um- 

. A . B 

sm — sm — 
sinHa + b-c) 2 2 

9e)Dfi«a 3)aiia<ft$. 139 — ^— ~ = ———77— 

■ sin c . ti 

sinj 

unb aitdjr nod) 

• A . C 

siiij(a + c--b) 2 2 

sm b li 

sm -" 

fo erhält matt burcb bie aRuftipIicatfon biefer Seiben 9)ropoirtiotten 
bie gefttd^te formet 

. A ^ sin f (a + c— b) . sin f (a + b — c) 

sin -T IS V ♦ — i • — "^ . 

2 ^ sm b • sin c ' 

ttnb ferner noc^ ebenfo 

, B ^sin|(b + c — a.sin|(a-i-I> — O 

sm - = V = • » 

2 ^ sm a • sm c 

C ^ sin I (b + c — a) . sin | (a + c — b) 

sm — =: ^ . . . ♦ 

2 ^ sin a • sm b 

3ttfa$ 1. SBerben bie ))or|iel^enben %^mün butif bie Ut 
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§•• 141 bbibitt/ fo er^dft man brei Sfu^brücfe f&r bic Xan^ 
Qtnttn ber falben SOinfel etnetf jDreiecf^^ ndtnlicft 

A ^^ ^ sin|(a + c — b) . 8inj(a + b— c) 
^ng 2 — V sTnlTä+b+c) . 8in|(b + c— a)' 

B ^^ ^ sin I (b + c — a) . sin | (a + b — c) 
^ng -j — V sini(a+b+c) . sin7(a + c — b)' 

C ^ sin |(b + c — a) . sin I (a + c — b) 

*og 2 ~ 'v sini(a + l> + c) • sin|(a + b — c)' 

foOeit aui beit brei Gcitett timi Zireiectd tDirfftc^ aUt brei 
SBinfel beffelben beredyttct »erben , fo fü^re ber ©ebrauc^ 
biefer %exmtin auf bte fc^neDße SBeife jum Siele. 
Bnfa$ 2* Sluf d^nlict^e 9rr, mie im Sufag 2 {u §. 136 er# 
i)d(t man ani ben gormein bei S* li4 unb 142 mx^ bie 
brei fofgenben Üu^brAtfe: 
• A 2w . ^ 2w 

sin A = -7 — r : , sin B s= -: : , 

sin b • sin c sin a . sin c 

sm Ci = -: : — r> 

sin a • sm b 

^/".a-f-b + c 

»enn man tnr Sfbfftrjnng feßt: w = v f »la - 



2 

b + c— a a + c— b a + b— C'v 



3nfa6 3. Z)a ferner in Fig. 70 na(4 §. 124 sin c . sin CD 
= sin a . sin b * sin G, nnb nad) bem t>origen Sufa^e 
anäi sin a . sin b « sin C = 2 w tfl/ fo ^at man sin c . 

sin CD = 2w, unb a(fo 

2w 

sin CD = -: . 

sin c 

3 Ufa ( 4. IDa mdi bem twrigen Snfa^e 2w == sine, sin CD 
unb nac^ $• 136 3ufa$ 3 ifl 2W = sin C . sin CD, fo 
er^dlt man bie einfache Proportion: 

W sin C sin B sin A 

w *~ sin c "" sin b "" sin a * 

2w. ' 2W 

Sttfat 6* 8fnö ben gormeln sin CD = -r— ^ = -. — v, 

"^ ' ^ " sin c sm C 

folgt auc^ no(6/ bafi, »enn man wn ben (Scfen eineö Drei« 
ed6 9>er))enbifel auf bie ©egenfeiten fdOt, bie Binni bw 
fer ^erpenbifel ffd) )tt einanber »erhalten umgefe^rt »ie 
bie 6inuä ber Ztitm, auf n)el(f)e^ unb umgefe^rt wie bte 
6inud ber SQJinfei/ ani bereu Gdieitein ffe gefdOt (Inb. 

§. 143* 
Sel^rfa^. ,2>ad Serl^dltnif itoifc^en bem (Soflnud bei ^alUn 
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Ue(>erf4^u{fe4 ber Summe {weier 9QtiireI tinti Dreiecft fl6er bcit 
brittett unb ber 3^anaente ber (lalben ®egenfe(te biefed SOSinfeK/ 
tinb ferner iai SSer^dUni^ itt>if(f)en h^m Qiuai Ui batbzn Ueber# 
f4ii{fe6 ber Summe jweter (Seiten A6er bfe britte Seite unb ber 
Sotangente Ui falben ©egenminfefö btefer etitt ifl cen|lant 

B+C— A . a b 
cos 2 ''° 2 ^°* 2 

S9ett>e{<. Da . a = ■ ttub mdi 

sin C . c ^ 

sm- 

. b a 

-- "-^iT^ " = Z »«* 5. 134 1(1, 

»in- 

fo cr^dU nati/ tvcntt iit etfle f>ro))ovtli)tt bnr«^ hit {tocltc bivU 

a 
cos |(B + C— A> ^ 2 

Wrt »{rt, cos ^ (A + C^^ ~ ■"!' W* <* <l* «If» «ff««*« 

tng-j 

cos|(B4-G — A) cosfCA + G — B) 

1. ;: — = T — 

tng 2 *"ß 2 

— cos i (A + B — O 

c 

A . B 

• t ^u 1 V COS — sin — 

^^'"^'^ '<* : — sin c = ^^^ "^* §• **^ 



unb audt ^^^Ua + c-^b) 

sin c 





G 


■ «1 


cos 


2 




B 

cos — 

2 


sin 


A 
2 




C 


■l 



cos 5 



ans bitfctt (eiben Droportfonett erhalt tnott hmdi SivifTon bie 

A 
, , ^ 8in|(b + c~a) *"* 2 

ft^g"*^» ;iai(a + c- bj = '■^» «Hb e« in alfo ojfentar: 

cot - 
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sin I (b + c — a) __ «jp | (« -t- c — b ) 

2. A "" B ■ 

cot j cot - 

sin } (a^b— c) 

5 

cot - 

Dcifee ^topotthneu faffnt (Idji audt iiitmttt(f6ar ber (covetrü 
fAett (SonßrttcHott entnehmen/ uvb hilbtn einen ®egenfa( {V ben 
Z^wnmt, ba0 bie Gtnitö ber Seiten nntfi Srciecfi (id^ i« dn» 
onber »erholten/ tvie bic ®tnn0 ibter (BeacmvinfeC 

A B 

^ sin i (a + b + c) *"*" 2 "' 2 , 

Sin c . Ci 

an- 

. A . B 
sin J(a + b-c) """ 2 "*" 2 

i ■» = ^ ■ i|l, fo fiat matt ouc^ 

sm c . C ^ ' ^ 

sin — 
2 

A B 

Mdf sin I (a -(.b + c) =» cot — cot -r sin I(a+b — c); 

biefe gcrmel t|i bte recfprcfe t)on ber im Sufa^e {u S* 133. 

§. 144« 

ittjtfa^. Der Soflnud ber (aßett Summe {toeier 9BtttreI 
etnei 2)retecf^ ^txWt (id> jum (SofTnuö ber falben Gumme ibrer 
®egenfeiten^ loie ber einni bei ^albett brittea SSinfeK (Ic^ {um 
(iofinni feiner l^albett ©egenfeite t)er^d(t 

Sättotii. 3tt Fig. 33 feiett bie gBittfel bet 2)re{ecK ABC 

iDieber mit A, B^ C ttnb i^re (Segenfeiten mit a, b, c bejeic^net; 

ferner fei M ber ^nnft/ toelc^er^ wenn bie gatue Sonfirnction tfl, 

n>ie im §• 58, wn ben Scfen Ui DreiecM ABC. ^Uidttn Hbfiostb 

ffüt; bann ift ber aBinfet 

üifA« BAC + ABC— ACB A+B . . ^^ 
MAB = ^ = ^ nadi §. 68, 

«. ,^ cos f (BAC + ABC — ACB> 

ttnb ba na« §. 133 i|l i-i £j^ 

AC BC 

cos ^ |»Q3 _ 



2 2 

i.g , fo IJat man anc^ 



co,^ 
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A 4- B c a 4- b 

cos — r— . cos — rs cos — — cos DC . sin C; 

ba aber üt bem rec^noinfeKaen Sretecfe CDC ift cos DGC s 

BCC 
cos DC . sin C, itiib femer cos DGC = cos — — s 

. ACE . C ,^ ^ ^ ^ ^ ^ « ^ 

sm -— - = sin - t|i^ fo^atmatt, bem anfgefleOten ©a^e getn&f 

A+ B c . C a + b ^ 

cos — — cos - = sin -- . cos —r — , ober OttC^ 

cos I (A + B) _ sin I C 
cos I (a + b) *~ cos i c * 

§. 145. 

itfftiaü. £er dofinnt be< ^aI6en ltttterf4iebe< {toeier SIBitt^ 
fei eined SreiecM üer^dfr ffc^ {um &inui ber falben 6tttniiie i^ 
rer ©egenfettett/ tote ber Qinui bti falben brüten SinfeM vm 
&xmi feiner ^atben ©egenfette* 

9ttotii. Da in Fig. 33 naäi S* 58 t{i MAC 

BAC+BCA— ABC A — B ^ ^ r -«^ .« 

= = ^ ^ mib nac^ §. 134 ift 

cos I (BAC + BCA - A BC) *"* 2^* 2 ^ ^ 

iir? = — :""ab — ' f^^^* 

sin- 

ntOit cos ~ sin 4 = sin ^ "T <^os DC . kin C ttttb bO/ 

2 2 2 

G 

tt^te im §.144/ cos DC • sin C »sin - iß^ fo finbet ffd^ 

A — B c a 4-b C 

cos — 5 — sin — =2 sin — r — sin — ober oitd^ 

cos I (A — B) _ sin | G 
sin I (a 4" b) "" sin j c* 

S. 146« 

Ce^rfa^« Ser Staud ber falben 6iimme {toeier SBfnfel Der^ 
^&U ^dt tm» Soffttttd bed l^alben Unterfd^iebetf fbrer ©egetitoittfeO 
»te ber (Eoflnui Ui j^olben britteti SBinfeU snm CofTtutt feiner 
falben ®egetifeite. 

8eioei<« KBeittt in Fig» 34 toieber ABG bai» Sreiecf ttttb 
bie {ante (Eoiiflntctiro/ »ie it» S* 59 ift, fo ifl ber SBinfel MBA 

7 
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BAcr + ABC ~ ACB A + B ^„ k * i. .«, 
=5 ^ . =s — j 90», tmb tta<f> §. 133 

BC AC 

CO» { (BAC + ABC ~ ACB) __ *^ 2 ^ 2 

8ia ACB "" AB 

c 
Itttb alfo sin I (A 4- B) • cos - =5 cos | (a — b) • cos DC . 

C 

sin DC'C; ba ober im Srcicife DCC i(t cos - = cos DC . 

c 

sin DCC, fo fjot mm auf ber Steife sin 1 (A + B) cos — 

, C 

cos -* 

C ^ ^8iii|(A + B) 2 

= cos I (.-b) . «0. ^, OtW OW* co.|(a>l» r 

• ^ •^ COS - 

S 

S. 147. 

Seferfae* 2)fr &inni Ui ^aßctt Uittcrf^febe« )U)fier HBfii^ 
fei Dct^dlt (1(4 )um einui ht» f^albzü Untnfdiititi iffttt Segens 
feUett/ wie ber Coffnit« be6 falben britteit SBinfeM iwn 6iiiit< 
feiner ^a((ett Qegettfeite. 

Setoefl »ateFig.34berSBtofeIMBC«; '*' ^ ^ 

s 90O _ — _ — n^d^ §^ 59^ IIII5 nad^ j^ 134 ^(^ 

COS I (ACTB + A BC - BAC) J^ 2 ^' 2 .^ . . ^ 

STacb . AÄ V/foN 

sin - 

»Ottsin § (A— B)« sin I SS sin f (a^-b). sin DCG.cosDC, 

C 

tinb ta, mit frft^er^ cos r- « sin DCC « cos DC ({t^ fo (at 

man bfe (Blei^nnfl sin | CA~B} . sin | s sin | (a — b) • 
C 

^ obei bfe yrp)»orHon 
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sm 



I q- B) _ 




sin I (a — b) 

Sttfaft. J>{e fm §• 144, 145, l46 itiib 147 brtoiefetie ^ro:: 

cos I (A + B) _ sin f C 

cos I (a + b) cos 5 c* 

sin I (A + B) _ cos | C 

cos I (a — b) cos ; c' 

cos I (A — B) _ sin | C 

sin I (a + b) ~ sin | c' 
sin I (A — B) _ cos | C 

sin I (a — b) "" sin I c 

iDetbett mit üeu^eit {ur 9Ittf[Af«ng tint« tiuUdi geBrauc^e, 
tücnn etitweber iwei (Seiten unb ber emgefd^roffene 9B{it# 
fei, ober )»ei SBinlel unb bte wn i^^nett eiitgefc^rofreite 
eette flegebett finb, unb (Inb unter bem Spanien: »®au9'f(^e 
gomtelnc befannt, obgleich man i^re (Erftubung aud^ 8n# 
bereu {ufc^reibt. . 

Diefelben t){er gormein f innen andi «ocb geometrtfc^ auf 
eine anbere 9rt bergefeitet n>erben/ toenn man auf bie im 
S. 65 unb 66 bebanbelten Sonfirnctionen bad @9jlem bei 
|n)6(f gormein im $. 138, 139 unb 140 anmenbet 

3ttm bequemeren ®ebraud)e ber t)ier Proportionen fc^aft 
man bie SRenner in i^nen fort, unb mit btefer geringen 
Slbdnbernng migen fle i}ier noc^ einmal iufammengefteOt 
fein : 

1) cos f (A + B) . cos J c = cos f (a + b) . sin i C, 

2) cos I (A — B) . sin I c « sin | (a + b) . sin f C, 

3) sin I (A + B) . cos | c == cos | (a — b) . cos f C, 

4) sin I (A — B) , sin I c =: sin f (a — b) , cos f C. 

§. 14& 

Se^rfa^. Sn einem fp^drifc^en X^reircfe ter^dlt fld^ bie 
SEangente ber falben enmmt imitt leiten )ur Sangente ber fiaU 
ben brttten 6eite , wie ber Soffnu« be< balben Unterfcf^iebed ber 
©egenminfel ber beiben erflen Geiten ftc^ t>erbdlt {um Soflnu« ber 
[falben 6umme biefer SBinfel; ferner «erbdit iTci) bie Sangente 
be« (»albeu Uuterfc^iebed imeier Ceiten (ur Sangente ber balben 
brittm Geitr, tote ber 6iuu« be« falben Unterfc^iebe« bec ®egen^ 

7* 
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toinUt jener (etben Geitett fld^ ^ttfjUt |ttm 6{ntt< ber falben 
6nmme eben btefer SQtnfel* 

8 e meid. IbMiitt mm im t)ongeit 3ufa$e bte'imeite ®IeU 
d)ttng burdE) bie erfle unb bte Dierfe (Bltid^unQ hutdi bte brirte, 
fo t)at man auf ber (SteOe bie betben gefuAteti ®(e{d^uitgeti : 

cos i (A — B) 

^"g ^ Ca + b) ^ ,,3 |(A + B) • ^« ^ ^' 

sin I (A — B) 
'"« !(--»» = tng|(A+ "B) • ^"ß "i ^- 

3ttfa(^. jDttfibfrt matt Me {weite ®(ei(^ittt0 bttrc^ bie erfte/ fo 
erf^&It man noc^ 
tpg I (ft— b ) _ tDg|(A->Bj 

tDg|(a + b) ~ tngf (A + B)' 

b. tf. bte S^angente be« balbett Unterf4iebe< {toeier Geitett 
eined fp^drififyen Sreietf j «er^dlt (1(6 }nr Sangente i^rer 
l^alben Summe, mie bie Sangente be^ ^aibtn Unterf^iebed 
ibrer Oegenminfel fldji inr Songente ber falben 6umme 
titn biefer SDinfel uxfjUt 

S. 149« 

2ebrfa(. 3n einem fp^drif^en Sreietfe Der^&(t (Tc^ bie 
3^angente ber balben Gumme jmeier SSBinfel jur (Sotangente bei 
balben britten SBtnfe», mie ber (Eoflnud bed falben Unterf<6iebe< 
ber (Segenfeiten ber betben erden SQtnfel gum SoflnuS ber b^^ben 
Summe tbtn biefer Stittni ferner t)erbd(t (1(6 bte SCangente bti 
Laiben Unterfcbtebetf {meter SBinfel jur Sotangente be^ ^^Iben 
britten SBinfeK^ toit ber 6inu« bei falben Unterfc^iebe« ber ®e# 
genfeiten jener beiben SBinfel (Id^ uxfj&lt itm Qinui ber 6^ben 
(ßnmmt eben biefer Seiten. 

SB e meid. 2)i))ibirt man im Bnfa^e }u §. 147 bie britte 
®rei(6ttng burcft bie erfle unb bie «vierte Gleichung burd^ bie {toeitf/ 
fp ^at man auf ber GteOe : 

cos X fa — b) 
tngf(A + B), .^^:^^^^; .cot|C 

sin 7 Ta*— b) 
S. 150. 

2)er SoDildnbigfeit megenmlgen ^{er wdt Diergormefn tintn 
9la% (tubeu/ bie ebenfaD« unmittelbare goCgen au« ben ®rei4nn# 
Sen im Bufa^e jn $. 147 (fnb ; ergebt man ndmlic^ biefe ®IeiB 
^nttgen inm Quabrate nnb abbirt man bann bie imitt unb t^iertr^ 
ferner bie erfle unb britte, fo er^dft man 
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sia I c» = (sin|(a— b>cos -) + (sin |(a4-b)sinf C) 

€08 I c^ » ^cos|(a— b)co8 -) + Vcos|Ca + b)sin|C^ 

übhltt man aUx bie erfle unb (toeite/ ferner tJe dritte mtb 
Dierte^ fo txfjäü man 

sin I O =s (co8|(A-(-B)co8|c) -|. (cos|(A— B).8in|c) 

2 v2 

COS I C* « (8in|(A+B)cos|c) + (sin f (A— B) 8in| c)^ 

%&x bfe Üttflifttttg bei 2)re{e(fd in beltimmten S^^^fen ffnb 
ober biefe vier gormein ofenbar nidit fe^r btqutmi fle brAcfen 
in »er&nbcrter gönn bie 6&6e be< $• 125 nnb s* 126 ani. 

S« 151. 

Ce^rfü^» Der Stand ber (falben Gnntme ber brei SQinfel 
efned Z)reie(fd ift gleich bem ^robncte ani ben (SofTnud ber J^A(f# 
fett smeter ^tittn, »emte^rt um tai ^robnct ani ben Ginuö bie# 
fer ^dlften nnb bem Qoffnnd be6 etngefc^Ioffenen fEÜinUU, wtnn 
bit &nmmt biefer beiben ^robncte bnr^ ben Soflnud ber j^qfben 
triften Btitt tioibixt toirb* 

fBttotii* SBenn in Fig. 60 tDfeber bfefelbe ^onjImcHon, 
ipie im §. 106^ gemad^t ift^ fo {|i nad^ §. 125 

cos mn = cos mC cos nC + sin mC sin dN cos C ober 

a b . a , b 

cos mn = cos -r cos -r -f* ^^^ Q si>^ "o ^^® ^' 

itnb ba mn bai Wlaa^ bei SSinfeK X ift, fo ^at man and^ 

ab a b ^ 

cos X =: cos '^ cos t: -f* ^ui -r sin — cos C; 

weil ferner im xtätmiafüi^tn Crefecfe ADX {fl cos X == 

c 
cos AD» sin XAD ober ündl cos X =s AD . cosoAm'sscos -r. 

A + B + C — 180 , ^ ^ 

cos — 5 1- , fo ^at man 

A + B + C->180o cos|co8| + 8in|8in | cos C 

cos I ^^ ss; I I 

S C 



ober anäi 



cos ^ 




1 
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ab ab 

cos ^ cos -T + «in - sin — CO« C 

c 
cos- 

Bitfal) 1. SDetttet man iai imfefe Zf^ttxm fo Fig. 10 asf 
blt titt 3tam^ütdt Ott/ fo ttUlt tnott iit fblaeRbcR 
iw^rf gpmcln: 

b c . b . c . 

AI vt • ^ *'0a — COS ~ ^ Sin ~ sin ■* cot A 
11 .i« +B + C 2 2 ^ 2 2 

2 a 

COSj 
fil «n A + P+C <=<>» I CO« I + «» I »i» I CO» » 

2 b 

cos- 

<l. .in ^ + B + C «>»|co.| + siaisin|co.C 

2 c 

cos 5 

.b.c. b c . 

r« ■ «« sm -* sm — 4- co« ** cos -~ cos A 

2 a 

cos^ 

^, . A + B-C «»l-in |+cos|cos |>s B 

2 b 

COSJ 

^^ . A + B-C ^l^^ 2 + ''''' I ^""^ 2 cos C 

6) sin ■■ ^ s 

S c 

cos :r 
2 

. b c b . c 

«^ . A J. R _ r «^«^ 's: cos - — cos - sin - CO« A 

7) sin ^T"~C ^^ 2 2 2 2 

""2 
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A + C--B 
8) sin 2 



b . c . b c V 

cos ^ sin - — sin - CQS -^ cos A 



9) sin ^ ^ 



a C * • *^ n 

sin - cos - — cos -j sm - cos B 




. B+C~A 
M) sin —5- 



a c a c 

cos «5 »itt Q — «i** 2 ^°* 2 ^^^ 

m9 



. A+C-B 
11) sm 




12) sin 



B-f C— A _ 



a b . a b . 

cos^sin -— sin-cos-cosC 

. c 

sm — 
2 

öttfae 2. ©a A + B + C - 180« be« »i^art A W 
SreiccM ABC Bcici^iKt/ fo ^ man alfo oim« 

a b . a . b _ 
cos - cos "5 + sm -j smjcosli 

1) CO« -5- = c 

cos^ 

,« . A 
Da 1^» «0* f. 132 3«f«» 1 *(l »«»Y 

sm ^ sm 7 tm d 

* * ^, fo etpt ««I VA^, wm. M«fe 







Ä . b . ^ 
gin - sm -5 sm C 

CO« •= cos ^ + »in ^ sin - cosC 



otcraii«^ 



J) tng — s 
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cot - cot - + cos C 

Sttfa^ 3* aBcntt ber Stttfel G » 90» i|I/ a(fo a tttib bMc 
StaHitttn M ttdiüoinUliQtn CreiccH fittb, fo ^at tnatt 

a . b 

•»" T = S— ' 

cos - 

a b 

COS "TT- = ■———»■ 

2 c 

A ab 

mg y = tog 2 • tng - • 

3ttfat( 4 SBftitt tnatt ftber^oupt bie gomcbi itit 1 !33, 
134 itnb 136 burc^ bie ^ortttefo im Bufa$e 1 btobirr, 
itttb iebrfttial biejmige cotnbfnirt, it>e(<^e auf ber re^teit 
9titt gleiche SZentifr fabelt/ fo credit tnatt neue t»6(f$or« 
mein fftr bie Sangenre ber falben fBJtnfeirnmme unb fix 
bie SCangente be< ^aI6en Ue6erfd^u{fe$ ber ®nmme }i>eter 
SBinfel üitx ben britten* 

6o((6e gormefn (Inb 

a "" b 
cot 2 ^^^ 2 "*" ^^* ^ 

- tng S (A + B + O = -sng 

a b 

*°ß 2 ^^ 2 + ^®* ^ 
tng I (A + B - C) = jjj-g , 

. ^^ . « Ä^ cot I a tng I b — cos ß 
tng t (C + B - A) = —^ ;«_.„ , 

. ^^ . * «^ tng I a cot I b — cos C 
tng I (C + A - B) = ^ 3ü,' g ' 

ttttb anil^ (Te rennen itnmftteKar ber geometrif^en Son^ 
ffrnctipn entnommen ti>erben» 

2)a nimKA Fig* 30 im Sreiecf e nBn' {|t tng n' 
tng Bn . sin nBn' 

** cos Bn'"(tng Brf ^ tng Bn cos nBn') ^^ '* **^' 
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tng - sin B 

fo f)at nait tng n' » «^ 



2 ^ 2 

Ober oiid^ 

sin B 



C C A 

sin - (cot -r + tng - cos B) 



tng n =: 



c & c 

sin - (cot Q ^^' "5 + ^^* ^5 



imb ba im 2>rete(fe o'm'n t|i tng om' = tng n' . sin on' 

A + B + C - 1800 , . « r c . 

ober tng — = tng n sm -, fo qat 

ttiait auf ber &uttt 

A+B + C— >180<^ sin B 
^"g 2 = 1 Z i 

cot -r cot rr -{- COS B 

btefe gonnel fttmmt mit ben oongett im SOBefen äbercin. 

^«^^^^ A sinC 

Sttfa^ 5* Sergormel tng — = 



2 ab 

cot ^ cot — + cos C 



0em&0 ttfiiü A b{rre[6e 9xi^t, mm ber SBtnrel G unb 

a b 

bat $robttcr cot - cot - un^erAnberlic^ i% S^aUn alfo 

{wef Sreietfe einen aQ{nfe( gemein/ fo (Inb ffe gUicb 0ro0, 
wenn tai ^robuct ber Sofangenten ber J^&(ften ber biefen 
SBinfel einfc^Ueßenben @eiren bei bem einen £rete(fe fo 
0ro0 ift, ali bei bem anberen. 

Saffelbe (Befe$ fann au&^ auf fofgenbe ^xt gefutiben 
loerben. 

9« iil na(f> $• 103 ba< Dreied AGB in Fig. 58 ^Mäi 
bem Z)rete(re k'Cff, »enn nA = nA', mB = mB% qA' 
= qB' unb pA = pB i% 3m Dreiecfe pnA tfl aber 

sin n sin pA sin m 

-: — = -: — ^ unb im jDreierfe pmB ifl -r 

sm p sin nA ^ sin p 

sin pB 

SS . ^ ; »irb bie jwite |)rot)ortion bnrdi» bie erjle bU 
»ibirt/ fo erbdft man -: =r -: -.,; »eil aber and^ 

'^ ' ^ sin n sm mB' 

sin m sin Cu « 

im Sreiecfe Cmn ift -. = -r— 77- , fo iß alfo att4 

sm n sm Cm 

sin Cn sin An ^ GA + CA' ^ 
IS^ == sliTBS' ^'^^'^ *^"» ^° = 2 ' ^"^ 
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CB + CB' ,- CA — CA' ^„ CB"— CB .- 
= 2 ' ~ 2 ««^.B«n«= 2 V, 

«inJjCA + CA') __ •in_| jCW + CB) 

•in I (CA — CA*) "" an |(CB' — CB)' 

QRati foitit tfcftr ^roportfoit fc^r (dd^t bit folgeabc 

CA CA CB* . CB 

tng — + tng — tng — + tng -j- 

CA CA' ~ CB' CB "**' *"* 

CA CBT 

t»gT *°ST ' CA CB 

— ^ = f^ Hub rt f jl oTfo tng Y • *^ Y 

CA' CB* , CA CB 

= tng ~ . tng — ob« cot -j- • «0» -j- = 

CA' CB* 

cot --- . cot -^, u»u vorritt. 

§. 162. 

aufgäbe. QRati foS bie SBinfelfttiitme efoei SreiecM bnr^ 
fcifie btti 6e{tett onibrftcfeit. 

A + B + C ^i«|^-«i^C 

Va md^ $. 132 — cos — -■^— • = •— n^— .— ^ 

X c 

co.^ 
2 w 

ttiib aa^ ttod^ S« 142 3iifa$ 2. «in C = ^.^ ^ ^.^ j^ iß, fo l^t man 

A+B + C »♦ «i° I «i° I ♦ w 
— COS ■ = f ober ottdft 

sin a sin b cos T- 



. . A + B + C 

1) — cos ^ S5 



W 



2 a b c 

2 cos - cos j cos - 



c .A+B+C 

Sa ferner na(4 S* 151 . cos X=scos - • sm r 1 

tmb tia(9 §. 75 ber UBinlcI X qUUi iü bem SBinfel an C in 
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beut uttfer bem Srtietfe ABC liegntben 6e^tiett#Sre{e(fe, fo {(1/ 
ti>€ittt »fr bte (Sf^ne be< ^eqtni BC mit a, bte Ge^ne t)on ÄC 
mit /9 ttttb bie Ge^tie i^on AB mit y btitldtntn, ber Soffnui bie^ 

a2 y2 4. ^2 

fc« SBüifeM = / 7 - > tt«^ Ä^fö Ätt* 

X dp 

^^ ^ = "^ 

3ft nm aber ber jtugerrabftt« bte Cbt^eit/ fo ifl a = 

. BCr a ^ . AC ^ b . c 

sin — = 2 cos -, i» :rs 2 sin — r=: 2 cos - , y P=r 2 sin ^ 

a« b« c» 

cos -5- + cos -T- + cos — — l 

ttnb (Ufo cos X s= , , bafter iß 

2cos |cos - 

a« W c» 
^ . A + B + C cos-^+cos^+cos^-1 
2> sin -1-i. = — ; 5 j . 

2 cos — cos rr COS - 

2 2 2 



•ß 



3itfa$ 1. 9ttS beti i^orile^enbett afit^brätfen lafTen ffcfi mit 
teilt ber Mebenbreiede leicht tie (Sinud uttb dofinni ber 
JE^drfteit Don A + B— G, A + G— B, G + B ^A flnben. 
«« ffi i. e. 

. a« , . b« . c2 
^ B^C sm ^ 4. sin ^ - sin -^ 

2 a b c 

2 sin - sm - cos - 

Bniaü i. g&r ben 3ii^a(t a eine« ^reiecM ^at man bie 
gormern 

A w 



sin ^r SS -" 4 1 

2 ^ a b c 

2 cos — cos TT cos r- 

2 2 2 

a« b« b^ 

COS^ +C0S j +COS- -.1 

''• 2 ~ a b c 

S cos -r COS o COS - 
* 2 2 

a* b« c« 

cos -. + cos - + cos - — 1 

trab cot ^ a * ^ ^ . 

2 w 
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S* 153. 

' itfftial^. S>er SofTnuS be< fialbtn Umfanget tintiZttitdi 
ift gleich brm ^robucte aui btm Qoflnut Ux S^ilfttn imtitr SBiiu 
fei beffetten itnb bent (äoflmi ber cingefd^IolTeiieit 6eite/ toemtiiu 
bert um bat ^robuct ber &inni ber S^älfun jener 9Btnfe(, wenn 
ber Stefl burc^ ben 6tnn< be< fialbtn britten SSinfelJ bioibiri 
»irb. 

9ttotii. SBenn in Fig. 39 D ber f)ttnft fü^ toelc^r toott 
ben Geieen bti StebenbreieM ABC gletd^en 9(flanb f^at, fo ift im 
Sreietfe ADB nacf» S« 186 

cos ADB = sin DAB sin DBA cos AB — cos DAB . 

cos DBA, ober au^f/ 

cab 

ba ber ®lnrer ADB = CDy, DAB ^ 9(fl ^=90« — 

-, DBA = 90« ^ = 90« — j nnb AB«ci|l, cosCDy 

sc cos - cos - sm c — «m r* sm - , nnb ba im Z)reie<fe 

a 4- b — c 
CDy ift cos CDy sr cos Cy • sin DCy = cos ^ • 

sm -, fo ffot man 

A B , A . B 

■ LI ^^* TT cos —cosc — sm — sm — 

a-l-b-fc 2 2 2 2 

CO. — — - = — 

Sttfa^ 1. SBenbee man bai gefunbene S^^eorem auf bie iRe# 
benbreiecfe^ fo fjot man noc^ 

A B A . B 

. • cos — cos — — sin — sm - cos c 

a + b — c 2 2 2 2 

cos — r =" 



b + c — a 

cos ^ ■ 



a + c— b 

cos ^ 



. G 


t 


sin - 


* 


B . A . . B 


A 


cos — sin — + *™ — cos 
2 8 ^ 2 


- cosc 


C 




cos- 




A . B . . A 


B 


cos — sin ^ -f* *!'* Q ^* 


— cos c 


G 





cos — 
2 
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3ofa6 2« aQerben bte Dorile^cnben Dier %t>mzln mit benen 
im S. 138, 139 itnb 140 bnxdi Ditotflon utbmitn, fo 
€x^Ut man 

a + b + c _y^^_^ 

tng J— - A B ' 

cos c — tng - tng - 

a ^ b — c sin c 

tng 5 = — j 3 -— > 

cot - cot - — cos c 
a-l-c — b sin c 

tng — 5 — = —5 T' ' 

tng - cot - + cos c 

b 4- a — c _*^°L_? . 

tng 2— = .-"A 'B~ "' 

tng -r cot - + cos c 

aud> bfcfe vier %cmtUi taf[t» fl(^ vamituliax »er 6oiu 
fhrnctioit tttttt^mtn, 

S. 154. 

tinfiaiu man foO ben Umfm *^*^ Srefn» tmtä^ feine 
teei Smfel m*itMtn. 

A B 

cos — cos — . smc 
2 2 

X>a nadi S. 138 sin J (a + b + c) = • q 

sin - 

S W 
tmb nad^ $. 136 aitc^ sin c = ^.^ ^ ^.^ ^ <|l/ f» «^a^ ««» 

W 
1. sin f (a 4- b -I- c) ^ g (* • 

8 sin - sin ^ sin ^ 
A + B + G 

jDa ferner nac^ $. 152 sin - g — 

a» b» c« 

cos -+ cos- + cos r 1 

s ^ ift, fo ftttbet man wütüft 

a D c 

2 cos -r cos r cos — 

be< m{}>roreit ZJreietfa auf ber GteDe 
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1 



2. cos I Ca + b + c) = 



1— sin __sin— — siny 

ABU 
2 sin - sin - sin ^ 

itnb Mdi femcv wittclfl ber Kebenbrdecfe: 

; C» B» A» 

sin _ + cos — + cos ^ 1 

cos I (a + b— c) = ■ A B C ^ 

2 cos Q ^^ o *"^ o 

C« . B» A* ^ 

cos — + sin — + cos ^ 1 



coc I (a + c — b) = 



cos 1 (b + c — a) 



A B G ' 

2 cos - sin - cos -j 

C3 B« . A« . 
cos — + cos — + sin j 1 

; 5 B . A 
2 cos - CO? -j sin j 



Sftr bie Sotoitseiite bei ^at6ett Umfattge« erl^&(t moit offo 

A2 . B« C« 



cot I (a + b + c) = 



1 — sin — — sin — — sin o 

w ■ 



Sttfa^. Se)d4ttct man in Fig. 10 btn Umfatig b(< QreicdK 
ABC mit U, bti Dreietf« GBA' mit IT. iti Ünitdi AGB' 
mit U" nnb iti ÜttitOi ABC tnü U'" , btn Sn^aft von 
ABC mit A, »on GBA' mit A'> »on AGB' mit A"> von 
ABC mit A'", fo id 



cot 



cot I 



cot 



cot 



ü = 



IT« 



U" = 



U" = 



A« B» C* 

1 — «in — - sin — — sin — 

W 

. A« . B* C« 

1 — sm — — cos T *0' ö~ 

w » 

1 — cos I A* — sm — — cos — 

B« C* 

1 — cos j A' — cos r^ sin — 

W 
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itnn ber 2>{»tfor W bleibt M Um Ucbcrsangc }tt bnt 92e(tit* 
ittitdtn nnvcrAnbm. 

i^ferait« ei^&(t matt nim leiil^t 

- 2 sin — 
cot J U + cot I IT s= w . 

. B» 

- 2 sm — 

cot I ü + cot I U" = ^ , 

- 2 sm — 

cot 1 U + cot I U" = yf , 

tat> alfo 3 cot I U + cot I U' + cot \ U" + cot | ü'" 

A* B« . C« 

— 2 sin r 2 sin — — 2 sm r- 

s= * „ * Itttb ba 2 cot $ U 

w 

A« B« . C« 

2 — 2 sin ^ 2 an- 2 «n «" 

~ * '^ iff, fo fittbrt «Ott 

tIMl cot I ü + cot I U' + cot I F' + cot J F" = ^; 

biefelbe gornel cr^U man aadf vamitttlbax ivadt tit Sbbitfon 
bcr oben flc^enbtn. 

genier ift nacfi S. 152 

a« b» c« , 

^ cos - + cos^ + cos - — 1 

cot - =. ;; . 

a» b» . c« 

A' **" 2" "*■ "° r + "° F "" * 

cot rr- := •— -■— > 

2 w 

a» b» . c« 

^« «in - + cos - + sin J---1 

cot -rr- S5 — — '— '> 

2 W 

. a» , b« c« 

w« sm j- + sin ^ + cos - — 1 

cot -r— es , 

2 w 

A A' 

Ijifxani ain crlJAft man cot y + cot — = 
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,„. A . A' ^ *'°' 2 A A'" 

cot _. + cot ^ = ^ , cot ^ + cot |- 

„J"* 2 . A A' A" A"' 

= „ vnh cot Y cot +Y + cot — + cot -j- 

2 

— cot I ü— cot I I T — cot |ü" —cot I IT" __ w 

. A . Ä' A'' . Ä'" ~ W' 

cot Y + eot -j* + cot Y" + *^°* "2~ 

S. 155. 

Se^rfa^. gdOt man in einem Cnldit ttättniaMl^ai) ^tütOt 
von einer (Scfe auf tote (Segenfette ein ^erpcnbifel^ fo toirb bicfe 
iSeftc boburcf) in jtpei tlbf^nttte get^cilf, mtb tt ift bai ^robna 
aai ber S^angente bc< Ratten Unterf4>iebed biefcr iibfcftnttte nnb 
ber Sangente ber falben get^eiltea Gcttc gleich bcm 9>robucte aui 
ben S^angentctt ber ftalbtn ®nnrate itnb tti (falben Unterfd^icbed 
ber betben anberen Cieitcit. 

fBetoei«. 3|l in Fig. 75 a uttb Fig. 75 ß CD fenfrec^t 
auf AB, fo macbe man DV «b DB, uub {tede CB*, fo eutßel^t 
110(4 eilt £reic(f AGB', wai mit beut X^ttität ACE iu {wci 6ei< 
ten Abereinflimmt, »eil nun CB « CB' ifl; außerbem no(4 tfl 
B + B' = 180». 

3m £ret((fe ABC ifl nun mit $. 148 tng | (CA + CS) 
cos f (B — A) AB .,_»,-. _,« i« A ^ 

= 1 <^ . A^ tog -TT ««^ <w ©Kierf« AB^C iß att(4 nadt 

cos j CB + A) ° 2 ■ -» -» 

c . . ^w sin I (B'— A) AB* 

§. 148 tng I (CA-CB') - ^i^^ : ^p, ^ /^ . tng -5-, cUt 

Otfo tng I (CA-CB) = 21 l (B- A) *°8 ^^'' ""* "*'^'' 
bfefe f)roporHoit mit ber vorigen multipUcixt, fo ^at man 

AB' AB . • . «. ^„ 

tng -j- . tng Y " *°8 5 (CA-CB) . tng 1 (CA + CB). 

^icrna(4 (ann man AB' ant ben brci Gciten be6 2)rc{e<M 
ABC bmitntn, nnb ti ifl bann iuFig. 75 a 

DA— DB AB' ^ , ^. „, ^,« 
j = "Y ««*> ^" ^"g* ^^ <* *<* 

D A+DB _ AB' 
2 ~ T' 
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3ttfa& 1* üttS bell brei Btittn tt« l^ttMi ABC laf[tn (T4 
f^ittnadi bie 9l6f4ititte DA itnb DB betcc^tten^ unb ba in 
bett rcd^tuoiitreltgnt Sreietfett ADG unb BDG onferbcm 
tie Jg)9porenuren CA ttnb GB gegeben finb/ fo laffen fldl^ 
biefe 2)rete(fe nad) ben einfad)en gormeln tn ben SS* 117-— 
120 auflifen^ ivobnrc^ bie brei ÜBinfel be« DreiecM AGB 
befannt toerben. 

3ufa$ 2« SU ber SBinfel B nnb alfo andf V « 90% fo fft 

.^ ^ ^ .. GA — GD CA + CD 

AB^ = AB, nnb olfo tDg r • tng 

AD« CA + CD A AD 

= öig -j-, tog — « mg (45^ + j) tng — -, 

GA— GD ^^_ A AD 

tng ^ = tng (45« — j) tng -^^ 

S. 156. 

Ce^rfä$. S^Dt man in einem nicift (nic^t rec^ttDinfeliflen) 
IDreietfe Dom Ccbettel eine« SBinfeK anf bie ®egenfeite ein Sot^^ 
fo t^eilt biefe< ben genannten SBinfel fO/ ba^ bie XaMtntt U$ 
falben Unterfcfiiebe« ber 2l^ei(e beS SBinfel« gleich id 4|m f>vo# 
bttcte au« ber Sangente ber ^Alfte biefed SBinreld nnb ben Zanß 
genten ber falben &ummt nnb bed (yolben Unterfc^iebeS ber bei# 
ben anberen SBinfel bti Xfitizdi* 

2)enn ba nac^ S« 149 
. .^ . r. CO« 5 (CA— GB) AGB ^ ^ 

tBgJ (A + B) = ,,3 , (CA + CB) • ^^^ — «»* «** 

E ,1»^ . A. «0» 5 CCA — GB') AGB' ,_ 
tng I (B + A) - _ -___ cot — m. 

AGB ACB' ^ 

fo (at man offenbar cot -^ tng — r— = tng | (B + A) . 

cot I <B' + A) ober andt 

^CB' ^ , „ , AGB 

tng -^ = tng i (B + A) tng J (B— A). tng -^, 

AGB' DGA— DGB 

nnb ti i(t mieber in Fig. 75 a ber SBinlel -r— = 5 

4inb in Fig. 75 ß ift AGB' =. ££11.2^8 

3nfa$. Da nun in ben Z)reie(fen AGD nnb BCDjtoef S(Bin« 
fe( belannt fInb/ fo Mnnen ffe nadir ben einfachen gormetit 
im S* 116— 121 anfgeljfet werben^ loobnr^ man b{e6ei# 
ttn be< iDreiecM AGB er^dlt^ wenn bie brei SBinfel beffei« 
ben gegeben flnb. 

8 
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§. 157. 

{e^rfa^. gddt man von dner (Scfe tinti t)ttUdi ein Sot^ 
auf bie (Segenfeite, fo t>er^dlr fldb bte 2;aiiseitte bei balben Un# 
terf4|iebe< i^rer Übfcbnitte {ur £angcnre ber ^aI6en 6e(te fetbft, 
ii>{e ber einni bei Unterfd^iebed ber fSilnM an i^r {nm dnui 
ber 6iratme biefer äBinfel. 

ßtwtli. 3n Fig. 75 {fl 

^ . sin 5 (B — A) . .^ 

tilg I (CA-CB) = s^t-^-a3 ^S I AB ttttb andt 

cos I CB ~ A) 
tng I (CA + CB) = eos 1 (B + Ä ) ^°« ' ^® ^"^* 5- *^^^' 

ftifo ifl tng f <i|^CB).tng | (CA + CB) = ^^^ [" ~ ^' 

tng ; AB^ unl) ba nacft S« 156 att(6 

tnff I (CA — CB).tng | (CA + CB) « tng | AB' . 

tng I AB t|t/ fo t^at matt ofenbar 

mg IJLB' _^ sin (B — A ) 
i- tng"| AB "" sin (B + Ä) * 

3nr^ 6inb alfo b(e etitt AB nnb bie betben 3B{nrer A 
ttnb B an il^r it^ticn, fo fini^rntan barau« bie Slbfc^nttte 
DA nnb DB, n)ie t)orpm/ unb 4]a nun in ben beiben redyN 
»{nfeligen 2)rete(fen ADC nnb bDC tint Statl^ttt nnb ein 
SBinfel an i^r in jebeni (efannt ffnb^ fo Mnnen (Te nad^ 
ben einfad^en Formeln im §. 117 — 120 anfgel6fer werben, 
loobnrd^ ntan bie beiben anbeten Otiten CA nnb CB^ nebft 
bem Don f^nen eingefc^Ioffenen SBinfel ACB finbet. 

Slnmerfung. X)iefe4 nnb^bat na<^fo(genbe, auäi xou 
^en feiner (Sinfa^^eit mei|i«ilrbtge/ 2(|eorent finbet (Td^ ixi 
ben bellen mir befantaten Se^rbMern ni&it. 2){e 9lttff6# 
fnng ^iernaA ift gerabe beimegen fe^r brauc^bar^ tpeil man 
babnrd^ bie Slbfc^nitte DA nnb DB finbet SBenn man hai 
Sot^ CO anf iwei ))erff6iebene SDeifen bered^net^ fo ^^at 
man eine 9)robe fär bie Slec^nnng* 

S. 158. 

i^l^rfa^* %iXlt man in tintm Sreiecfe i^om Gc^eieel eine» 
S&inreM ^n f>er))enbi(el anf bie ©egenfeife^ fo ifl bad ^robnct 
axA ber Zan%tntt ber ^&Ifre biefed SBinfeM nnb ber S^angentc 
bei färben Unterfc^iebei feiner beiben S^^elle g(ei(^ bem GtnnS 
bei ttnterf(^iebei ber beiben ben SOSinfel einfd^Iiegenben 6eite»/ 
biDibirt bnrd^ ben eixoa ber ^nmmt biefer eütvx. 
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8 et» ({9. 3« Fig* 75 ift nat^ S. 149 

tng S (B- A) = ,.,;(CA + CB) ^' ^ ^*=» 

ttnb auc4 

cos J cCA— CB) 

«g * (^ + ^> = CO» ; (CA + CB]> • *^»'* ^^' 

fflttani credit matt burc^ SRuItipItcatiott * 

tng I CB-A) .mg I (B+A) - ;^^|> cot | AGB«, 
itnb ba ttad^ §. 156 a»ä) 

luff I (B — A) . tng I (B + A) SS tng I AGB' cot f ACB 

ifl/ fo 9ar man 

t«g I ACB- = |i;-J^-f-Sj coh^CB. 

3ttfa(. Citib alfo iwefSeftett ttebftbem eingefc^IofFetitit SBfo^ 
M (CA, OB ttnb ACB) gegeben/ fo fann man (){erna(^ bte 
Steile DCA unb DGB bed 9B(nfeIS fEnben, nnb ba nnn 
in ben redyHDinfeligen S)refecren DCA nnb DCBMt ig)9# 
potenufe nnb ein SBinfel an if^x in etne«t jebttrbefannt 
jlnb/ fo ta^tn ff c^. bte Z)re{e(fe nac^ ben etnfa($iirf|ormeIn 
in ben S§. 117 — 120 anflöfett/ nnb man finbet babnrd) 
bte brtrte 6ette AB nnb bie SBütlel A unb B bed X>xtu 
tM ACB. 

2el^rfa(« %iUt man In einem Sreietfe i»om @<^ftel eitte« 
üBinfeU anf bie ©egenfeite ein eot(> fo ^cxf^iU fldi ber &inui 
tei Unterf<4iebe« ber SCMe be6 SBinfeU }nm 6inn« be« Unter# 
fd){ebe< ber Zlitilt ber «to/ iDie ber 6inu« tinti beliebigen 
SQtnfeM im Z)reie(fc inp 0i9tti ftiner ©egenfeite. 

■ 

8ett>e{«. 3n Tis. 7& fei »ieber CD fenfted^t onf AB nnb 
DB" » DB, fo {|l im X)reiecre AGB' natii S- 123 

sin AGB" sin B' 



sin AB' "^ sin AG ' 

sin ACB * sin B 

nnb ebenfo ijt im Sreiecfe ACB noc^ —. — rs' = r — ÄT-t »«^ 

' ^ sin AB sin AG 

nnn aber sin B' «s sin B ift, fo f^at man alfo % 

sin ACB' _ gin ACB _ sin ABC ._ sin BAC ^ 
sin AB' "" sin AB ~ sin AG ~ sin BC* 

9in allgemeinere« Oefeft tvib miter nnten wrfommen» 

8* 
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5. 160. 

Ce^rfat* SSJettn in Fig. 74 a, b, c tte ®fifctt eine« Z)reü 
tdi ABC, A, B, G t^re Oegettwtttfet flnb^ unb mait ein jmeite« 
2)re{e(f MNL fo conflntirf/ ba9 bie eine Seite m » | (180<> — 
a— b), bieGeite n^ { (180<^ + c), ber (Segenioinfel Donm, ttims 
lict M » I ClSQo ~ A— B) ift, fo ifl ber (Segenwinfel N i^oti 
n s I C ober » 180^ — IC. 

SBttotU. 3m Sreiede MNL i|l nadi §. 123 

sin N sia n 

sin M *** sin m 
Itttb ba sin M s cos I (A -f" 1^)9 siii n as cos | c^ sin m ^ 

cos I (a 4- b) ifl/ fo ^at mott alfo 

sin M • cos I (a -f b) 8 cos |( A -(- B) . cos \ c, ba aber nadi 

S. 149 3ttfo$ att4 
sin I C« cos |(a + b) Ä cos \ (A — B) • cos | c ifl, fo folgt 

alfO/ ba9 «in N == sin | G unb alfo entweber N « | C (ober N — 
180« - I C) iU* 

Da nnn aber ber Smta^me gemd^ m < 90« unb ancfi M 
< 90«/ aber n > 90« ifi, fo ftnbet in ber SBefiimntnng bti SBin^ 
Uti N na(f> §. 47 Bufab 3 tint Sweibeutigfeit Gtatt, unb ti tin^ 
tien alfo ani ben brei gegebenen Gticfen {wei t)erfd^iebene Z)rei# 
etfe MLN unb MLN' conflruirt werben ^ bie aber nac^ ben tel^r# 
fd^en in ben S§« 157 — 159 fo ^on einanber abbingeU/ baf man 
ani beut einen Dreiede MLN hai anbere MLN' , unb umgefe^rt 
aui biefem jene« leicflt auc^ burcf» Stec^nung herleiten fonn. 

Snf^O* ^dtte man flatt ber GtAcfe m, n^ M i^re enpplu 
mente genommen, udmliA m =:: f (180« + a + b), n « 
I (180« — c), M = I 180« + A + B, ober aud^ unr ftatt 
Ui etaen ober anberen et&dti fein Supplement, fo f^ittt 
man uoA anbere Dreieife er^alten^ unb in Offnen lodre ber 
Sßinfel N immer entweber » | G obe)r - 180« — | G. 
Sie etitt MN SS 1 unb i^r ©egenioittfel L foffen fpdter 
bttr(^ gormern befiimmt toerben. 

§. 161. 

te^rfaO* Sonfhuirt man jn bemDrefecfe ABC fo Fig. 74 
cte )ioeite< Dreietf MNL, worin jmei Geiten m unb n ffnb, 
I (a -f b> unb I c unb ber ®egenminfel M ber erflen 6eite ifl 
l iiSQff -I- B -* A), fo ift ber Segemoinfel N ber anberen 6eite 
entmeber » | G ober ==^ 180« — IC. 

fBtJiotii. jDa im SreiedfeLMN ifl sin M. sin n» sinN. 

sin m^ fo ^atmatt cos I (A — B) sin | c s N • sin | (a -f b) 

ttnb ba itad|f S* 147 3itfa6 iß cos | (A— B) sin | c a sin | c . 



r 
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«in { (a + b), fo ift sin N=sia | C llltb alfo N = | C (obetN = 
180« — i C) « } (360^ — C). 

S* 162. 

<c^rfa$. Confhttfrt man {u bem Cretecfe ABC fit Fig. 74 
ein imiM I>nM MNL, worin jwci 6eient m lutb n (Inb 
f C18Ö0 — a + b) ttnb I CiSQ^ — c), itnb worin ber ®tatnJ»inM M 
brr erflen Seite ifl | (A + B), fo i|l ber ©eflenminfel N ber anbe# 
ren 6efte | (180o±C.) 

Oeioei«. Sa intCretecfe LMN ifl sin M sin n » sin N* 

sin m, fo^Otman sin | (A-f B) cos | c=:sin N.cos | (a — b> 
nnb ba onA sin | (A + B) cos | c » cos } (a — b) cos | c ifl/ 
fo ifl sin N «= cos I G nnb alfo N ± | G = 90^ ober andjf 
N = J(l80o±C). 

§. 163. 

Ce^rfa^. Sonßrnirt man in einem Sreiede ABC in Fig. 74 
ein itotltti MNL, »orin }ioei ^tittn m nnb n finb | (a ~ b) nnb 
I c nnb worin ber ©egenwinfel M ber erflen Seite ifl | (A — B), 
fo ift ber OesenwinFcI N ber anberen etitt | (180» ± C). 

fBtmtit. 2)a im2)reie(fe MNL ifl sin M sin n = sin N« 
sinm^ fO^at man sin | (A — B)*sin { c^ssinN.sin | (a — b), 
nnb ba wOt sin ^ (A— B) sin | c = sin | (a — b) cos | Cifl/ 

fo l^at man sin N =z qos l C ober N =s | (180^ ± Q. 

S. 164. 

itfttUi* Ibai fBttfjÜtnl9 3toif(4en ber Sangente be< S{er# 
teI#3n^M nnb ber Xangente be« Stertel# Umfange« tintt 2>re{# 
ecM ijl für aUt Dier Kebenbreitfe gleitb grofl. 

^trotU. 3n Fig: 10 conflmire man tnm Sreiedfe ACE 
ein Dreiecf MNL, toit im §. 160/ bann ifl m » | (180o— a — b), 
H = I (180» + c>, M BS I (180O— A— B) nnb N « J C, nnb 
ba nadSi $• 148 Bufa^ 

inglCn— m ) _ tng i(N— M) 
tng|(n+m) ~ Uig|(N+M) 

ift fohÄtmfltt^SJ^^^i!±?':i*— ^"^ = tngUA+B+C-180O) ^ 
IK/ |u 9«^ won tng . j^ ^ b ^^j - ^,gt (isflo+C-A— B) 

8e|e{(^net man a6er bie Sti^alte nnb Perimeter ber t>{er 
Kefienbreietfe ABC, GBA', AGB' nnb ABC fO/ wie im Sufa^e (tt 
S. 154/ fo ifl 

A s=A + B+C — 180S U«a + b + c, 
A'"«180« + C— A— B, ir>3600 + c— a— b. 



— 118 — 



""•^ "'f' mg { U'" = tng { A'" "*** 



tngj U 



_ tag I A' _ tag { A " _ tagJ_A"', 
- tng { U' - tng J U" - tng J U" 



§. 165. 

Se^yfa^. 2)a9 ^robttct ottf tcr ZongeiUe tti 3Hevtr(«Ui» 
faii0e< eitted tDrciccK »nb bcr Zangente be< S{erte(«Umfati9c< 
tinti SRebcnbrefeiM ifl gfridb bcm ^robuctc aai bett Sotongoitai 
bet fßittttUSiüiaÜt ber beiben anbercn Slebenbreiccfe. 




~"6 t V"~ T^ —' 

_ tagl CM -N) tag J (a + b - c> 

- SiTcsr+iö ^^' f* ^«* ««» tog-rca~+"T-+^ 

tag { (180» + B — A — C)^ - , r ,u > 




cot f U'" tag J A , 
HUiit *____ — . — ° * *^ ,. Aber ouA 

tag I U cot J A 

tag I ü . tag J U"' = cot J A' . cot * A". 
(Sbctifo futbet man tag { U . tng J U" = cot { a' • cot J A'", 

tag J U . tag J U' = cot i A" . cot { A'"- 

S- 166. 

<cl)tfa$. Z)a< |)robitct and bor Zaitgetite bet Siertef'Sn« 
^atte< efoe« Creiectt unb ber iCattgente bei Sferter^^Stt^atte« tU 
nti feCner brei Ütebenbreiecfe ifl gUufi bem ^robucte outf beii 6os 
taitgettteit bev Siettel # ^ etintetet ber beiben anbtrett Stebenbreiecf e» 

Setoei«. Conjiruirt matt iitnt Oreiecfe ABC ftt Fig. 10 

bat Z>reiecf MNL ttac^ $• 162/ fo f jl m » | ISO^' — a 

+ b, n = I 180^ — c, M = I (A + B) «Hb N 

. . ^ ^x tnff I (m — n) tng i (M — N) 
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i(»/ fo (>at man -^r^, +"b=l,)— ^ togi(i8Öo_c+ A +B)' 

tttib baing l (c + b^a) =: cot J (360° + a— b— c) = cotj U'; 
tng l (b— a— C+-360») = ing J U"i tng t (A+B+C— 180°) 
«tng JIA; tng i (180O— C+Ä + B) = cot { (180HC— A-B) 

=s cot J A'" t^f fo ^at man 

cot I F _ tpg I A 

tng |U" ~ cot l A"" 
o>er tng J A ♦ tng I A'" = cot J U' . cot J U"; ebenfo fittbet matt 
tng f A • tng I A" = cot J U' • cot J U'", unb 
tng J A . tng J A' = cot J U" . cot J U'", 

ttenit matt nur hai 2)reiecf MNL itt Sejug auf eine anbere Sefte 
unb t^ren ®egentk^infe( fo conflruirt/ tote ed in S3ejug auf bie 
Seite ABssc unb tl^ren ®egenn^infe( G conltrnirt war* 

Sttmerfung* ZXe SniDenbung bet vierten Sabed im S*163 

tng i ü' tng - A' 

fi^rt |tt bem ©afte, baß ^ ^ t tt// = . t ^^ U^i »ö8 aber 

tng J U tng JA 

f^on (m S« 164 auf f&rjere SBeife gefc^Iofien tourbe. 

9Ran ^dtte andi fc^on ben ^e^rfa^ im S* 166 aud ben bei# 
bm «e^rfdgen im §. 164 unb $. 165 auf einfache aBeife ^erleii^ 
tett Mnnem 

S. 167» 

8el)rfa$. Z)a< £lnabrat ber ZanQmtt hti SIerteW Umfan« 
ge< eine« ^au))tbre{e(f4 ifl gleich bem ^robucte ber Sotangentett 
ber Sierter#3n^alte feiner brei Kebenbreiecfe, b{t)ibirt burd^ bie 
Saangente Ui Siertel^Sn^alt« jene« I>xtUdi felbfl* 

»ewei«.^ 2)a tng I U . tng J U' = cot J A"» cot J A"' 

tipKfarion ber beiben ©(eic^ungen 

, TTo cot i A' /cot J A" > cot l A'" 
tng S U» ^ ^— ^j A — 

»« «t «.lu-r «■«''»'•"/'.^'•"«sa:. 

^ tng 5 A 

3ttfa^ 1« SBHan laon alfo aud ben 3nM^en wn »ier 9Ieben# 
breiecfen i^rc Perimeter berechnet/ nnb ^at baja Aber^anyt 
bie Mer folgenben gormeln 

• ^ tncf i A ' 



tng JA 

cot I ir - y* *°giA>tog{ A . tngJA 

^ tng } A 
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cot I u"'-^ 5?g.J ^L^(^,:, H-iX^. 

^ tne J A 

3tifa(> 2. SBenti bie SßtnM «ned 2)re{((f4 0eg(6en dnb/ (o 
lonn man barottf <l^rc 3n^a(te ttad) ten ^orotcln a = A. 

4. B + C — 180», A' = 180« + A — B — C Zi" 
=» 180» + B — A — C, A'" = 180» + C — A — B 
iittb f^Utaut Me UmfongMinien na^ bcti «origm ^i'nnek 
^bcn; mi bcn Umfana^rinien ^nbct man aber bie 6«i« 
te«. 2)a «ttM A + A = 2 A, A + A" = 2B, a 
•l* A'" SS i c ift, io t)ttt man, wtnn man inr 9l6f irtvtn 
feftt A = 2», A' = 2 CA — 8), A" = 2 (B — s), A* 
= 2 (C— «); ferner tjl U + ir=360» + 2a, Ü + U' 
-= 360« + 2b, U + IT" = 360» + 2c, nnb olfi, 
toenn man )ur 9[(nir|nn0 fc$t U = 2 1, IT = 360» — 
2 (t ~ a), U" = 360» — 2 (t — b), IT" >^ 360» — l 

O — c), nnb a(fo 

cot • t = y tng I (A--«).tDg I ( B — g) . tng J (C- g) 
' "° ^ tng J» ' 

tns I 8 
U.gtCt-a)» ^^.8;_^^ .cot|t; 

tngK«-bj»— *°S^-i-~.cot|t; 

^SS»--c)^ ^g^g^^^^^ .cotjt; 

itac^ fciefeii einfachen ^ormeln (atttt man auf eine fe^r lu 
queme SBeffe bie Getten eine« '^nitdi aui feinen S^n^ 
fefn ftnben. 



K. 168* 

Cel^vfa$* 2)aS Onabrat berS^angente tem 8{ette(#3n^ane 
einet SreiecM ifl s(eid) bem 9>tobttCU antf ben €otangenten bcr 
Sierte(#9)erinteter feiner brei Sßebenbteiecfe/ bMiixt bnrdSf bie St^ 
tongente feinet Siette(# Umfange« feftjL 

Semeit* ©a tng } a . tDg { A' « cot { U" cot | U". 
iwb tng I A' = *^^-^zrr?f-^— i|*/ f<^ M w« auf b«f 



. . . cot J d' . cot J IT' • cot J IT" 

^^^8 J ^' = — SSiTü 

nnb olfo tng I A =y cöT^ V ^ ' 



i|l 
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, ^ col i U . cot i V" cot \ U" 

"ß * A =>r ^rjy ' 

. „ ^ cot J U . cot 1 U' . cot 1 U'" 

tag J A »V ^ori"tJ'^ • 

.„.A"' /> cot|U»cot| U'. c ot^U" 

3 Ufa 6 1. SBettbct matt bie eetetd^ung tm3ttf(i6( 2 }it $.167 
an/ fo ^at man 

mg I » = V (tag IttagICt— a)tng | (t— b> tng |0— O) 

. . tag I s cot f t . ,„ 

nnbbatra tng | (A-sj = -^ ^i^,_,^ ? tag | CB - s) 

tng I 8 cot I t * tag is cot U. 

^adt biefen ctnfacl^eii Formeln (attn man ani ben Gettcn 
eine< ^DretecM feine bret SDinfel auf eine fe^r bequeme 
SBeife bered^nen. 

$. 169. 

ee^vfa^* 2)a9 Ctuabrot be< ®inud wm ^ittttU^nffatu 
ünei SrefecM ifl gleich bem ®inud feine« S{erte(#Umfanged^ 
multiplicirt mit bem 9>robuete bev (Softnud ber Sierter^^ermiter 
feinet brei Ütebenbreiecfe nnb b{t)tbirt burdS^ ba6 ^robuct ber So^ 
ffnu« feiner brei leiten. 

^ ' * 2 cos I a cos I b cos I c 

unb wenn biefelbe 8e)e{<$nnn0 ati im Sufage )n §« 154 geitom# 
men toirb, fp ffl 

w = V" (si'* I U sm I U' sin | ü" sin | U"). 

Wütil nm aber nac^ bem 3ttfa6e 2 |tt §. 136 sin f a - 2 

sin J A cos f A «nb alfo sin | A tng J A = 2 sin J A^ 

ift, fo erbdft man, wtm man bie i^oriae (Sleic^nnfl mit ber ®Iei^ 

r cotf U* cot J U" cot f U"' ,^ ,. , 
*ttn8 tng I A « V — ^ ~i u ^ murriphcirt, 

onf ber 6teOe bie gefnc^te fformel 

— ^ sin IV . cos I ir >cos | U' . cos{ U^^\ 
^ cos 5 a cos I b cos J c 
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. . ... i^ "«^ J U" cos J U cos J U' cos \ U' 

sin T A — Y ■ . — . rr — = — t 

* ^ sin I a cos | b sin | c 

, . ,„ ^An\ W cos i U cos I U' cos \ U' 

sm } A « V ^ — ^~\ — ■ » 4 u — : ^ — 

* ^ sin I a sin ; b cos f 



S. 170* 



te^rfa^. Datf Duabrat be4 Soffiitti sodm Stertel>3n^a(te 
efned Cretecf« {|l gkic^ bem fJrobucte au0 bem SofTnu^ feinet 
SierUl # Umfanget unb avA ben @{nud ber 93{eml# genuteter feu 
tirr bref Stebenbreiecfe, btoibirt burc^ bad ^robuct ber Soffnuf 
ber Jpdiftett feiner brei ^itvx. 

Seweitf* ^znn man biefefben beiben Formern/ n^ie im 9e# 
weife Don §« 169 mit eiuanber t^erbinbet^ nun aber bie erfle bur(4 
bte jmeite bit)tbirt/ fo er^d(t man auf ber ®reOe 

^ cos J U. sin J U' sin \ U".sin \ V" 

cos { A = V 1 i"X 1 * 

* ^ cos I a cos I b cos | c 

3ttfa$. Qeje{(4net man in Fig. 10 bie ^tittn tti ^wxpu 
breiecfd ABC mit a, b, c^ fo ijat man 

^ cos J U sin I U' sin f IT' siu J U'" 
cos I A = V 



cos { a cos \ b cos \ c 

' , ^ cos f U' sin I U sin J XI" sin f U 

cos \ A :ss yf ' j-2_ — ^-., — ♦ 

^ cos I a sm I b sm | c 

^ ^ ,,. /^ cos f ü" sin i ü sin I ü' sin f ü 

cos J A = V = — t t i. • 1 

^ sin I a cos f b sm I c 



... 



... 



.. 



^ .„ ^ cos J U'" . sin i U sin f ü' sin J U 

cos \ A = V ' — =— I ^ ^ 1 ^— 

sin I a sm l b cos | c 

§. 171- 

te^rfa^. Ibai £lttabrat be« SinuS t^om SBiertef^ Umfange 

eined Creiedd ifl gfeid» bem ^robucte ani bem @ittu^ feine« 

!B{erte(::3nbattd unb ben SofTnuS ber SiertehSn^alte feiner bret 

92ebenbreietfe/ bMiltt bnr^ bai ^robuct ber Cinni ber S^ilfttn 

ber brei SBinfel Ut Z)reietf«. 

W 
«e»e{«. 9la(« $. 154 m »in J U « ^-^-p_._— - 

«Hb W »s ^ (sin I A «in I A' «in f A" sin f A"'>, f««er 
.TT /■> CO' I A' . cot l A" cot J A"' ^ ,^ 

(ji tng { u = v^ — i ^sn"^ — ^ — ' ""•* *^'* 

tic »orfge ©(eidgiuns ^{crmit muftiipncfrt/ fo ttftiü man f^oit 

/» sin I A cos { A' cos f A" cos J A'" 

8in T U IS V » — ;— 7 . — , n • . /^ ' 

^ sm { A . sin I B . sin I G 



## 
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Sriei^itet man in Fig. 10 bte SBinfef be« J^att))tbreif(M ABC 
mit A^ B, C, fo Ifat man avab nod) 

• t IT' _ r "" l A' cos f A C08 ^ A' ' cos l A'" 
sin 5 U — V sin I A cos | B cos J C ' 

• i TT'* /- •*" 5 A" cos J A cos J A' cos J A"' 

6in •:• U = V m — • — r^ tt^ * 

^ ^ cos J A sin I B cos | G 

£in • f n - r 8^P t A"' cos I A co i| A' cos | A'' 

* ^ ^ cos I A cos J B sin f C ' 

§. 172. 

Scl^rfat. * Z>a< Onabrat bti (Soflnni Ui SßittttUUmfaiiß 
Qti tinti Ibxtitdi ifi glcid^^ bem (äofinni feine« Sierte(#3n^a(M/ 
mnltipKcirt mit ttm ^robncte ber 6inu0 ber Sierte[#3nl)a(te fe^ 
ner brei 9Ie6enbretetfe nnb biüibirt burdf bai ^robuct ber 6fm< 
ber J^dlfteit feiner brei Seiten. 

Kttotit. SSennmon biefe(6en {wei ^ormefit^ wie im §/i71/ 
Derbinbet/ mm aber bie erfle bnrcl^ bie {»eite bivibirt^ fo cr^Alt 
man fc^on 

• TT /• cos { A sin ! A' «in i A" »io J A' 

cos 7 U SZ ^ . r-T — : r7>~ t n 

* ^ sin ^ A sin I B sm I G 

imb fär bie brei iRebenbreiecfe hat man mit bie '%emttn 

»IT* — r ^Q^ i A' sin { A sin f A^^ «^Q ! A'* 
cos 5 U _ V sin i A cos I B cot | C ' 

.nc . rr' _ r cos| A^^sinf Asinj A^ sin | A"^ 

cos { U = V t A ' ' t T> TTT— — > 

^ cos I A sin I B cos | G 

cos i ü''^ - ^ cos 1 A^-^ sin I A «in { A^ sin j A^^ 

♦ ^ ^ cos i A cos I B sin I C ' 

3ttfa$* 9n(4 na(4 bengormeln im $. 169 nnb 170 fantt man 
' aui bett Seiten eine« Dreietfd feine 90infe( nnb nac^ beti 
Formeln im S» 171 nnb 172 aai ben SGBinfeln eine« 2>ref# 
tdi feine Seiten beregnen; inbeffen (Inb biefe gormebi 
fftr bie genannten Bwetfe ni^t fo bequem/ ali bie frft^erett 
im §« 167 nnb 168. 

& 173. 

Se^rfa$« Z)a<9robnct oM bem Sinnf beiSSierter^Sn^oIti 
eine« J^auf^tbreiecf« nnb bem einvti M 93ierter#3n^a(te« eine« 
KebenbreiecM «>er^&rt fhft pm 9>robncte ber Soflnn« ber Siertet 
9>erimeter ber beiben anberen 9te6enbreie(fe> »ie ber Soflnnt ber 
^Uftt be« semeinfAaftHcfeen SBinfeU ber beiben erfien X>ttitdt 
inm eofTnnd ber i^dlfte i^rer aemeinfc^aftric^en Seite ^ ober and^ 
loie ba« 9>robnct ber Sofhini ber Siertel # 3n^a(te ber beiben er# 



909 
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fltn 2)re{c(ft jitnt 9>rota€te btt eiaui btt Sie rrer «4>eriitietf r ber 
ttibtn anbereit Sreiecfe. * 

fßtwtU. Za nadi f. 199 {fl 

^ CO« f a cos I b cos I c 

• ... /. sin J U cos J U cos t if" cos \ V" 

^ cos f a sin | b sm | c 

fo er^dtt man bnrcf» bfe fOtulüpUtation ber beiben gormefn 

, . ^ ... cos J U'' cos f U"' ^ sin J U sin i U' 

sm } A . «in i A' = = r" ^ V — . u ■ - — 

cos I a ^ sin b sin c 

. . -. ^ ^ü- #« . A X» «n 5 U sin f U' ^ . 

ttttb ba «a* $. 141 iß cos f A = v — . , > — , fo Bot 

* ^ sm b sin c ' ^ 

man offenbar 

sin I A • «in i A' cos J U" . cos J U''' ^ c i» 

^- 1 A =^ 1 ttnb ebenfo 

cos I A cos I a ' 

h sin J A ♦ «in J A'' cos J U' . cos J U'^^ 
cos ~ B cos ^ b ' 

sin l A /sinjA^'^ _ cos | U^ . cos ^ U*^ 

cos j C *^ cos I c . 

Sa femer nac^ §• 170 

^ cos I U sin } U' sin } U'' sin f ü'« 

cos j A = V^ r nr r ^- 

* ^ cos f a cos I b cos | c 

-. cos J ü' sin J ü sin J U'' sin J U'*' 

itnb cos J A' = V^ / . , K ' t ' 

cos 1 a sin f b sin j c 

ifl/ fo finbet man bnrcb bte SDInln'pIication biefer ' beiben ^ormefo 
anf &1inUd)z 9rt, wie t>or^in 

cos J A . cos J A' «in 1 ü'' • si^ J U"' ^ -. - 

" rii ==5 1 9 nnb ebenfo 

cos \ A cos f a ' 

\ A >cos * ^ " -- * '^- -~ * ""- 




cos I c 



S. 174. 

te^f fa(. 2)a< ^robnct an« bem einni M iHttttUUm^ 
fottgeS eine« J^an))tbre{ectt nnb bem 6inn< bed Stertel#Umfan# 
Se6 eine« SZebenbreietK Der^&It fl(^ }ttm ^robncte ber SofTntt« ber 
S{erte(#3n^arte ber beiben anberen SRebenbreiecfe ^ tvie ber eimi 
ber (falben 0emeinf<4aftlt(ffen @ette ber beiben erßen Creietfe {nm 
&imi bti tialbtn gemeinfc^aftlicben SQiufel« berfelben, ober mdt 
loie bat ^robucr ber Soffnu« ber 93iert€Uf>erimeter ber beiben 
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tt^tn Dtefetfe sunt ^vobucte ber 6{nu« ber SterteC^sSti^alte bcr 

bcibeit anberen Dreiecfe. 

SätwtU. Ca nadi §• 171 ift 

. . TT /* sin I A cos I A' cos J A" cos J A"' 
sin J LI =: y 



unb sin J U' = ^ 



sin I A sin J B sin I G 
sin J A' • cos J A cosj A" cos | A'" 



sin I A cos I B cos I G 

cos J A'' cos I A"^ 
(|l, fo ^at ma« sm J ü . sm J U' = 



sin* A 



^ sin B sin G 

sin I a = V" "° ^ ^ "° r^ - «fc fo «U »fl^ar 

* ^ sm B sm L 



IM 



1. 



sm I a sin I A 

sin i U . sin | U^< __ cos | A* • cos | A"* 

sin i b *~ sin I B * 

sin i U . sin J U'" cos } A' cos J A" 

sin f c sin I G 

Z)a fertter stac^ $. 192 

1 TT — r ^2LL^ > sin i A\ gJn { A" s i n | A ^^* 
cos 5 U _ V 3i^ 1 ^gjjj I B sin i G 

-«s .n. . TT - r £2LL^^^'^ i ^ si n ^ A^* sin S A^^^ 

ItttO cos z U =S V — — — ; ^f- r-= j-p; • 

* ^ sin I A COS I B cos f G 

ifl/ fo erl^&It man burcft bie 9RuIt{))ßcat{on btefcr gormrl 

cos \ U.cos JU' sin J A" • sia f A''' •. c i- 

sin 2 A 



sm 
2. cos |U. 



sm 
cos l U 



cos J U" sin J A' 



sm 



III 



b sin I B 

cosJU«' _ sin S A' > sin I A^\ 

c *^ sin I G 



• 3» 
lipKcirt, 

«11 



mttl« 



1. 



5. 176. 

* 3ttf&$e. aBetbett Megomterit sin ^ A tmb cos | A' 
pHcirt/ fo l^at man 

sin^A cos! a: ^ sin | U co, { ü^ ^ 

sm \ A cos I a 

sin J A • cos f A'' sin J U . cos \ V*^ 



sin 



sin I B 

l A'[' 



A cos 



sin I G 



sin f U • cos f 

cos I b * 

sin j U , cos S U^* 

cos I c 
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SBerbm bie %omtl für sin l A' uttb cos \ A" multiplu 
tktf fo fjot man 

cos } J** sin J U' cos } U« 

= — r > »»* ebeiifo 



sm I ^* 



sm i c 



2. 



cos I G 

cos i J' > sin l J'' ^ cos | U^ ."sin { ü^^ 

cos j C •*" sin 5 c 

sin l J' cos \ J"' sin J U' cos \ IS*" 

cos^l B sin I b 

cos \ J» . sm\ J"' cos I U^ si n \ ü 

cos \d 

sin ^ ^^^^ cos f ^/^^^ _ sin \ V'* cos f ü 

cos I A "" sin f a 

cos \ J" sin I J*" _ cos f ü^^ sin \ \]*'\ 






cos I A 



sm f a 



§. I76. 

SttfA^e« SBerbeit bie Formern (1) im $. 173 burc^ bie gor« 
tttern (2) im S* 175 bioibirt/ fo er^dlt man: 

sin \ z/ . sin J J'*» 
1. ing I c . cot J U = 3i^ . j. ^ coTr>^ 

sin I z/ • sin { J*'* 



ttnb tng I c . cot J U" = . . . ^ - . 

° * ♦ sin J ^" cos l J' 

9ltt^ bett ^örmeltt (2) im §• 173 ttnb bes ^ormeht (2) im 
S. 175 er^d(t matt 

, _- cos I ^ • cos \ J"' 

. ,_, cos 2 ^ . COS j ^'" 

tng i c . tng i ü" = ^--7- :- \ ./ 

» * •» ♦ cos ; /J" . Sin J ^' 

Slu« bett gonnebt (O ^ %* 174 ttttt bett gonneltt (2) (tu 
§. 175 erli&U tttatt 

sin f U . sin { U'« ^ 

3. cot I C cot 1 ./' = jj^-f^tjTTS^jyü^ mib 

sin i U . sin { U"'. 
cot J C cot I J" = ^-j^^j^^-j^l^- 

Cttb({(|| er^&It matt ttocft axLi bett ^ormeltt (2) im S* 174 
ttttb bett gormeto (2) im $. 175 bie forgenbeit :^ 

4. cos f C . tng l J* ^ 



cot I C • tng J J'' = 



cos ■ 


[ U . cos i ü'« 


cos ; 

cos \ 


\ V' . sin J ü«' 
1 U . cos J ü'« 


cos 1 


[ U« . sin J U* 
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3n ffnem ^p&Uttn Sbfditttne ti^ivb wn brm Sttfammem 
l^aitge ber Slebenbreiecre no^ in einer anbeten 8etie^nng atlfani 
Ult n^erben. 



Sb i tt tnt 1 1 9b0c9tiitt 

(ürnnbiilge ber fp^drifc^en Gitna tioni # Vepmetrie. 
Sott ben {inea(#(Eon{lrncHoneii. 

$. 177. 

Sowie man (14) in ber Planimetrie )nm Bi^fl^ gerabev tinien 
hti iintaM btbitnt, ebenfo fann man (Td^ onc^ in ber Gy^ftrif eine« 
geeigneten Sineare^ bebtenen, nm {)anytbog.ett onf einer J(vge( {n tw 
bin, nnb biejenigen (Sonftrncttonen/ in beren Sfntfä^mng ber ®e^ 
brancb be« Sineale« anireic^t^ rinnen ba^er f&g[i(f| Sineal^ 
(Sonfirnctionen Ijieigen^ nm ffe babnr^t^on benen in nnterfc^ei« 
bett/ bei toelc^en bie SBefcf^reibnng eineö JtreifeS (Kebenfreifej) ober 
gar me^rer Jtreife ndt^tg wirb/ nnb anc^ wn benett/ tt^elc^e burd) 
bie Sefdl^reibttng wn frnmmen Sinien anf ber Angel bebingt totx* 
btn, bie weber ^au^fit^ noc^ Stebenfreife finb* 2)cn SineaN Son# 
(trnctionen fommt tin tfifftttt ®rab ber Cinfac^^eit }tt, ali ben 
Abrigett/ bemi i^re 9u<fftf)rnng fommt febiglic^ auf iai 3ie^ 
l^en t^on JE)an))tbogen entweber in mUt&xlidiin ober in gegebenen 
9t{(4tnngen {urAtf. ^abti werben ffdb nic^t feiten me^re ^au})t# 
bogen in &ntm 9nnfte fc^neiben^ nnb me^re Snrcbfdynitt^punfte 
werben ^di mit einanber ober mit gegebenen ^nntttn in (ilntm 
ifjfanptfreife befinben; bie (Enttoicfernng ber ®efebe, na^ welcben 
biefe Srfc^einnngen etatt finben/ mafj^t ben Snbaft biefed 8lb# 
fc^nitted ant* Z)a tt alfo l^ier anf bie Dnrc^f cbnitt« ^ ^nnfte wn 
{)attptfreifen anfommt, nnb fO^ }wei {)an))tf reife immer in }wei 
fünften fdjineiben^ bie (Begenpunfte (inb/ fo wirb tint grofe Ser^ 
einfac^nng babnrdb gewonnen / ba$ man wn ben beiben ^nvdt^ 
f(4nitti# fünften gweier ^anptfreife in ber Siegel nnr einen )eic^ 
ntt, ben anbem aber/ ba feine Sage bnrc^ bie M erften DJRig 
beltimmt ifi, gerabran wegldSt^ wet( er nlt^igen %aUi fogfeic^ 
na^gewiefen werben fann. tdft man aber wn it iwei ®egen# 
pnnften jebetmal ben tintn weg, fo gewintten bie fp^arifc^en Son^ 
firnctionen ani^ mit ben analogen planimetrifc^en eine grl^ere 
Uebereinfiimmnng. Z)a weiter feine einien^ aU J^anptbogen Mr« 
fornmett/ fo werben biefe ber Mrte wegnt l^ftnftg Uof iinitn ge^ 
nannt werben* 
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i. 178. 

ee^rfa^. aBctm brei Don cfitem fünfte V aM^^tnbt iU 
st(cii VA, \B, VC Fi^. 76 »Ott tintm mttttn ^auptboQtn gc^ 
f(9nitten werben^ fo tfjtiitn ffe i^n fO/ ba% tfl 

gm AB _ sin VB . sin AVB 

sin AC "* sin VC • sin AVC ' 
sin CB _ sin VB . sin C VB 

sin CA "^ sin VA • sin CVA 
sin AB sin VA « sin AVB 

sin CB "* sin VC . sin CVB* 

SeioeU« 3ladi $. 124 fft im 2)rctc(fe AVB, »entt wn V 
ba< iotfi VP auf XTgefdOet toirb, sin AB « sin VP =:sin VB . 
sin AVB, im 2>reiecfe BVG ift sin BC • sin VP » sin VB . 
sin VC sin BVC tutb im Srciecfe AVC fft sin AC . sin VP = 

sin VA * sin VC . sin AVC; werbm biefe brei ®Uidfmitn, je 
{wei bnrc^ SiüifTon mir einotibev Derbimbett/ fo erl^dtt matt bie 
brei im 6a$e attfgeflelltett yro))ortiottett. 

5. 179. 

itfifia^. (Se^en in Fig. 77 wn einem ^mttt V au< brei 
£ttt{ett Va, \ß, Yy unb toerben fit wn {toet anberen in ben ^nnb 
ten A, B, C unb A' B' O gef^nittett/ fo gelten bie brei folgen^ 
ben Proportionen 

sin VA ^ sin VA^ _ sin AC ^ sin k'O 

sin VB • sin VB' "" sin BC * sin B^C'' 
sin VC sin \0 _ sin CA ^ sin C^A' 

sin VB • sin VB' ~ sin BA * sin B'A' ' 
sin VA sin VA' sin AB sin A'B' 



sin VC • sin VC ~ sin CB sin CB' 
8ett>ei<. Sa nac^ §. 178 ift 

sin AC sin VA • sin AVC 

sin BC ~ sin VB . sin BVC '"^ 

sin A'C sin VA' . sin A'VC ^ ^., 

-AiTwci = JSTVB' : sin B'VC' ^^ '^**^* "~' *^" 

bie erfle |)ro))ortion bnrc^ bie tweite bit>ibirt toith, auf ber 6teVc 

sin AC sin A 'C' ^ sin VA , sin VA' 
sin BC • sin B'C "" sin VB * sin VB'* 

9uf d^ttliclie Srt ^wirb bie Stic^tigleit ber {t^eitett ttttb brü^ 
ttn 9>toporliott gezeigt'* 
3 Ufa 6* SQerben in Fig. 77 bie beiben einien AC unb A'C^ 

sin VA sin VC 

burd» eine «ittie BB' alfo get^ei», baf ^^yj; : jj^y^; 
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sin AB sin A'B' ,^ ^ - ■ . ^. . 

£)itr(^f4)n{tM#^ttitrt V ber beiben «ittien AA' mtb CC 

1 180. 

Se^rfa^« (Beben in Fig. 78 tofer eititen wn einem 9)itit(te 
V ani nnb werben fle wn einer fftnftcit in ben ^nnffen a^ b, c, d 
flefd^nitten, fo finben iwifcften if)ren Grücfen nnb ben Sßinfefo an 
V, bie auf bem and V befAriebenett Aretöbogen aßyi ber (E{n# 
focftfteit toegen gemelfen »erbe»/ bie brei fofgenben Proportionen 
etatt: 

sin ab • sin cd sin aß ^ sin yd ^ 



1. 
3. 



sin ac • sin bd sia ay • sin ßd* 

sin bc • sin ad sin ßy . sin ad 

sin ac • sin bd ""* sin ay . sin ßg^ 

sin ab • sin cd sm aß . sin yö 



sin bc • sin ad sin ay • sin ad 

^ , ^ , ^ sin ab sin Vb sin aß 

^ttotU. Da nadt §. 178 -: = -r— ^7 — : — - mh 

^ sin ac -sin Vc sin ay 

sin cd sin \c . sin yS ,^ ^ ,,^ ' - .., «v* ^ f 

, , . = - — yjc — '-iTt W/ f«> <^^4ft wart burc^ bie SRuIti^ 

sm bd sin Vb . sm /JJ ^ 

plicaHon biefer beiben Proportionen anf ber 9teSe bie $ropor« 
tion (1). 2)ie Proportion (2) finbet man auf dt^nlic^e Htt, nnb 
andk bie Proportion (3) ebenfo ; inbeffen erbdit man biefe and^ 
fc^on babur<9/ ba$ man bie er fle bnrd^ bie )n>eite bioibirt. 

§. 18L 

Qrridrttttg. 3mei AreiMogen aßyd nnb abcd, in welken 
bie fünfte a, ß, y, i Ui einen nnb bie 9>ttnfte a, b» c, d be< 
anberen fo toertj^eiit flnh, mie ti bie brei ^orportionen im S* 180 
an<bril(fen/ m^gen einanber d^nlid» fleti)ei(t beißen / totlditi 
ber Jt&r)e »egen bnrc^ aßyi m abcd bejeidbner toerben mag. (E< 
Reißen a nnb a homologe 9>nnfte ber Z^eilnng/ ebenfo Reifen 
b mb ß bomologe ^unfte^ femer c nnb y, tm.ie, and» d nnb J« 

Snr dbniicben Sl^eilnng ge^ jren alfo adyt 9>nnfte/ wot)on «(er 
fTcft im einen Sogen nnb b(e titx l^omologen ^nnfte im onberett 
Bogen ben genannten Proportionen gemdß t^ert^eUt bejlnben. 

i. 182. 

^&If<fa(. Ginb iiier 9>nnfte a^ b» c, d anf einem itre{<# 
iogen in Fig. 79 beliebig in ber angegebenen %ütQt t^ertbeift, fp (ft 
sin ab • sin cd -f sin bc • sin ad ;» sin ac • sin bd» 

9 
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9t}»tli* !• Da sin ab = sin (ac — bc) = sin ac 
cos bc — cos ac sin bc mb sin ad = sin C^c 4- cd := 
sin ac « cos cd + cos ac sin cd {(l^ fo fjat tmii, IDentt tiefe 
Sttibr&tfe fuMlttttirt mthtn sin ab . sin cd + sin bc . sin ad 
9 sin ac cos bc sin cd -^ cos ac sin bc sin cd -f* ^^^ ^^ » 
cos cd . sin bc -^ cos ac . sin cd « sin bc s sin ac (cos bc 

sin cd 4" ^^^ ^^ ^^^ ^^ == ^^^ ^^ ' ^^^ ^^* 

Sewef«* 2. Bitljt 9M bie Kabieit Va, Yb, Vc, Vd, mtb 

legt matt burcft f^^ <ine Unit mnop, fo tft 

sin ab • sin cd mn • op sin bc . sin ad no • mp 

sin ac • sin bd mo • np sin ac • sin od mo • np 

. ^ - «-..^, r M*^ ^^ • 81^ <5d + sin bc • sin ad 

irnb ttifo bttr* «bblrtoit - . ,0 «n ka 

* * . sm ac • sin na 

mn . op + no • mp . ^ 

= '^ ; ba aber mn . op + no . mp s= 

mo • np ' * 

mo « np i% fo {ft attc^ sin ab • sin cd -|- sin bc • sin ad =? 
sin ac * sin bd. 

§• 183. 

Se^rfa^. Z){e brei 9)ropi)rt{otten f&r bte iftnlid^t Z^titnni 
bev Areidbogen btftcfen nur fot)ie( au^/ alt tint etnjige unter 
{(inen. 

©.»n«. SU <« Fig. 78 !i^^^°-4 = s^_^ny3 

° sm bc.sinad sin/^;^« sino^ 

^ sin ab . sin cd sin aß » sin yj 

fo i|l ancft -; — r ; — 3 + 1 = "^^ — ^s j — S + 1 Ober 

' ' sm bc • sin ad sm ßy . sin ao ' 

sinab.sincd-f-sinbc.sinad smaß . 8inyi'^'8in ßy • sin a^ 

sin bc . sin ad *** sin ßy • sin aS 

^ .^ * * ^^ fii"* ac ♦ sin bd sin oy . sin ßi 

nnb alfo nacft §. 182 -: — r ; — ^ = -. — ^^ — -. — 5^ 

sin bc • sin ad sm ßy • sin ao 

ttirb biefe Proportion burc^ bie erfle btt)ibirt/ fo er^Alr man bie 
britte; ba^er folgen ani einer Proportion bie beiben anberen* 
3 n f a 9 1* 3ft ba^er aßyi xn abcd, fo fann biefe S^eifnng 

auf brei oerfd^iebene SIrten au<gebrA(ft »erben. 
Sttfa^ 2. SBenn aßyi cn abcd fein foS, fo fann man ff eben 
Don ben adjft 9>nnften a, ß, y, 8, a^ b, c» d in ben tinien 
toUn&^rlidji QXLmljmtn nnb bie 8age betf ai^ten |>nnfte< tft 
burd^ bie Bebfngnng aßyi cn abcd beflimnit* 

S. 184» 

4e titr4 Sftmt ymtft gelctt, sefd^mtteit/ fo ffnb fe to ben a^t 
'Dim^r(i9iiftM4>itiirteti A^nri«^ gct^rlft. 
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9tt0tii. 3n Fig. 78 »erben abcd unb ABCD in ben ^o« 
tnologen fünften a nnb A, b nnb B, c unb C, d unb D flef^^nit^ 
ttn yon ben Siltten Va, \ß, \y, WS, toeidye Dom ^unfle V anif 
gc^cn^ unb e^ ifl a(fo nac^ §. 180 

sin ab • sin cd sm aß . sin yd 

'• =""Tj = '^ = — UI •*"•> 

sin ac • sin bd sm ay . sii^po 

sin AB . sin CD sin aß • sin yö 

sin AC • sin BD "" sin Ay . sin ßd^ 

sin bc « sin ad sin ßy . sin aJ 

-: r — Tj ^ -; ; rr Itnb 

sia ac «sin bd sin ay . sin ßo 

sin BQ • sin AD sih ßy . sin aS 

sin AC . sin BD "" siu ay • sin Äil/ 
sin ab • sin cd sin aß . sin fS 

sin bc « sin ad "^ sin ßy • sin aJ 
sin AB • sin CD sin aß . sin /iT 

sin BC «sin AD sin ßy • sin ud 

Unmittelbar t)itxaud folgen aber bie brei fojgenben ^ropor^ 
ttonen : 

sin AB .sin CD 

"" sin AC . sin BD' 
sin BC • sin AD 

"* sin AC . sin BD 
sin AB . sin Cd 



sin 


ab . 


sin 


cd 


sin 
sin 


ac . 
bc • 


sin 
sin 


bd 
ad 


sin 
sin 


ac * 
ab • 


sin 
Un 


bd 
cd 



sin bc • sin ad sin BC . sin AD 

ütacf» S* 183 brücfr aber fd^on eine Don biefen brei $ro))or# 
Honen and/ baß abcd c/a ABCD fei. 

(San) ebenfo ifl ber 9en>ei«, baß in Fig. 80 abcd er ABCD 
fei, obgleich 9dt biefe tinien auf entgegengefe^ten (Seiten tti ^unU 
M V befinben unb ti ifl aud) ^ier A ber homologe ^unft )tt a, 
B |tt b^ C {tt c nnb D gn d. 

3nfa$. QBenn in Fig. 78 unb Fig. 80 bie Stnien abcd unb 
ABCD ibn(i(6 getbeilt ffnb, nnb loenn brei Don ben Dier 
Sinien Aa, Bb, Cc, Dd, »oburc^ bie homologen ^nnttt 
bet SC^eilung Derbnnben Uni, fl4) in einem fünfte V f^nei^ 
beU/ fo ge^t bie Dierte burc^ tbcn biefen ^^unft. 

Senn fd»netben . fld) |. 9. Aa, Bb nnb Cc im 9>ttnrte V 
trab ginge Dd nicftt burcf^ V, fo ftonte man VD tiefen, 
tooDon abcd ttt d' gefcf^nitten werben mag/ nnb ti to&tt 
bann nadt bem Obigen abcd' co ABCD, nnb ba auc^ ber 
Snna^me gemdß abcd cn ABCD ifl/ fo mdre abcd tn 
abcd', wae ntc^t mdglid» iff, ba d unb d' ber Unna^^me ges 
mdß feine 0eaen))un(te finb. 

9* 
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S( tt m e r f tt st g. Z)te SSeietcfinttttg abcd co ABCD rontt 
jttgUic^ b(i}u bienett, tte ^omclogen fJunfte ber (etben Zu 
itieit attjugebett/ »etttt man nur bte Sn^flaben a, b, c, d 
in berfelben 9teit)e ^tnter einanber fe^r, in xotUitv fTe te 
ber StnU abcd anf cinanber folgen/ unb bann bie 9uA# 
flaben für bie (lomofcgen fünfte A^ B, Q D in berfelben 
Orbnnng auf einanber folgen t&^t 

S* 185. 

te^rfa^. 9Berben )we{ Stnfen wn brei anberen/ bte (tcj^ 
fn einem fünfte t^ereinigen^ gefd^nitten^ fo loerben ffe bat^on itju^ 
I{(4 get^ettt/ i^r S)nrdif(i)nitM#9)ttnft ift ber t)terte 3;(|e{r))ttnft in 
it^ntn nnb arfo ber homologe ^unft jn flc^ felbpt. 

IRtwtii. 6inb in Fig. 81 abcd unb ABCD bte betben 
DOtt AV, BV unb CV gef(^nttrenen Unitn, fo fann man^ ba ffe 
ben 9>ttnft d ober D gemein tfaitn, nodt bte oierre Sinie DV )ie# 
fftn nnb bann ifl ber emcii, wie im S. 184. 

(Sbenfo ttttf&tt ti Hdi in Fig. 82; anc^ ^(er iß abcd co 
ABCD, ttenn bit beiben Linien ben ^nntt D ober d gemein ^a« 
beu/ obgleich bie fünfte ABCD auf ber Unit DC ntdit in'btu 
felben Crbnnng auf einanttr fofgen^ in uoclcber fTe in ber ®(eüs 
d^nng abcd cc ABCD auf einanber fofgen. Die brei ^roportio« 
nen ffnb ^ier 

sin ab . sin cd sin AB . sin CD 

sin ac . sin bd ~ sin AG . sin BD' 
sin bc . sin ad sin BC • sin AD 



nnb 



sin ac • sin bd sin AG • sin BD' 
sin ab . sin cd« sin AB . sin CD 

sin bc • sin ad sin BG . sin AD 

Die (e$te Proportion fann aud^ a(fo geßellt werben: 

sin Cd . sin ad sin GB . sin ab 



sin AD • sin cd sin AB • sin cb 

Bnfad L ^tnn {»et Sinien d^nlic^ get^eilt ffnb nnb tin 
X^eil^yunft ber bomologe 9)nnft jn (Ic^ felbü i% fo fcfinei« 
btn fl^ bie brei Sinien, wobnrc^ bie brei Abrigen %^t\\ß 
fünfte ber einen mit ben brei ^omofogen fünften ber d^n# 
lid^ get^eiiten anberen Sinie «erbunben werben/ in (Einem 
Dnnrte. 

Sttfa^ 8* aSenn man iwei (Segenfeiten eine< Sierecf« t>erldn^ 
gert/ W (ie ffd^ f^neibeu/ nnb bann in Fig» 83, t^^ef 
^nnfte C nnb C auf i^nen fo annimmt/ bap 

sin PB . sin PB^ _ sin BC . sin. BX^ 
sin PA ♦ sin PA' ~ sin AC • «in A'C. 
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ift/ fo itht bie iinit CC bntd^ bot CitrAf4tiiltt#9>niirt Q ber 
diagonalen BA' unb AB' Ui StmtM ABB'A\ 

2)mtt nac^ ber «nna^nte i|l BGAP co A'CB'P. 2>ie tinie 
CC fann ttefe Derdnberte Sagen Mommtn, in beren |ebev (le 
ber bnxdi bie anfgefteDte 9>i^oportton antgebräcften Oebingnng ®e# 
nAge reiftet; (le fann )• O. anA bie Sage t)on cc' ^aben, nnr 
barf fie nic^t bnrd^ ben ^unft P felbfi ge^en. 

§. 186. 

Xe^rfa^. SBerben (toei i^anptfreife Qr mib Rq Fig. 84 
itttb 85, bie (f(6 in P fAneiben, wn |tDei tinien QR nnb qr ge# 
fcftniften/ bie ffc^ in p fc^neibeU/ fo gelten bie brei fofgenben 9ros 
i)ortionen : 

sin pq sm qR ^ sin rQ 

sin pr "* sin PR * sin PQ' 
sin pR sin Rq sin Qr 

sin pQ "" sin Pq * sin Pr' 

sin pq ^ sin pR sin Pq ^ sin PR^ 

sin pr * sin pQ *** sin Pr * sin PQ 

sin PR sin O 

ee»ei«. 3w Dreierfe PQR ifi -r-^n = -^— ^> «nb 

^ sm PQ sin R 
1 ^ f ^ « fi* «i*^ <lR «in p ^. ,- «itt PR «in pq 

im Dreiedfe pRq Ift . ^ = -: — 5 , alfo Ifk . p^ ♦ -^-^ 

*^ ^ "^ sin pq sin R' ' ' sin PQ smqR 

sin Q sin rp sin Q 

= , nnb ba Un Sreietfe rQp andjf -. — ^ = -: 

sin p -f^ ^ gjjj i^Q gju p 

ift, fo ^at man alfo . ^^ • -: — ^^ = -i^ — ^ ober and^ 

'^ ' ^ ' sin PQ sin qR sin rQ ^ 

sin pq sin qR sin rQ 

sin pr "^ sin PR * sin PQ * 

^nnb biefet ijt bie erfle Proportion« 

3» ©reiecfe Pqrifl "'^ ^ = ^— , nnb int Sreiecfe 

-1 »^ giQ Pj. gm q' 

_ ,^ sin rQ sin p ^^ ,« 

'^ sm pQ sin r ' 
sin Pq sin rQ sin p 

sin Pr * sin pQ "^ sin q ' 

sin qR * sin p 

imb ba im Xxtitdt qRp andji ift . ^p = r— ^ , fo bat man 

^ ^ ^ ' sin pR sm q ' ^ 

sin pR sin Rq ^ sin Qr 
sin pQ "~ sin Pq ' sin Pr * 
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«üb tiefe« tft bie )met(e 9)ropottton ; bte brirte er^dfr man, wenn 
man bie erfle butdi bie itotitt bivibirt. 

SRan fann andi aüt brei Proportionen ani benen im S« 179 
herleiten, tt^enn man nur bafelbß ben ^unft C mit C {ufammen» 
faDen (d0t« 2)ie brei oben ße^enben Proportionen (Inb fe^r tüid^f 
^8/ ff^ fleften, lofe ade t)or^erge^enben nnb na(^fo(genben ^ an(4 
in ber Planimetrie in fBejug auf gerabe Linien/ toenn man nur 
bie Sorfplben sin. sin. megl&ßt* 

3 n f tt $ !• Die 9>roport{on (2) brftcf t an< , wann bie bni. 
fJnnfte p, q, r in ben «»erldngerten Seiten be< Z>reiecK 
PQR in Sinem J^auptboflen liegen/ nnb fann auil^ a(fo ge» 
(teOt toerben: 

sin pR ^ sin rQ sin qP . 
sin pQ sin rP sin qR "" 

3ttfa$ 2. Die Proportion (1) brdA ani^ ani, wann bie 
brei fünfte p, Q, R ber Griten be« Dreietf« Prq in 9u 
nem {)auptrreife liegen ^ bie fünfte Q nnb R befinben fl(^ 
in ben Seiten Pr nnb Pq felbfl nnb ber britte ^nnft p 
beftnbet fidt in ber Serldngerung ber britten Seite rq be< 
genannten DreiecK/ nnb bie 9>toportion (ann and^ aI(o ge^ 
ßeOt werben: 

sin pq sin Qr sin Rp 
sin pr sin QP sin Rq "" 

$• 187. 

Sßenn man wn ben SAeitefn ber brei 9Dinfe( eine9 DreiecM 
PQR in Fig« 86 nnb Fig. 87 Linien nad) einem ^nnfte O {iebt, 
fo »erben bie SBinfel bei Dreietft (inner(id) ober duc^ dußerlit^) 
babnrdjl fo get^eilt, ba^ ift 

sin PQO ^ s in PRO sin RPO 

sin RQO ■" «n QRO * sin QPO ' 
sin POQ _ sin PRQ ^ sin RPQ 

sin ROQ "" sin QRO ' sin QPO ' 

sin PQO sin POQ _ sin PRO ^ sin RPO 

sin RQO • sin ROQ ~ sin PRQ * sin RPQ* 

sin PQO sin PO , 

«emei«. 3ni Dreietfe POQ ijl -r— 7— = . ^^ , im 

^ ' sin OPQ sin QO 

^ , ^ ^^« ^^ «'»n ORQ sin QO ,, .^ sin PQO 

Dreierf e QOR ift -r— p— = -r— ^pr , alfo ift -r— t^kk • 

^ sm RQO sm RO sin QPO 

sin QRO sin PO ^ ^ , ^ , ^ «^« ,^ sin PRO 

-t — ^TTTT = -i — ^Tz, nnb ba im äDreierfe POR i^ - — «57^ 

sin RQO sm RO ' sm Krü 



\ 



1. 
2. 
3. 
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__ sin PO tin PQ O sinQRO ___ »in PRO 

~ riTRO* '• '" "*" sin QPÖ • mTRQO ~ sin RPÖ 
sin PQO __ sin PRO . sin RPO 

•^*' sin RQO — sin QRO * sin QPO ' 
«nb biefr« iß bte crfle Proportion, gerticr {(1 im Ibttitäe POQ 
^ , sin PQ sin POQ ^ , ^ , ^ ^^„ ,« «in QO 

sm QO sin QPO ^ ' sm QR 

_ sin QRO 

sin 

sin PQ sin POQ sin QRO 



■S5Q' "^f* 



sin QR "" sin QPO sin ROQ* 
• ^ sin PQ sin PRQ ,. , , sin PRQ 

"^ ''" ihTRQ = sinRPQ *•*' ^' '"* "«» sin RPQ 
sin POQ sin QR O sin PO Q __ sin PR Q 

^ sin QPO ' sin ROQ ^^^ *"* sin ROQ ~ sin QRO * 

«n RPO 

;. Qp^ , uttb bfefe« ffi bie {Wdte 9)ro))ort{ott; bie britte (d^ftft 

moit/ toeittt man bie erfte burc^ b{e imdte bfoibirt 
3ifa6 1« £{^ erfte 9)roporHott fatttt oitc^alfo seßeSt tDerben: 

sin PQq sin QRr sin RPp 
sinRQa ' sin PRr ' sin QPp ~ *' 

ittib (fe brAat au«/ wann bie tinien Pp, Qq unb Rr jTc^ 
in einem ^nnfte O f<!^ne{ben* 

3nft$ 2. Sie gweite ^^royovtiott fonn an(^ alfo gefd^rie^en 
toeiben: 

sin_POq sin OR p sin RPr _ 
sinTROq * sin PR'p ' sin OPr "^ *' 

nnb ((e brfttft aui, ba9 bie brei Gd^eiteOiniett Oq, Pr 
nnb Rp be« SreiecH POR fld^ in einem ^nnfte O {^ntU 
bem 

f* 188. 

te^rfae. SBenn in Fig. 76 bie Sinie XY wn brei onbe^ 
ren VA, VB, VC, welche (14) in V f(^neiben/ flef^nitten »irb, 
foid 

sin AYB sin AB • sin B 



1. 



2. 



3. 



sin AVC "" sin AC . sin C ' 
sin BVG _ sin BC . sin B 

sin A VC "* sin AC • sin A ' 
sin AVB sin AB • sin A 

sin CVB ~ sin BC • sin C 
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Set»ei<« Sa tmCreietfe AVB til sin AB . sin A sin B:=x 
sin AVB . sin VP, toetiit VP tin iotlf onf XY oorfteat, nnb 
int jDreif(fe AYG tu sin AG . sin A . sin G = sin AVC 
sin yp naäi §• 1S4# fo erftdtt man burd) Cfoißon auf bcr 6teOc 

sin AVB sin AB . sin B 

sin AXG ** sin AG . sin G-' 

«nb auf g(f{c^e Vre werben bie beiben anbeten ^tepoxtientn f>^ 
iviefett. 

Sfnmerfnng. £a Sßebenwfnfef gleid^e Ginu^ iattn, fo fi 
tt fl(e{(^gA(r{0^ tt»e(<6er wn ben t)fer SQinfeln um A »erflanbei 
»trb^ unb e(ne gleft^e Sewanbtnif ll^at e« mit ben übrigen SBii» 
fein B nnb G. 

$. 189. 

CeMfa^* SBenn in Fig. 88 unb Fig. 89 brei ^nttt 
A, B, G in einem ^auptbogen XY iiegen nnb man wn jtoei in» 
bereu ^nntttn P nnb Q Sinien naä^ jenen brei fünften |irl||t, 
stAm(i(( PA, PB, PC, Qa, QB, QG, fo ftnben bic brei folgeiten 
f>ro)>ortionen' Statt: 

sin AP B sin AQB _ sin PBY ^ sin QBY 

sin APG • sin AQG ~ sin PCY " sin QCY' 
sin G PB sin GQB _ sin PBY sin QBY 

sin CPA • sin GQA "" sin^PÄY * sin QAY ' 
sin APB sin AQB _ sin PAY sin QAY 

sin GPB • sin GQB "" sin PGY * sinjQGY* 
« . ^ ^ « ,^ sin APB sinAB^rinPBT 

Cewei«. SDa nac^ saSS fft . .p^ = -^— rr^T"D7^ 

^ smAPC sm AG »sin PCY 

^ sin AQB sin AB ♦ sin QBY ,^ , ,., 

sm AQG sin AG • sin QCY • ' • "» 

bie erile yro))ort{on bur<4 bie jioette bioibirt toirb, 

s in APB sin AQB _ sin PBY ^ sin QBY 
sin APG • sin AQG ~ sin PGX * sin QGY* 

<S(enfo toirb bie Sliclftigfeit ber beiben anberen 9)roport{ottcit 
ieioiefett. 

3 Ufa 9 1. SBenn wn P unb Q ani bie (inien PB nnb QB 
fo gelogen werben/ ba9 bie folgenbe 9>ro))ort{on 6tatf 
. finbef 

sin APB ^ sin AQB _ sin PAY sin QA Y 
sin GPB • sin GQB "" sin PGY * sin QGY' 

fo fc^neiben fldt PB unb QB in tinm Dunfte B, welker 
mit ben fünften A unb G in dinm J^auptbogen Hegt. 



1 



1. 

2. 
3. 
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3ttfa$ 8. aBntit in Fig. 90 unb Fig. 91 bte bref ^mttt 
A, P, Q in (Sinem i^auptbogcn lieflrn, fo ifk 8in OaY = 
sin QAY nnb ba^er t)at man nm bte bret fofgenben ^x^f 
Portionen 
sin QCY _ sin CQB . sin CPB sin QCX 

*• sin PGY "" sin BQP ' sin BPQ * sin PCX' 

nnb btefe Proportion br&cft au^, wie ber SBinfel PCQ 
(ober fein 9tebenwinfeD burcf» eine Sinie XY get^rift ioer# 
ben nitt9/ totnn fit tuxdi ben Gebettel B iti Dreiectt 
PBQ geben foO. 
sin QBY _ sin CQB ^ sin CPB _ sin QBX 

*• sin PBY ~ sin CQP * «in CPQ "" sin PBX' 

nnb biefe Proportion brfttft • ond , wie ber a&inf e( PBQ 
be< IDreieM PQB jn tbeilen ift/ wenn bte S^^eUung^^^inie 
XY bnr« ben GAeitel G be« Dreiecf« PQC ge^en foO. 
sin QPB sin PQB _ sin PBX sin QBX 

^* sin QPC ' sin PQC "" sin PCX * sin QCX' 

ttttb biefe 9iroportion brAcft ani, wit, toenn eine tinie XY 
ben aQinfeC PBQ t^eitt, bnr<^ eben biefe Sinie ber minttt 
PCQ get^eilt werbe« 

S« 190. 

9e^rfa$. SBenn fidt bie brei G^eitel^Cititen Pp, Qq, Br 
e(tte< DreieM PQR in Fig. 86 nnb Fig. 87 in dintm ^nnfte 
O f^neiben/ fo t^eilen fie ble (Segenfeifen ber SBinfel P, Q, R 
in ben fünften p^ q, r fo, ia$ ifl 

sin Pr sin Qp sin Rq 
sin Qr * sin Rp * sin Pq 

Beweis« Sa bie etittn hti Dreietfd PQq toon Rr ge# 
fd^nitten werben/ fo ifl nac^ $. 186 

sin Rq sin. qO sin Qr 

sinRP ~ sin QO * sin Pr' 

nnb ha bie 6eiten bei SreiecK qQR «>on Pp gefcfinttten werben, 
fo ift naäi bemfelben ®a$e -: — p5 = -. — ~ • V^-^, nnb 

' "^ ^ ' ^ sm RP sin QO sin Rp 

wirb bie erfte 9>roportiott bnrc^ bie zweite bbibtrt, fo erf^&It man 

sin Rq sin Qr sin Rp ^ 

sin Pq sm Pr sin Qp 

sin Pr sin Qp sin Rq 

sin Qr sin Rp sin Pq 

3ttfa( 1» SBenn nnigefe^rt biefe |>roportion bcfriebigt ifl, fo 
fÄneiben fldi bie brei Cd^cileOinien Pp, Qq, Rr in Cinem 
fünfte. 
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* 

3ttfa$ 2. SBeuii man bit ®Iet(^ung *!° J^ = ^■^^"oo ' 

^. — =- mit cos Pq uttb ebenfo bie (SUiAnna "° -.^ 
81Q Pr ^ ^ ' ^ sm KP 

sin qO sin Qp , ^ 

= . QQ • -: — «- mtt COS Rq murtif)(tcirr/ bantt bk 

beibeit (BUicf^ungen abbtrt, fo tttfitt man bie folgenbc 
®(et4)ttng 

sin QO sin Qr sin Qp _. 

-^ TT = -: — =- . cos Pq + -7 — 5^ . cos Rq. 

sin qO sin Pr ^ ' sin Rp ^ 

Snmetrfuns. Sm analosen gaSe ber ^lanimttvit fyit 
man bie nod) einfachere gomtel 

qO ~ Pr + Rp* 
unb i^r gemdß fann ntan bnrdb eine ptanimtixliiit iintaU 
SonßrncHon ein Serb&Itniß conilrniren, totld)t€ entweber 
ber ®ttmme ober ancb bem Unterfc^iebe jweier gegebc» 
nen anberen fBerbdltnifTe ateidifonimt. Cie Slbbition nnb 
GubtracHon ber föv&ä^t oberbaupt ift alfo einer ttneab 
(Sonftrncrion fitiiQ, mit ti andi bie SRnÜipIicarion unb 
jDioiflon ber Ser^ftniffe i|i nac^ ber gormel 

pq _ qR rQ 3? _ £3 f? 

pr ~ PR • PQ ^^^^ PR. — pp ' PQ' 

wefcbe fid^ auf Fig. 84 nnb Fig. 85 be)iebt/ loenn ftatt 
ber {)att))tbogen gerate ünitn genommen »erben* 

§. 191. 

8e^rfa$ 1. SBerben bie brei GcfteiteKinien in Fig. 86 fo 
gejogen, baß Pq = Rq, Rp = Qp nnb Pr = Qp ijl, fo fc^nei^ 
ben ffd) alfo na4 bem 3ufa$e 1 }tt §• 190 in (Einem fünfte* 

Se^rfae 2. SDerben bie brei ecbeitcKinien in Figr. 86 fo 
gelogen, baß bie SBinfel beS Sreiecfj PQR baburA ^albtrt toer« 
ben/ fo fcftneiben (leb bie brei GcbeiteOinien nadi $• 187 in &f 
nem fünfte/ nnb nacb S* 178 ift nun 

sin Pq sin PQ sin Pp sin PR 

sin Rq "" sin RQ * sin Qp sin QR 
sin Qp sin QP 

sin Rp "" sin RP* 

Hai ®(bneiben biefer GcfieiteSinien in QKnem |)ttttfte tourbe 
and) fcbon im §. 64 rein geomerrifc^ bemiefen. 

Sebrfag 3. SBenn Pp fenfrecbt auf QR, Qq fenfrec^t anf 
Pr unb Rr fenfrec^t auf PQ i|f, fo i[l cos V = cos Qq . sin PQq 
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« 

COS P siD PQq 

unb cos R = cosQq . sin ROq unb atfo o = ""= — d7^' 

^^ ^^ * cos R sm RQq 

^ ^ ,- cos R *i- sin RPp cos Q sin QRr ^ ^^ 

' cos Q sin QPp cos P sin Pnr 

sin PQq 

»enn bfefe brei (Bfeic^nngett mnlttplicirt toerben -. — ^^^ • 

sin RPp sin QRp ', ^, ,^ -.*^, .. ,^*r* 

Si^Pp * sin PRr "" ^' '^^^^ Wttcibctt fld^ bie brcf 6«eitet 

Sinien ttac^ S* 187 ist (Stnem ^ttnfte,« toa« auc^ fc^ott im §. 68 rein 
geometrfft^ bewiefen würbe. 

2)a ferner cos PQ = cos Pq . cos Qq unb cos KQ = 

_^ cos PQ cos Pq 

cos Rq . cos Qq x% fo N «att ^^j-gQ = j3^^, e6«fo 

cos RQ cos Qp ^ cos RP cos Rp , . . . 
5d = ö- «üb ;l-5 = — ;r^: werben bfefe brei 

cos PR cos Pr cos QP cos Qp ' 

9>royortionett nitt(H))nctrt, fo ^at man 

cos Pq cos Rp cos Qr 

!• p-* X- • ^ = 1. 

cos Rq cos Qp cos Pr 

Smier ifl tng Qq = tng P . sin Pq nnb tng Qq = 
_^ . _ ^. ^ , ^ , tng P sin Rq 

tng R . sin Rq, alfo ^at mwx bte ^ro))ortton >. = . p^ 

* ^ .- tng R sin Qp ^ tng Q sm Pp 

ebenfp ijl 7-^ = •: — ^ nnb -^ = -1 — —\ »erben 

' '^ tng Q sin Rp tng P sm Qr 

bfefe bref ^roportfonen mnUfpffcfrl:/ fo t)ar »an 

sin Rq sin Qp sin Pr 

sin Pq * sin Rp sin Qr "" ' 

nnb lofrb bfefe (Blef^nng nife ber Dorfgen ntuUipItcfrt/ fo er^&U 
man 

3^ tngRq tng Q p tng Pr ^ ^ 
sin Pq tng Rp tng Qr 

Vnd ber ©fefdinng (2) folgt ebenfaffö^ ba0 ffc^ bte brei $er# 
penbffel Pp, Qq, Rr in Sfnem fünfte fc^neiben. 

S. 192. 

Cel^rfa^ 1. Sfe^tman Don jeberStfe efnetf fp^Arifc^en £ret# 
e(tt efnen {)attyt6ogen fO/ baß er bte %\hä^% be« Dreiecfd baff 
bfrt/ fo fc^netben fl($ bfefe bref Gd^eiteSinien in Stnem 9>unfte. 

Cewef«. 3(t fn Fig. 92 ba« Sreiecf AGB bur4) jebcn ber 
brei {)anptbogen CD, AE, BF ^alMrt »orben^ fo \^oX man nad) 
§» 132 3ttf. 1. 
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. . ^r. «n ¥ AD sin I CD sin D , _ 

sin J ADC = 2 » unb s\n J BDC 

* cos I AC 

sin I BD . sin | CD sin D. 

cos l BG 
f< fit alfo loegen ber ©fei^^eit biefrr Üu^brAcfe 

sin 5 AD cos J AC ^ ^ ,. 

sin I BD ' cos I BC 
s in I BE ^ cosJJBA 

sin I CE ~ cos { CA " 
sin I CF _ cos j BC 

sin i AF "" cos | AB ' 

bur4 bte ^BMHpütaÜen biefer brct 9)rp)»orHottett cr^dtt mm bte 
0(ei(^uttg 

L sin I AD • sin I BE . siniCF:»siD iBD.sin^CE .8m| AF. 
SBeil ferner bie beiben IDreiecfe . ACE unb BCF cteen Olf» 
fe( gemein ^aben, unb ffitidi grofi (fnb, fo fft nac^ §• 151 3i^ 
faes 

tng I CF . tng I CB « tng | CE . tng | CA; in dl^n» 
It«er aSeife {|i tng f BE tng ^ BA ^ tng | BD tng | BC 
nnb tng f AD • tng | AC = tng | AF « tng | AB^ mib 

bnrc^ bie SRuItipIifation biefer bret ©leicftnngen er^Aft mos 

2. tng i AD . tng i BE « tng | CF =» tngf BD . tngf CE . tng| AE. 

aSirb bie @(etd)nng (1) bnrc^ (2) bii^ibirt/ fo entfiele bie 
®Iei(^un0 

3. cqs { AD . cos | BE • cos | CF » cos| BD • cos f CE « cos | AF; 

ani ben (SitidtmQtn (l),unb (3) fi^Iiept matt aber leidet bie 
0(ei(4ttn0 

4. sin AD . sin BE . sin CF ^ sin BD . sin CE . sin AF, 

ttnb bie ^ofge ^ien)ott i|l, baß f[(4 bie brei JE)au))tboflen CD, AE 
itnb BF m (Stnem 9)unfre M fc^neiben. 

2 e ( r f a 9 2. SBenn man bie brei Gt^eiteOinien in einem Crei^ 
ecf e fo iW, baß ber Umfang btt IbxtltM buxdi tint jebe in {mcf 
flieid^e Zfititt attfitilt toixb, fo f(^neiben ffc^ bie brei 6(^eite|[intai 
in (Einem 9>ttnm. 

«e»ei«. CoO in Fig. 92 AG + CE = AB + BE fein, 
fo (at man AG + CE «= AB + BG — CE, ober andi CE 
B= i (AB 4- BC — AC) ; ebenfo ftnbet man AD = | (AB + BC 
— AC nnb a ifl a(fo CE « AD; ebenfo ijl AF » BE mib 

BD » GF, nnb ti ifl alfo überhaupt 

sin AD sin BE sin CE _ 
TuTbÜ * sin CE * sin AF "" ' 



1 
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hafitt fcfineibfn (14) nadi §« 190 bie brei einten CO, AE unb BF 
in Cutem fünfte. 

S* 193. 

(Srtrdrnng. Zfitiit man tintn HQtnfel {wefer {)anptf reife 
fO/ baß bie @inu6 feiner beiben Steile ein (legebened Serbdlmif 
^aben, fo fann man, ba }t9e{ J^anptf reife im HOgemetnen |tt>e{ 
verfd^iebene 9Binfe( mit einanber machen, tDefcbe Ütebenminfel ffnb/ 
beibe fRebentüinfel naäi bem gegebenen Serf)&(tniffe t^eilen nnb 
bet SBinfel I)ei8t bann l(|armontf4 get^It. 2){e beiben Zf^tu 
Inng^Sinien ber äßinfel machen mit ben beiben gegebenen ^anpU 
(reifen ein 69ilem wn vier J£)auptfreifen aui, wtidtt bnrc^ ben« 
felben ^nnft ge^en nnb ein feld^ti G^flem i)ti9t ein ®9(lem Dott 
J^armonifalen/ ba eine ein{ige toon biefen toier tinien in Oe# 
}ug auf bie f)armonifc()e S^eilnng eine ^armonifale ifti^U 

3(1 in Fig. 93 ber SBinfel AVB fo getl^eile bnrc^ VC, ba0 
sin AVC m,^ ^-.. ^ ^ ^ --^ *#.,»* ^ * 

-: — ^TTT^ = — i% nnb t^eifr man ben dlebenrnrnfel A'VB bnrA 
sm BVG n ^ 

sin ATD m 

VD ebenfaW fo, baß . - ^ = — ip/ fo mad^en bie »ier 

Linien AVaS VC, VB nnb VD ein ®9ilem wn i^armonifarett 
and, jeber Don biefen vier ^au)>rbogen \)u9t eine S^axmonU 
falt, nnb man fagr, ber 9QinreI AVB (ober anc^ A'VB) |ei ^ar^ 
monifd) bnrd) VC nnb VD gertieilt 

üxliäU bie 9tnie VC im SBinfer AVB eine anbere Ütetgttng 
gegen bie ecbenfel bed ÜBinfeM AVB, fo dnbert and^ VD feine 
Slicbtnng/ benn wirb ber SQinfel AVB anberd get^eift, fo mn0 
an^ fein 92ebenn)infe( ATB anberd get^eilt werben, weil fein foK 

sin AVC _ sin AT D 
sin BVG "" sin BVD"* 

8ef(l^reibt man aui bem Sentrnm V ben J^an^tbogen ACBDA', 
fo ifl er ein {)atbfreij/ nnb A' ber (Begenpunft toon A; femer i^ 
AC ba« Waa9 be« SSinfeM AVC, CB von CVB, AB wn AVB, 
BD «>on BVD, DA' oon DVA', BA' Don BVA', ba^er ^eißt ein 
Sogen AB bnrc^ bie 9>»n(te G nnb D ^armontf^ ge» 
tt^tilt, wenn ber eine 9>ttn(t C ben Sogen AB unb ber anbere 
D fein Gnpplemenr, ober ben Sogen A'B fo t^eitt, baß bie eu 
jttt* ber S^eiU hti einen fld» }tt einanber «»erhalten, loie bie Gi^ 
nui ber #C^ei(e bti anberen Sogen«, alfo wenn ift 

sin AG sin A'D 

sidTbG "^ sin BD * 

Snfaft 1. aBeil ATD + AVD = ISO^ nnb A'D + AD « 
180® i(i, fo rinnen bie beiben vorigen 9>i^o))ortionen ancff 
alfo angegeben werben 
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sin AVC sin AVD 



sin BVG "" sin BVD 
sin AC sin AD 



unb 



sin BG sin BD' 

unb menn man bte 92enncr tn it^ntn fortfc^afft/ fo ^at m<m 
bte bcibcn (Sttidhun^en 

sin AVC .sin BVD = sin BVC . sin AVD unb 

sin AC • sin BD =: sin BC . sin AD. 

Sttfae 2« 311 ber SDtnfer AVB ^armontfd) burA VC |mbVD 
get^eift, fo tfi aud) nmaefetirr ber 9Binfe( DVC ^ar4ioi^4 
getbetU burd) VB unb VA ; ift ferner ber Sogen AB ttm» 
montfc^ get^ecft burd) G unb D, fo tH aucb umgefe^rt bet. 
Sogen DG barmontfc^ getbetlr burd) B unb A, htnn t^ 
sin G VB sin DVA sin DB sin DC 

'^ ^«* s"krcVB ^ sIJTGVA ""'^ slSXB ^ Si^CA" 
3ufa& 3. Son ben betben Stuten VG unb VD, woburd) ber 
gBinfel AVB gcftietit n>{rb, Ifti^t VC bie innere unb VD 
bte &u6ere itbeilung^ftute/ n)etl (14 VG tm 3ttnerfn 
Ui 3Btnfe(d AVb unb VD im inneren feinet 9!ebenn)tii« 
feld A'VD unb affo augerbatb bed SBtnfel^ AVB befinbet. 
gftr bcn fflinfff DVC ift Vß bie Innere unb Va bie dn# 
fere SCbeilungdltnie. Sbenfo ^ix%t wn ben ^nntttn C unb 
D, xotldie ben Sogen AB barmontfd) tbei(en, ber ^unft C 
ber innere unb ber ^unfr D brr dußere £bei(pun(t, 
weil (!d» ber ^iwtt C im Sogen AB felbft, unb ber ^unft 
D im (Supplemente t)on AB, nAm(id) im Sogen BA' unb 
a(fo auferbalb AB beftnbet. 
3ufa$ 4. @o wie man VA, VC, VB, VD ein ©ii^ftem i>on 
Jparmontfafen nennt, fo wirb man auc^ bie bter fünfte 
A« C, B, D bed ipauptbogen« AA' tin @9flem Don Dter 
l)armonifd)en S^betlpunften nennen. 

Sinmerfung. Um audjubr&cf en / ba9 ber Sogen AB 
barmontfd) bur^ C unb D, ober ber Sogen CD ^armi># 
nifc^ burd) B unb A Qttljult fei, werben wir ber Mtit 
wegen aüt vier Xf)eirpunfte A, B, C, D ber get^eilten Cinte 
bintereinanber nennen, wir werben fd)reiben unb fageU/ bte 
Stnie AGBD fei ^armonifd) getbeilt, unb tt ift bann g(fiA# 
gilrig, ob man berfte^ie, baß AB burc^ C nnb D ober ba9 
CD bnr^ B unb A ^armonifif) get^etU fei* 

§. 194. 

Sefirfa«. 3li tn Fig. 94 bie Sinie ABGD ^arwonifcft ge:: 
tbeitr, fo ifl bai 9)robuct ani ben ®inni ber beiben duneren 
et&cfe, wenn jebetf um bai mittlere @tft(f «ermel^rt wirb, greid» 
bem boppeiten ^robucte ber @inud ber beiben dußeren Gtdtfe 
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ober and^ gfetcft bem boppeltcn ^robucte auö htmQumi bet gam 
{en einte itnb bem ®inu« itjxti mittleren Gt&tfed. 

IBewet^. X)a ABCD barmonifd» getbeift {(}/ fo ift sin AB • 
sin CD = sin BC « sin AD Cnad) §. 193); nun til aber nadi 
% 182 sin AG . sin BD = sin AB . sin CD -|- sin BG « 
sin AD, (lifo ^at man and) sin AG * sin BD » 2. sin AB • 
sin CD nnb auc^ sin AG . siu BD = 2 sin BG • sin AD» 

SnCa^. 9Benn sin AG . sin BD = 2. sin AB sin CD ober 
. sin Ajp . sin BD = 2. sin BC . sin AD ifl, fo iß ABCD 

'liiaxmtji\di getllieilt. 

§. 195. 

^e^rfa^. klimmt man in einer ^armonifc^ get^eiftett {inte 
ABCD u)tar&l)r(t(4 einen fünften ^unft X an, fo ift 

1) 2» (tng XA . iDg XC + tng XB . tng XD) 

= (tng XA + tng XC) (tng XB + tng XD) unb 

2) 2. (cot Xx\ . cot XC + cot XB . cot XD) 
= (cot XA -f cot XC) (cot XB + cot XD)* 

!Bett>eid. £a sin AB . sin CD =: sin BG« sin AD ttttb 
alfo sin ('XB — XA) . sin (XD— XC) = sin (XC— XB) • 

sin (XD — XA) iü, fo t)at man, wenn man auf beibeit Seiten 
burdy cos XA • cos XB . cos XC . cos XD bit)ibirt^ auf ber 
GteOe * 

(tng XB— tng XA) (tng XD — tng XC) 
= (tilg XC — tng XB) (tng XD - tng ZA); 
wenn man aber auf betben Seiten tnxdj sin XA . sin XB « sin XC 
sin XD bivibirt, fo er^dit man 

(cot XA — cot XB) (cot XC — cot XD) 
«= (cot XB — cot XC) (cot XA — cot XD); 
an0 biefen beiben (9(etd)ungen geben bie briben gefucftten $or# 
mein ^ertoor, wenn man bie Alammern aufI6fet nnb gehörig Uß 
bncirt 
3nfa$ 1. ÜBirb ber^unft X ber 9tei(|e nad) mit A, B, C, D 
ibentiflcirt, fo txlj&it man bie )Dier folgenben Formeln: 

1. cot AC » I (cot AB + cot AD), 

2. cot BD » I (cot BC — cot AB), 
3* cot CA =s I (cot BG — cot CO), 
4. cot BD » I (cot AD + cot CD), 

nnb andi bnrc^ eine jebe wn biefen t>icr Olei^nngnt i|l 
bie ^rmonifc^e SC^eilnng wn ABCD au^gebrfttft. 

3ttfa$ 2« 3n einer l^armonifcb get^etlten Sinte ift hat mltt^ 
lere CtAcT BC fo groß, ali ein Äußere« Gtftcf/ wenn e< 
mit bem anbern duneren StAcfe einen jQnabrantett ani^ 
madiU 
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2>eiiit tofitii BD s 90<>/ alfo cot BD » o i(t, fo fft aadi 

ber Formel 2 im Sufa^e 1 attf Ut &ttUt cot BC = cot AB 

ober BG ^ A3, tinb menn cot CA » o i{t, fo fblat av< ber^or^ 

tnel 3 ebenfo/ ba& BG = CD feü 

Bttfa^ 3. SDBrnn ttt rtner ^armottifc^ gcrfteiften {tiife tai min* 

lere 6rA(f mit etnent dußeren GtAtfe 90<^ an^ma^^t/ fo 

til tat mittlere @t&(f bem anberett duf eren Gtdcfe gfeii^. 

§. 196. 

te^rfa^. 9Qenn bie einie ABGD in Fig. 95 ^armoitifdi 
get^eift tfl ttnb ber Vnntt m bad aui einem dußeren Grdcfe AB 
nnb bem mittleren BC lufammengefe^te Gtäcf AG ^afbirt, fo iß 

tng m C = tng m A^ s= tng m B • tng m D* 

S3etoei«« Der nacb §» 195, »enn ber ^unft m aucfe bie 
«inte AG niiit ffalbixt, ifl 

2 (tng m B tng m D — tng m A tng m C) 
= (mg m B -f tng m D) (tng m G — tng m A)^ 
fo ift jebt tng m G s tng m A nnb a(fo tng m B tng m D — 
tng m A « tng m C — o ober autb tng m C^ == ttig m B • 
tng m D. 
Sufa^. ÜBenn tng m G^ »= tng m B . tng m D tfl, anb 
man m A = m G mai^tj fo h<it ber baburd) beffimmte 
gjunft A tim fo(d)e Sage, baß ABGD t|armonif(fr QttlftUt iß. 

$. 197. 

Sebrfa^. SBenn ABGD in Fig. 95 ^armonifc^ get^eifr, nnb 
m bie ^ittt oon AG if}, fo ifl 

sin 2 ♦ m B .sin GBv ^ ^ sin AB ^ 

sin 2. mD "^ ^sin G"D/ "^ Vsin AD^. 

Oewei«. Ca 

in GB sin Cni G — xnB) 

nnb 



^ 



s 

8 



n CD sin (m D — mC) 

n AB ^ sin (mA + mB) _ sin (mC + mB) , 

^"ÄD " sin(mA + mD) "" siQ(mD + mG) *'^' '^ '** 
n GB sin AB sin (mC — mB) • sin (mC -f-mB) 



sin CD sin AD sin (mD — mC) • sin CmD -f* m Q 

,^ sin GB sin AB ,^ 

ober anät, mit . ^^k = "= — aT? ^^ 

"^ sin CD sin AD '^ 

(sin CBv^ _ cosmB^ (tngmC — tngmB) (tugmC-f- tngmB) 
sin CD ^ "* cosmD^ * (ingmD — tngmC) (tngmD + UigmC) 
vsin CBv2 ^^ cos niB^ tngmC^— «tngoiB^ 

""'^ ^^'^ Vsin CD/ "" cosmDä ' tngmD^ — togluG^* 
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Ca o6et tog m C^ » tag m B • tng m D {(t, fo er^It 
man, totnn btefer SBmb fnbftimtrf wirb, 

sin CB^ _ cos m B^ • t ngmB 2 sin mB • cos mB 

sinCD^'* cosmO^.tngmD 2 sinmD « cosmD 
jsin CBv^ _ ^ sm AB ^ _ sin 2 ♦ m B 

^ ^ ^ ^, /si^ CBv« 8m2.mB , 

3«fa* 1. «Benn «t»8(fe«rt (-^cö) = ri^IT^D *' 

«nb ntan tnot^t m A » m C!, fo iß ABCD banMnifA ae» 
• t^eitt. 

(sin ABv^ sin 2 • mB 
s-ÜTÄd) = sia2.mD *<*' »"* "" 

madit mC ^ mA, io i^ ABCD l^aniiottifd^ flet^cUt 

§. 198- 

t(^rfa$. 9Bntit ^ia iinitn einen ^ntirr mit hm DferS^eib 
pvmHm einer ^rmonifc^ get^eiften Stnie t>erbinben, fo ffnb fle 
tia &fftm wn J^anaonifalen. 

8ett>(i«. 3ft in Fig. 78 ABCD (armonifc^ Qttiftat, mtb 
ge^en wn einem ^nnfte V ani nac^ ben fünften A, B^ C^ D 
bie «inien VA, VB, VC, VD, fo ift nad^ §. 180 

sin AB • sin CD sin a/9 • sin yi 

sin BC • sin AD sin ßy • sin ad* 

mtb weil nad) ber annähme sin AB . sin CD =» sin BC • sin AD 
iftf fo ifi aaäl sin aß . sin yS = sin ßy • ^^^ ^* 

3nfab 1- SBenn VA, VB, VC, VD tin Gpftem Don S^u 
nontfalen on^niacben nnb tint (inie in A, B, C, D fc^nei^ 
ben, fo i|t ABCD ^armonifA get^eilt 

3nf a( 2. SBenn toon einem ^nnfte V an< naä^ ben ZifHU 
pmtttn A, B, C, D einer batmonifc^ get^eilten Sinie bie 
tinien VA, VB, VC, VD geben nnb eine anbere iink in 
a, b, c, d fc^neiben/ fo ifl anA abcd bannonifcfi get^eilt 

3ttftt$ 3. Senn gtoei Linien 9armonif4> get^eilt ffnb/ fo (Inb 
fle Ü^nUdt get^eilt 

S. 199« 

Se^rfae« Senn man in einem Sreieife brei Gd^iteSinieii 

S'tfit, mtldit |I(6 in Cinem 9>ttnfte f^yneiben/ nnb man bnr^ bie 
beifpnnfte {»eier 6eiten tint Unit iitf^t, fo fcftneibet ffe bie 
briete 6eiie be« ^DreiecM in einem ^nnfte fO/ ba^ fle babnr^ 
^rmonifcli get^eilt mirb. 

8ttt>ei<« 3n Fig. 96 a vnh 96 ß fei ABC ba< Sreietf 
nnb bie brei 6d^eite8inien AF, BD nnb GE m6gen gd^ in M 

10 



ftfeariten; »Irt baan DF gejogeti, u>d»ok AB üi G gtfrofn 
tvirb/ fo ffl lu (mcifra, baß AEBG ^amientf^ eet^Ut fei. 
Scft f[4 bff Ini e^tftfafni«! in 9inm ^uttte fdiadbor, 
sin AE sia BF sin CD 
f»"* n^M • s-S^ • ,VÄD = *' •">* *• *^**; »"' f*^ 
sin GB sia BF «ia CD ,„ ^ 
sm GA siQ CF stn AD »■ ■ ■> 

Bin AE sin GB , . „ . ^„ ' . „^ 

fwfecr -: — p=: . -: — irr = I oUt sin AF . sin GB = sm EB . 
'^ sin EB sm GA 

sin GA, unb ti ip olfo AEBG ^arvonfft^ stt^cirt. 

3»fa6 1- 9Bnttt AEBG f)annDvfT(&'SCt^ei(t {(! unb «tan )icbt 
»Ott G anfl eint Unit, »»^ur'bie ^ten Ac tinb BC M 
JDrcircH ABC in D unb ^E^ gefcbnitlen tDerbcn, fo fibitn« 
btn ([(4 btc brei QitittiiSUniar BD, AF lutb CE fn &ntm 
^mttt M. 

SufaS 2. SDirb iiö<6 bie ünic CG dcjogeit/ fi> naifeeit CA, 
CE, Cß mb CG ein ^Syfltnt von «icr^armiwifafni äa*, 
»od^S. 198. 

Sofa $ 'S. 3ie^ natt von einem fünfte G ot 
newn jmsf unbere CA nnb CB fn A, D, B 
werben unb jte^t man nad). bem ZJitri^fd] 
ber Xia^ottaUn \>t$ SCerrcfd AOFB bie Sfnii 
CQ «nb GvMw, fe finb bie Linien Ai 
DeFG fiamtonifct) getf^eiit, unb e^ mat^ca 
GA, CE, CB, CG übtt^anpt ein ®i|iflem von J^armonifo« 
IcR aui, ./ 

3ufag 4. 3<e&t man in Fif^. 97 »on einem ^nnlte p Mi 
mt^vt Huim pA', pB", pC', pD ic-, tvovon jtoet anberc 
VX unb vy gefdjnitten »erben, fo bcftnben fid) btcX)ur(b; 
f(l|niRä))uilfie ber >Dfagona[en in ben SüerrcTcn ABCA', 
BCCß', AGCA, CDD'Cr, BDD'B', ADD'A*, n. f. ». 
fdnmUic^ fn (Einem ^autitbogen. VQ, aridjer bur4 be> 
£ar(^f(^nittöpnnri Y ber. btittn Linien VX unb VY ^t^t. 
98enn man femer VP burdr p jiet}t, fo ma<ben bie vier 
Cfnien VX, VQ, VY nnb VP ein evficit »ou Harmonie 
folett an«. 

KnmcrfttttA. tttt ^nnK p ^eißt ant^ tto^I ber ^ol 
nnb bie Klnfc VQ bie f^m im Oeing anf bie efnfcn VX 
nnb VY luTomaeubc polare. 

S. 300. 
KitfsaSe 1. aSon foD eine 8tnie AB, bf< f^on ümtAlOt in 
fiMcw ynaftt E get^eilt if, tmOf dnferUd» fo t^tiltn, toß |[e fs 
^ bcibflt fv»Hm ^amoirifi^ Qtt^tiU fri. 
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9uf( jfimg. SBtm conllntire After AB in Fig. 96etn tDt'arfl^rlu 
iM DreiecT AGB unb {{ei^e GE ; wn A unb B )ie^e man |W€t ®4^e{# 
teOinicn AF unb BÜ, welche ffc^ auf CE fd^ntiUn, burc^ D imb 
F gte^e mm DF, tDot)on AEB in G gefc^nimn toerb«, itnb cf 
iß bann AEBG ^armonifcft ^ttlftiU, alfo G ber gcfud^tc &a$erc 
l^armottffcbe Zt^rilpunft t>oit AB. 

aufgäbe 2* aRati foQ ettte Unit AB, toefc^ fc^on 4ii$er# 
(t(ft burd) einen ^unft G get^eift ifl/ nod^ burc^r einen inneren 
SC^eilpunft barmonifd)- tt}ei(en« 

anfidfttng. 9San conjlruire After AB ba^ fteKeftige Z>xtU 
td ABG, nift tiefte wn G an« eine tinie^ tDo))on bte (Seiten GA 
stnb GB in D nnb F grfi^il^ toerben; merben bann noc^ BD 
unb AF gebogen, mfI4)e fidy>^^ fc^neiben/ unb bann ned^ CM^ 
iDOüon AB in E getrofcn ml^^ fo ifl E ber gefuc^te innert 
2:^ei(pttnf^ unb AEBG ftartii|nir4 igetfteilt 

«nfgafte 3. SRan foU^tinen ^SBinfet AGB, mefcfier f<(ott 
innerlid^ bnr<^ GE getftetli i^, ouc^ nod) iu^alidi j^ormcnif^ 
ll^eilem 

attf(6fnng. 9Ran litht Don {wd ftetiefttirtt V^ftm im 
eAenfel CA bnrcf) einen jpunft M in GE bie ^n{et;AMF unb 
DMB unb nod) DF unbtiiB, ti)e((^e fTd) in G f^neiben; bie 
Sinie GG ifl bann t^'gii^te t^ierte {)armDnira(e« 

Slnfgafte 4. Wlaf- ieU einen 9BinM AGB» »efcfier fcffon 
&ttferli(^ burc^ GG geifeilt ifl/ onc^ noc^ tnnerjj^ flfpnonifd^ 
H^eifen. ' '*7 

aufljfnng. !3n ber ZlieiOinie GG n>4ftle man fteffefttg 
einen ^unft G, (tefte wn ihm ani jwei Sinien^ 4t>o)oon bie @^n« 
fe( bed aBtnfeld AGB in A, D, F, B gefdinitten merben, im 
Sietecfe ADFB (fefte man bte X)tagona(en AF unb BD, loeid^e 
ffd^ in M [(f^neibeu/ bie tinie GM ifl bann bte gefuc^te ^itttt 
i^armonifare. 

9nmerfnng. SBenn man jeben Z)ur(^f(^nittd)>ttnrt wn )n>ei 
Ctittn tinti Sieredj tint ddt btt fßitttdi nennte fo ftot ein 
Sterecf fe(^< Stfen unb menn man biejentgen Serftinbungdlinien 
ber (Sdtn^ tottdjt feine Geiien ffnb, ^Diagonalen nennt / fo ftat 
ein Sierecf brei Diagonalen/ unb bai SSierrcf felbfl fteift ftei 
biefer anf[(ftt beffelften ein t^olljldnbigetf SierecT. 3nFi£.96a 
imb 96 ß ijl olfo ABFDGG tin t^oSflinbige« Sieretf; AF, BD 
unb CG ffnb febie brei Diagonalen« 

S. SOI. 

Ce|rfa$. Z>{e bre{ IDiagonalen efiit< «oD^AnSigm ^itttdi 
t^üm cinonbev ^armotiifi^. 

8 c W e U. Sil Fig. 98 Ul ABEFGD büS »oWAiibisc Simtf ; 
AOEG> BOFH iitib DGCH fc(ni fetite brei Z>{aflena(en (brr 

10* 
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Stid^ttttig^ tii^t bcr (Sxi^t naA); man jie^e nod» DPOR nb 
CSOQ, fo (Tnb nadi S* 199 ntd^t nur biefe btibtn iinioi, foiM 
bcm aud» GFAA« GEPB, DBQA utib DESFI^armonifd^ fict^tft; 
balyer ntac^eit aber DA, DR, DF unb DC ein Gyflem Mn i^ar# 
ntonifaleit aut, ttttb toeil bie Ciagonafe AG bat^ott ta A, O, E, G 
gefc^nitten loirb/ fo ifl ttac^ $• 198 AOEG bannonifA sctbettl; 
weif «>ott bemfelbett G^fteme Don i^armonifalen bie 2>iago^ 
State BH in B, O, F, H gef^nitten totrb, fo {fl aud^ BOFH ^ 
Qtonifd» Set^eift SBeil ferner AQBD ^armonifc^ getbetU ift, fo 
ntadften andi OA, OQ, OB unb OD ein ®9ilem «on ^amtenif 
falen ani, unb ba DH bat>on in G, C, H, D gefd^nitten wirb, 
fo i|i an<^ HCGD ^armontfc^ set^eifr« 

S- 902. 

te^rfa^. Senn man in Fig. 99 a nnbFig. 99 ß bie brei 
e^^eiteOinien AF, BD nnb CE {ie^t, toefcbe M in (Stnem 
ynnfte fcbnetben, unb bann jebe innerltcf^ ittffttttt Seite no4 ein^ 
nta( dn0erli4/ ^inatitn eine jebe dn^erlic^ gel^eiiee ®eire no4 
einmal innerlich barmontf4» tt^tilt, fo liegen bie brei babnrcl^ be* 
jlimmten fünfte iebedmal in (Sinem {)anptfreife. 

SSttotii. Z)a ffcft nacb ber annof^me bie bret hinten AF, 
BD unb GE in Qfinem Vunfte fcbneibcn, fo ifl nacb S- 190 

sin AE sin BF sin CD ,^ . ^ ^ 

-: — =7^ • T— TTp • -: Tn: = ^ i »^«^ ftXntV AEBc> CD Ab nub 

sm BB sio Cr sin AD ' ' 

.»«-m. « .^^ - »^ ^ ^ ^ .- fi5^ AE sin Ac 

CFBa ^armonif* ßetl^etft ffub, fo ifl ^^^ = ^^^* 

sin BF sin Ba sin CD sin Cb 

T — 775 = -: — 77-» -: — T7Z = ^ -TT ^ »erbeu biefe SBer* 

sin CF sin Ca sm AD sin Ab ' 

t^t benn^t^ fo l^at man 

sin Ac sin Ba sin Cb 

sin Bc * sin Ca * sin Ab "~ ' 

ttttb ttaäi S. 186 befinbrn f[<4 <tIfo ^i^ ^^^i ^mttt a, b, c in 9tiß 

S. 803^ 

ee^rfa«. SBentt fldi Fig. 99 a mb Fk. 99 ß bie brei 
Cd^eiteSinien AF, BD, AC be« ÜttltM ABC in (Einem ^mttt 
O f(^neiben nnb man bie ^ußpnnfre berfelben bnrd^ S^nptboam 
tniinhttf fo fc^neiben fle bit Geiren be< Dreiectt ABC in brei 
|>nttftett a, b, c^ toelc^e in dintm JS)attytfreife liegen. 

SStwtii. SBenn BC wn DE in a, AC wn EF in b, 
ttttb AB wn DF in c gefc^nitten toirb, fo flnb naäi S. 199 bie 
brei Linien bADC, aBFC ttub cBEA ^armonifdl» get^eitt/ ttttb 
olfo (iesett ttod^ t* S02 bie ^nnfre a^ b, c in Cinem ^amftbognu 
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Sttfa^* Sie Ctittn UtIbteitM DEF »evben Don btneiitu 
ttUlnitn ÄF, BD nnb Ge in bett ^nnlttn a, ß, y qu 
((bnitteit ttitb befltmmen ein Sreiecf a/^/ ; ba ttnit aber nacft 
S. 199 bE/9F barmottifcb get^eUt ift, unb onc^ tta4 S* 199 
ay iit 6eite E/^F in einem loterten ^^ttnfte fo f^neibet/ 
bad bie ^armontfcbe ^^^eilttttg etatt ftitbet/ To ge^t oy 
))er(&ngert burc^ ben ^nnft b; aui gletcfyem ®rnnbe gebt 
^ ßy burc^ ben 9)un(t a unb aß bnxä} ^mtt c. 2)a^er bat 

e« eine gleiche iBetoanbtniß mit bem Dreiecfe AFG in ee# 
iiebnng anf baS 2)reiecr DEF, loie mit bem 2)re{e(fe DEF 
in 8eiiebung anf bat Steiecf a)9/ nnb bie 3abl biefer a(fo 
auf einanber folgenber 2)reie(fe fann in« Unenblic^e fort# 
gefegt toerbett/ t)on jebem folö)tn S>reie(fe ge^t immer eine 
Geire burcb ben ^nnft a, eint gmeite bnrd!^ b nnb bie britte 
burc^ ben ^nnft c; iai)IIofe tinienpaare fc^neiben (I(^ alfo 
in ben ^mfttn a, b^ c. 



i 
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Sttfgabe. SBenn (14 bie brei Gc^eiteSinien eineS SreietfS 
ABC in Fig. 99 a unb Fig. 99 ß in (&inm ^mttt fcbneiben, 
fo befiimmen bie Stt8|>ttnfte berfefben ein }toeitei SreiedF DEF, 
itnb man foS bie SerbAitniffe ber Sbeite ber SBinfel Ut ^xtltdi 
DEF bejKmmen, in loelcbe (le bnrd^ bie genannten GcbeiteDinien 
get(fei(t »erben. 

SInfljfttng. Da bADG barmonifc^ get^eilt ifl, fo machen 
bie t>ier Sinien Eb, EA, ED, EG naäi S* 198 ein eyjlem wn 
i^armonifalen ani nnb ti iil alfo 

sin b£A . sin DEC ^ sin AED . sin bEG 

Sa aber bEA = BEF nnb bEC + GEF = ISO^/ fo bat 
man ancb sin BEF . sin DEG = sin AED sin CEF, nnb a(fo 
sin DEC _ sin AED 

sin FEC "" sin BEF* 

3nfa$« Gteben CE, AF unb BD auf ben Geiten be« Srei^ 
ecW ABC fenfreAt, fo {|t sin AED = cos D£0 nnb 
sin BEF = cos FEO, alfo l^at man 

sin DEO _ cos DE O 

sin FEO "" cos FEO' 
unb ti in olfo tng DEO « tng FEO ober DEO =: FEO ; 
alfo balbirt nun EG benfBinfel DEF; au6 g(ei(bem ®rnn# 
be balbirt aber andi AF ben SBinfel DFE unb BD ben 
SBinfel EDF; baber ift nm O ber ^nntt, loel^er wn 
ben Geiten M Z)reie(n DEF glei^n Übflanb ^at, wai 
im s. 68 rein geometrifd^ betoiefen loorben ifi. 
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S* 205. 

Ce4rfa$. ffieitii matt tarc4 bcn CurchfctnirWpnnrt bfrZMo« 
fioitaCett tinti BterrcM Jf^auptbosrn {iebt nad) brn Darc^fc^tiift^ 
|)tttiftett fditer Oegenfeftnt/ fo fctyneiben fie bte (Scgenfctica tti 
fßittfdt in toicr ^nntun, »cld^e ein neue« Sirrecr bilbtn, tnb 
bie (Besettfeieett biefctf Stcrecfi geben burd» bic ^unttt, in wtlditM 
bit bxittt 2)iagonaIe Ui erflen Sierecf« Don bett beiben onberai 
2){a0onalett gcfd^ttttten »trb. 

8 e 10 ei«« 3« Fig. 98 fei ABEF bat erfle mb PQRS 

.. «• ^ . i^ "tt HC sin CF sin DB 

bat mtitt Steretf/ bann ift -. — qr = -z — t-k : -: — r^ ««♦ 

* ' sin HD sin AF sin AB ^ 

S« 186; weiC ab^r ARFG tmb AQBD ^rmontfc^ get^etlt fftib, 
fo {|t ttadl» S. 194 sin AF . sin CR =^ 2sin AR sin FC 

sin CF 

tmb sin AB . sin QD = 2 sin AQ . sin BD, a(fo -. ^ 

sin CR ^ sin DB sin QD ^ .. ^. « 

"" llttb -: Tjr S r— : Tjr 5 tOerbetl bicfc SJcts 



2 sin AR' *"*^ sin AB ~ 2 sin AQ' 

^(titiiTe bcnu^t, fo ifl 

sin HC _ sin CR . ^ in Q D 

sin HD ~ sin AR * shTaQ' 

ba^er Qtfit naä^ $. 186 bfe Unit QR burc^ bett f>tttift H; auf 

A^nftc^e 9Htt totrb betotefett, ba0 auc^ PS bttr(|r H ge^t; ms 

bett ®e{rett RS tmb QP betoeifet ttiatt tUnfaU fO/ ba9 fle 6ctbe 

bnr4 G ge^ett. £al^er {(t GH bie brüte Zifagottafe be« SirrecM 

PQRS. 

3 ttf a 6. Sie Geitett be< SiereM PQSR toerbeit ooit bm Dioi 

gona(ett BF ttttb A£ itt bett ^unftett o, ß, f, S gefc^ititteit, 

biefe beflttttmett ein btitttt aStered aßyS, itttb e< fatm auf 

Adttlic^e Srt^ toie oor^iit, beioiefett mttbtn, baf loiebet 

CD bte britte ^Diagonale bed SierecTö aßyS tfl, nitb fo 

fortfa^rettb/ fatiit matt tttt)i^(tge, immer (leiner toerbcitbe, 

Sierecfe ttaAioeifen^ bereit Z)iagona(ett fl(^ i&mmüidi im 

^nnttt O fd^tieibett , ttnb bereit britte Diagonale abtt>e<l^ 

felnb baib CD, balb GH ift; ba^er fc^netben ff« in bm 

9)nnfrett D, G, G, H imiA^lige Oeiten^aare biefer 8tcre<fc. 

S. 206. 

itfjtiali. SBenn man in Fig. 100 bie brti Diagonalen A£, 
BF nnb CD bed DoOflAnbigen fßitttdi AFEBDG burd) bie Vmtu 
p, q, r l^albirt, barauf ein {toeitej 2)reie<f H'O'G' confhmirt, 
beffen Geieen bopyelt fo groß (Inb, aÜ bie Geiten be< Creiectt 
HOG, ioe((^e0 bie brei Diagonalen einfAIießen, unb in ben 8er# 
Idngemngen ber 6eiten bti neuen Dreietf« bie Vunfte p\ g', r 
fo beflimmt »erben, bap p'O' = 2 . pO, qO' « 2 . qO unb 
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r'G' » 9 . rG ift, fo Uegoi b{e bni Vimftf pS q', r' fn Sbteot 
Jg)aitprbogni* 

eet»ei<. 2)a bfe 9)ititfte A, B, D htt CMteit M IDrefeM 

sin AO 
HOC fo Sittent J^anptfreife (feflnt, fo {(t ttad|f 8« 180 . ^^ • 

sin DG sin BH ^ .^ ^, .^, .« ^ 

-: — =:: u . -: — -^^7^ = 1 itttb ba p Ut SRittc Doit AE, ftritct 

sin DH sin BO '^ ' • * 

sin AO^ sin {• dO 

AOEG ffamonm flet^ef ft ip, fo iß ^-.^-^^.5 = ^-^^ tia* 

^- . ,« sin DG« sin 2. rO ^ sin BH« 

$. 197 5 fenier ift -. — =777: = -. — s — u »Hb . ^^^ 

' sm DH« sm 2. rH sin BO« 

^ sin 2. qH sin 2» pO sin 2. rG sin 2« qH ^ 

""^ sin 2« qO' sin 2. pG sin %, rH sin 2* qQ 

(sin AO • sin DG • sin BHv« 
sliTAG . sin DH~ riiTBO^ ^^^ ^* 
sin 2. pO • sin 2* rG « sii) 2. qH ^ ^ 

= -^ — w- r — '~ci — u — ■ n ?T « 1; ba tttttt aber 

sin 2. pG • sm 2. rH . sm 2. qO ' 

2. pO « p'Ö'; 2. rG = r'G'j 2. qH = q'H'; 2. pG =,^G" 

2. rH = r'H' nnb 2. qO = q'O' i|l, fo fjat man ^^^-^ * 

sin r'G sin q'ff . .. ., . "^, ^« ^ 

^.^ ^>Q, • ^.^ \q. = 1/ «Hb alfo Ifegeti ttac^ 5. 186 bie fünfte 

p\ q% r' in (Sinem {)auprrreife. 

anmertung. Sm analogen %aU€ bet 9>ratt{metr{e bepnbctt 
(fd^ bie ynnfte p» q, r fettfl in (Siner getaben Sinie« 

S* 207. 

(Erri&rnng. 9Bentt man jebe6eite einer ^ignt hwtdi einett 
^unft (innerlich ober andl^ Au^erti^) fo t^eift, fo ba$ ba6 9ro# 
buct ber 6inn6 ber erflen Sbfc^nine, auf toelc^ man beim gorr^ 
gange im Umfange ber gignr fti^t, gle{(b ifl bem 9>i^obucte ber 
&iMi ber peiten STfefd^nitte, fo ^eiße bie gtgnr eine 9ropor# 
tional^gignr/ toeil bie genannte ^anyteigenfdyaft einer foc^en 
gigur bnrc^ tint 9>roportiott andgebr&tft werben fann. Z>ie Zf^tiU 
punttt ber Griten mjgen bie 9)roportiona(«9nnrte b^ßem 
Sit jeber 6eite ober to i^rer Serldngemng beftnbet Hdf alfo ein 
|>ro))ort{ona(^9>ttttrt, nnb toenn einige 9>roportionaI#$nnfte ffc^ 
in ben Serldngerunaen ber Geiten beffoben, fo ift bie Sltt)abl bie^ 
fer 9>ttnlte immer efoe gerabe 3a^(* S)ie Slnsabl aOer 9>ropor# 
tiona(#Vttnfre fUmmt offntbar mit ber SRenge ber Griten ber Si# 
gnr fibereitt. 
3itfa$ 1. %Ult man in einem. S)reie(re auf bie ©egenfeiten 
G^eiteOinien^ »eli^e fld^ in Sinem ^nntu ft^neiben, fo 
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ift tat Ztiitd ein 9>ro!f)ortionaI # CreM uttb bic gfaßpanfle 
ber brci CdieücQiitim (Inb bie brcf ^roporttonaU j>ttnfte. 
Der Dttrc^fcfettbtJ « ^ttnfr bcr bret ®d)rireatnten mag ber 
^topoxticnaUfBlitUlpuntt Ui SDreiecfd l^cigcn. 

3ltfa$ 8. Stet »{(fiHger, aM 6et bett Dretecfen, tfi ber Si» 

grif eftter proportional #gigttr in feiner Ünnxnbnng ai# 

ba< Sierecf. ®tnb in Fig. 10 i in ben leiten bedSSieretfl 

ABCp bie toier 9>nnfte E, F, G, H fo anoenommen, ba0 if: 

sin AF sin BG sin GH sin DE 

sin BF * sin CG * sin DH * sm^E ~ ^' 

fo^ fiti^t ABCD ein ^roportional^lBierecf , nnb bie ^nttrtt 
E, F, G, H, toown fld^ in jleber 6eite tti Sierccf« eine: 
befinbet/ fTnb bie 9>roportia(«^ttnfre be< SierecK. 

Z)ie gftgur ift fo beteiAnet, ba0 ffc^ bie 9)roporHotta( 
^mtu in ben ®eiten feI6il beftnben; ti tinmn aber amä 
9)roportionaI#$ttnfie/ unb oncf» aOr t^ier ffd» {n ben Sep 
Idngemngen ber Geiten befutben/ nie aber einer aSeto/ 
itnb anc^ nie bref berfelben« 

Vtt Sogen EG, iDelc^er bie 9>roportiaI«|>nnfte (metcr 
0egenfeitett AD unb BG ^tthinUt, ^eife eine 9>roporr 
tionaI#9RebiaIe/ ober and^ f(6ie4tn>eg eine SRebiafe 
htt eiere(M; ber Oogen FH, »eld^er bie proportional 
fJnnfte ber beiben anberen ®egenfeiten toerbtnbet, ift bie 
anbere Sltebiale be< Sierecf«; ber 2)ttr(f|f(4nitt0pnnrt O 
ber beiben SSebioien M9e ber 9>roportiona(#9titteN 
pnnft^ ober auc^ fd^rec^t weg/ ber 9Ritte(punf t be< 
mtxtdi. 

SInmerfttng« Sßenn ABGD ein ^^araSeiogromm ift/ 
ttnb feine Geiten bur4 bie Vnnfte E, F, G, H ^aibirt 
»erben / fo (Inb EG nnb FH bie SDtittelbogen ber beiben 
9>aare Don 0egen(reifen/ jmifc^en welchen ba^ 9>arane(o# 
gramm tntfiaütn ifl/ i^r jDnrc^fclinittjpttntt O ift bann 
anct ber Z)ttr4if4ttittdpnnft ber beiben Z)iagona(en bei ^Oß 
rallelogramntei / nnb alfo iber^anpt ber Sßittelpnnft be< 
9)ara1[e(ograntmei. 

3it ober ABCD (ein 9)araDe[ogrannn/ ober ffnb E» F, 
O, H nicbt bie {Ritten ber €kitzn bei SierecTi/ fo fonn 
bie d^nli<^^ »Benennung fär bie iBogen EG nnb FH nnb 
fär ben Vnnft O glei^ ti^o^I beibehalten werben/ ba fein 
gRi0Derüdttbni0 |tt befArc^ten iü/ obgleich» bie gomt bei 
Sieretfi nnb bie tage ber t^ier fünfte E» F, G, H in fef# 
nen Ctittn nm einen ^o^en ®rab wn Unbeftintmt^eit fyit* 
jDie einiige €inf4r&nfnng in ber Sage ber loier 9)ttnrte 
E, F, Ö, H ^nbet Statt bur«^ bie ®(e{d!>nng 
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sin AF sin BG sin CH tin D£ 



= 1/ 



sin BF sin CG sin DH sin AE 

nnb tl)r fatttt matt ofenbar anf unjd^Iig t)erfd){cbeitf 9(r« 
tett ®enfige leißett* 

S« 308. 

te^rfa$. SBetiii in Fig. 102 AÖC nnb ABC (n>ci 9ro# 
portiottaNDretecfe (Ittb/ torlcfte eine (Seite AG unb itt ibr eitteit 
9>ro))ortiottakf>iutft R gemein (^aben, fo machen bie beiben Dretetfe 
tin yroyortional^Stered aui, unb bte ^roporttonaf« fünfte ber 
Xxtitdt (Ittb mit äßeglaffuitg bti gemeinfc^afrltcben ^roport{oltaI# 
f>itnfte0 auc^ bie |)n)portionaI#^ttttfte bti fßitvtdi, bte betbett 
iDreiedFe mi^tn fldi auf berfelben 6etre wn AG ober auf entgcs 
gengefe^tett Geftctt wn AG biefer Sittte beftnben. 

fdttotii* 2)a ttai^ ber Sntta^me ADC unb ABG ^x.TixtU 
tat ffnb/ fo tu 

sin AR sin CH sin DE _ 

sin CR * sin DH ' sin AE ^ * "" 
sin AR sin CG sin BF ^ 

sin CR * sTn BG * sin AF "^ ' 

loirb bie erfle (Sfeictiung bnrc^ bie {toeitr bibtbirt^ fo tjat man auf 
ber Ctelle 

sin AF sin BG sin CH sin DE 

smlBF * sin CG * sin DH ' suTaE ~ ^' 
itnb e< (Tnb alfo E, F> G, H bie $. fünfte be« Steretfd ABGD. 

3nfft$ 1* {)fentac|| fann man {u brei gegebenen $. fünften 
tinti SBterecM (ei^t ben t)terfen 9* $ttnft bnr^^ einfache 
Cbttfirnctiott finbem 

3ufa$ 2. SBenn nmgefel^rt ABCD ein 9.3i\txtd unb E, F, 
G, H feine 9« fünfte (Tnb/ fo fann ti burd) jcbe Diago« 
naie tu {ti^ei 9>* Dretede getbeilt werben/ xodd^c ben $• 
$nn(t in ber Siagonale gemein babem 

Sie^t man alfo bie Gc^eiteOtnien AH, CE unb bnr^ 
i^ren Smrdftf^mlMpunft P bie britre CP ; ferner bie 8(^ei# 
feRtnten CF nnb AG unb bnrd^ tbren t^nrcbfcbnirtdpnnft 
bte britte BQ, fo f^neiben biefe brttten ®(be{reainien GP 
Itnb BQ bie 2){agona(e AG in bemfelben $unfre R. 

SBenn man ebenfo bat SBierecf ABGD bnrc^ bie 2){a# 
gonafe BD tfitilt, bie 6(bettellintett DF unb BE unb burd^ 
ibren Cttr<4fdbttiM))ttnft bte brttce GcbetteOtnie AS jie^t; 
ferner bie 6ci)e{telltnten BH unb DG unb bard) tbreti 
£)nr(f»f(4nttt«pttnft bte britre Gd^eiteStnie CS (icbr, fo fdyttet^ 
btn fidf AS ttub GS auf ber diagonale BD in @inem 
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I 

9tttifte S, welArr »er geneiiifd^aftttd^ |>. 9m(e ber S>ttiß 
tdt BAD unb BCD ifl. 

3(niiterruit0. 9o(0ftibe 9lbfAr)ittig ntag erfaubt fem: 
9>.9>un't f&^ f^roporrionar-^unft ; $. ^terecf für 9ropor# 
ftona(«8iere(f; % SR. 9>ttnft für ftopoxtiottai ^VlitttU 

S- 809. 

Se^rfa^« Z)ic t^fer 9* fünfte eine« SteretK befKnunen do 
|t9e{te0 Sterecf, beffen ©egenfetren ftc^ auf ben Diagonaleii bc< 
erflen Stercf« fi^neibeit 

9tmii. e{nb in Fig* 102 E, F, G, H bte 9. ^mtlff 
be< Sierecf« EFGH, fo tbetle man ed nac^ §. 208 {nndc^il in Die 
beiben^. IDreietfeADC uubABC; beten gcmeinfd^aftlid^e 9>.f>intK 
R fein maf^. 

Die einie FH fcbneibef nnn nacft S« 199 bte Geife AG 
ftt einem 9>ttnfre x fO/ bag xARG barmonifcfy getbeitt ifl^ ami 
bemfelben ®runbe fcftneibet bte Ctnie FG bie ®eire AG bed X>tey 
tdt ABG in einem fünfte v fo, baß yARG ^armonifcb get^eilr 
ifl/ mil aber bie tinien xARG nnb yARG ^armonifc^ get^ettt 
ffnb, nnb brei Zf^etlpunfte gemein haben, fo i|l ber f)untt x mit y 
berfelbe* X)al)er fcbneiben ({(6 bie leiten FG mtb EH be« SierecM 
EFGH auf ber Diagonale AG* 

Slu« gfeicbem ®rnnbe fcbneiben (Tcb after bte befben anberes 
®egenfciten EF nnb GH bed Sierecfd EFGH auf ber Diagonafe 
BD in tintm fünfte z fo^ bag zBSD b^ttmonifd^ get^^eiU ift, 
toenn micber unter S ber gemetnfdiaftlicbe ^. ^untt ber beibes 
Z)reie(fe DAß nnb DGB toerflanben »trb. 

§. 810. 

Seftrfa^. $C^et(t man dn SBieretf burd) tint Diagonale in 
tmei Dreie(fe nnb }ief)t man wn einem beliebigen fünfte ber 
Diagonale aui jwei ^auptbogeU/ toot)on ber eine bie beiben 
übrigen Seiten tci einen unb ber anbere bie beiben übrigen 
Geiten be« anbem Dreiecf « fcbneibet/ fo ffnb bie t)ier genannten 
Durd)f(4nirt<# fünfte ein (Byflem wn t)ier ^roportiaU fünften 
beS SterecH. 

föctotit^ Si^fit man wn einem ^nnfte X ber Diagonafe 
AG, melcber entmeber 2n)if(4en A unb G ober in ber !Ber(dnge> 
rung wn AG entbalten til, ^mei ^auptbogen, toot^on ber eine bte 
Geiten AD unb GD in E unb H, unb ber anbere bie Cdtm AB 
unb GB itt F unb G f<i^neiben mag, unb t^eilt man XAG bnrc^ 

« * ,^. . ,- - ^ fiiw XA sin AE sin CH 

R ftarmonif4^, fo tft nac^ §. 186 - — ^7: = -^— nF •• := — i=uf 

' ^ 8ia aG sm DE sin Da 

, sin XA sin RA ,^ ^ ,^ sin RA sin GH 

tinb ba aUQ) ^j: = -: pp, tft, fo iP -: 57; • -T-rrfT • 

Sin XG sm RG ^ ^ ' sin RL sin Dil 
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Ain DE 

jjj^g = 1; ba^>cr fTnb E, R,H y* Vunfte beiDreierf« ACD; 

au« QMdim ®ntttbe fTnb ait(4 F» K, G f). ^tttifte bcd CreiedM 
ABC ; baber ffnb ttac^ S. 208 E, F, G, H ^. ^onfte iti fßitv» 
tdi ABCD« 

3n Ünfe^itiig bcr onbrreit IDiafionale fotttt ber 9müi ebenfo 
0ef&(|rt iDerbeti* 

Ünmerfttitg* Citt Sttfditger tftttt too^I/ (T(b l^erfd^febette 
gfsuren ju {eignen ita4^ ben Jg)aupn)erf4^iebent)(ttett in ber Sage 
ber yiintte ber Sonflructtott/ tt>et( btefe 8erfd)tebenf|etten ntd)t fet# 
ten auffaKenb (inb; er wirb fic^ bann Abergeuscn/ ba^ ber Se^ 
totli ungeachtet aOer genannten Serf4>ieben^eicen immer auf 
faft gleiche 9Beife geführt »erben fann« 

$. 211. 

Ce^rfa^« Seftnben f{(^ bie Scfen eineS SreieM.mit ben 
SdPen eined anberen in brei {)aupt6ogen^ »eld^e (Id) in Einern 
^nnfte fdineiben/ fo fcftneiben üäi bie corre^ponbirenben @eiren 
ber beiben Dreiecfe in bret fünften/ welche in (Sinem i^auptbogen 
liegen« 

ettotii. 6inb in Fig. 103 ABC nnb abc bte beiben IDrel» 

e(fe unb fcbneiben (T(!^ Aa, Bb, Cc in (Sinem fünfte S, fo liegt 

ber 2)nrd)f4)nitt<#9>nnrt P wn ca unb CA, ber ^Durd^fc^nitt«:: 

9>nnrt Q wn cb nnb OB nnb ber Z^urc^fd^nittd^^unft B t)on ab 

»nb AB in Cinem J^anptbogen. X)enn nad» S* 210 ifl PcQC 

ein 9* Sierecf in 9nfe(|ung ber ^nnfte a, A, B, b; .alfo ((^nei« 

ben fT(6 ab nnb AB na^ S* 209 auf ber Siagonaie PQ bei 

Sierec». 

3nfo$* fßtnn nmgefe^rt bie 9>nnrte P, Q, R fdi in dinm 

{»attptbogen befinben/ fo fd^neiben fi4) Aa, Bb, Gc in (Ei# 

nem 9>nnfte S. 

II nm er fnng* Der Cetteiö biefed Gaged fär eine an$ 
bere Oefialt ber g^gnr (ommt noc^ einmal im §* 234 wt. 

5. 2J2. 

Ce^rfa$. Steift man tin 9)« Sieretf burA bie beiben 2)ia# 
gonalen in )me{ ^aare bon |>. SDreietfen^ inbem man fAr iebed 
|)aar ben aemeinfc^aftlic^en ^. ^unft beflimmt^ fo t^at man , inß 
bem man Tebe^mal jmei @egenfeiten bed Steredd megiA^t/ nnb 
bafAr bie beiben jDiagonaten aK leiten an(Tei)t/ jn^ei neue 9>« 
Sieretfe« 

Sem ei«. 3(1 in Fig. 104 ABCD ba« Stererf mit ben 
^. fünften E, F, G, H, tft ferner K ber geme{nfd>afttt*e ^. 
^unft ber beiben Sreiecfe ADC nnb ABC, ferner L ber gemein^ 
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idtaftlid^ % ^mtt ber 6efbett Z)re{e<fc DkB mh DGB» fe ü 
üUdi DAGB ein 9« Sterecf in anfel^ung ber 9)atirte E, K, G, L 
Httb DBAC ein 9* Steretf in Bnfct^ung bev ^unfce L, F, K, E 
Senit naA ber Ümtal^inc ift 

sin AE sin PH sin CG sin BF _ 

*• sin DE ' sin CH * sin BG ' sSTF " *' 
sin AE sin PH sin CK ^ 

sin DE * sin CH ' sin AK ~ *' 
sin AF sin BG sin CK _ 

^' sin BF * sin CG * sin AK ~ *' 
. sin BF ^ sin AE sin DL _ 

sin AF * sin DE ' sin BL "" *' 
sin DH sin CG sin BL 

*• sin CH * sin BG * sTnDL ~ *J 

tmb bie f>ro)>ordQn 1 fann matt ani 2 uub 3 ober Mdt awt 
4 nttb 5'l^er(e{tett; loeitit ttton aber 2 burcft 4 btotbirT/ fo er^ib 
ntait 

sin DH sin CK sin AF sin BL _ 
*• sin CH ' sin AK * sin BF ' sin DL "" *' 

ittib ffittnadi ifl ba< SSferetf, beffen Getten (fttb, DHC, CKa, 
AFB, BLD, ettt 9>- Sierecf; H, K, F, L (Inb feine 9. 9>iuftc 
««*% ^^ - ^^, .^r ^ ^ «itt AE sin DL 

SBenn ntan 2 bnrd^ 6 btoibirt, fo bat man . r^p • "^ — sr* ' 

sin Ues sin ISI^ 
sin BG sin CK 

-: — 777 • - — rsF = 1 tt«^ ^iemacft l|l ba« Steretf , bcffett 0et# 

sm CG sin AK f -v i r u 

ten (Inb AED, DLB, BGC, CKA, ein ^. Sierecf nnb bie ^imfte 
E, L, G, K (Inb feine 9. ^nnfte. Sie noc^ ftbr{9ett Sombteoi 
tionen f&^ren jn benfelben Stefnitaten. 
3nfa( L 3ie^t man a(fo EK nnb LG, fo f^neiben fle M 
())er(dnaert) nadt §• 210 anf DC; {te^t man nodb LE 
nnb Kg, fo fcftneiben (le (Id^ anS bemfe(ben ®mnbe anf 
AB; KF nnb LH fd^neiben (Id) anf BC; KH nnb FL 
f^ineiben (lA anf AD« 
3nfat 2. Z)a EG nnb FH^Rebiaten hti f). Steretfi Reifen, 
fo ifl KL bie britte SRebiale bei |>. Sierecf«, benn KL 
«)er6inbet in betben nacbgemiefenen nenen 9* KMerecfen bie 
$. 9>nnfte ber ©egenfeiten AC nnb DB. 

§• 213. 

Se^rfaO« SQerben brei i^anptbogen, toelc^ ffc^ te (Sfnem 
9>anfte fc^netben/ gefcbnttten Don brei anberen {)attptbogen, I9e(4e 
ebenfaS« bnrc^ (Einen ^nnfl Qtt)tn, fo entflel^en nenn 9>ro|>orfie« 
na(# Sierecf e, nnb jeber wn ben neun jDnrc^f4nitt«#^nnfren ift 
ber Steige nac^ tin % 9)1. ^nnft f&r eine« ber nenn ^. Sierecfe, 
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mld\ti bte ad^r ibxxQtn f>ttiifte iitni S^I ju fetnnt ddiu, itm 
Xlftil ^u feinen 9* ^ttnftett ^at. 

8e»etd. «Rad^ S* 179 ift in Fi^. 105 
81 o PA sin PB sin AE sin BG 

sin PD • sin PC ~ sin DE '• sin CG 
sin QA sin. QB _ sin A F ^ sin PH 

""*^ ikTQÖ • »in QC ~ sin BF * sin GH' 

sin PA sin PB sin QA sin QB 

ba aber iia*§- 186i(l jj-pg : jr^-p^ = jr^^ : jj^^, 
fo ffot man auf bet (Stelle bie yro))orriott 

sin DE sin AF sin BG sin CH 
*• sin AE * sin BF * sin CG * sin DH " *' 

itnb fjitmadi til ABCD ein p« Sierecf mit ben f>. yntttten E, F, 
G^ H nnb bem ^ 91. fünfte O. 

sin P A sin PD _ sin A E si n FO 

gerner t(l ;j;^p : ^-^^ pjj — ^.^ pg : 5^ ^q, 

sin QA sin QD sin AB sin DC ^ sin PA 

sin QF * sin QH " sin FB ' sin HC "™ sin PF * 
sin PD sin QA sin QD ^ ^, 

sm PH sm QF sin QH ^ . ' » 

I sin AE sin DG ^ sin HO ^ sin FB 

i *• sin DE * sin HC * sin FO * ikTÄB *^ *' 

1 bafttr ift AD HF ein )>• Sieretf mit ben proportfonobVnnftett E, 
C, O, B nnb bcm 9>. VI. fünfte G« 9ani ebenfo ftnbet man 

sin BG sin CD sin HO sin FA 

sin CG sin HD sin FO sin BA ' 

bafter ifl FBCH ein f). Stirretf mit ben % ^nntttn G, D, O, A 
unb bem V. SR. ^nnfte E. gemer fil 

sin CH sin D A sin EO sin G B _ 

*• sin DH * sin EA * sin GO ' iSTCB ~ ^' 
ba^er ifl DEGC tin f>. Sieretf mit ben 9. ^mttm H, A, O, B 
nnb bem % m.funttt F« gemer ifl 

sin AF ^ sin BG sin GO ^ sin ED 
*• sin BF * sin GC ' sin EO * sin AD - *' 

alfo Ift AEGB ritt f). Sieretf mit ben 9>* VwOtm F, C, O, D 
nnb bem |>. SR. 9>nnrte H. 

. sin PA sin PF _ sin AD ^ sin F H 

^^^^ •** sin PE • sin PO ~ sin ED * iSTOH' 
sin QA si n QF _ sin AB sin EG sin PA 

8in QE • sin QO " sITeB '" STOG ""* "^ STPE ' 
sin PF sin QA sin QF ,, ^ .,...«. 

•l^PO = S^E • skTQA' ^f^ ^* ««^ "^ *^'fl^*^ ^''^ 

)>ortion: 
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sin AB ^ sin FH ^ lin O G sin ED _ 

^' sin FB * sin OH * sin EG * sin AD "" ^' 
vvb hiernad» tft AFOE ein 9. Sierecf mir tnt y. ^nnfren B, 
G^ H, D unb bfm ?>• Sil* 9>ttnrre G. (San) ebenfo (inbtr man 

sin FA sin BG. sin GE sin OH 

^* sin BA * sinGC ' smOE ' sin FH "^ *' 
iinb t)tcrna(4 iH FBGO tin ^^^Sierecf mit den 9>. ^untttu A., C, 
E, H vnb bem V. SR. 9)unfte D. gerner ifl 

sin GE ^ sin GB sin CD sin HF 

^* sin GE * siTTCB * sin HO * sin OF "^ ^' 
iinb Mernad» ifl OGCH ein 9. Steretf mit ben ^. flunfeett E, B, 
D, H unb bem ^. 9R. 9)itn(ec A. (Bnilid^ tfl tio(^ 
sin^EA sin PC sin HF sin O G _ 

^* sin DA ■ sin HC ' sin OF * mITEC "" *' 

itnb e« alfo EDHO tin 9. Sierecf mit ben f. ^untttu A, C, F, 
G unb bem ^. SR* ^iunfte B« 

3ufa6 1. X)ie betben aRebialen EG unb FG %iren alfo ba* 
9>j» Sierecf ABCD fo^ baß no(6 adit neue l).«Sierecren enN 
^e^en; biefe beiben 9Rebia(en geben bur4 bie ^urcbfcbntrt«^ 
fünfte P nnb Q ber Oegenfeiten bti Sierecf^ ABCD. 
6o allgemein biefed St^eorem unb fo b^uftg bie Unwtju 
bung beffelben anii} fein mag^ fo wirb bajfelbe gletc^mobf 
nod) in fetner adgemeinbeit gefleigert werben. 

3ufa$ 2« Serbinbet man ben ®a6 im §. S12 mit bem vor« 
(lebenben, fo (fat man 27 y. Sierecf e, unter meldten fFc^ 
bai gegebene ABCD mieber mit befinbet* 

S. 214* 

Sebrfa^. ^tbti 9- Sierecf wirb burdi jtDet SRebiafen in 
adit neue ^. Sierecfe get^eilt, wenn auc^ bie SRebialen nid)t burc^ 
bie 2)urd)fd^nittd^Vutttte ber ©egenfeiten bei Sierecf^ geben. 

Seweid. d^ fei in Fig. 106 ABCD ein % Sieretf fftr bie 
f>. fünfte E» F, G, H unb ben 9* SRittefpunft O; man t^oQenbc 
iai Sierecf EFGH, fo fcbneiben ffd» feine ©egenfeiten nacft §. 209 
auf ben diagonalen bei Sierecf^ ABCD , etwa in P unb Q nnb 
bie 9Rebia(en biefed Sierecf^ erfc^einen nun alt 2)iagonaIcn bei 
Sierecf« EFGH. Stacf) i^rem 2)urc^fd)nitt«# fünfte O {iebe man 
QO, wovon GH in annb EF in c gefcbnitten werben mag; eben^ 
fo )iebe man PO, wovon FG in b unb EH in d gefcf^nitten wer» 
be. (Si (inb nun bie fed»« Knien PHaG, PdOb, PEcF, QEdH, 
QcOa nnb QFbG nad^ S« 199 barmonifd^ get^eift 

Sa nun bie ^auptbogen EG unb EF dou QO uub QG ge# 
fc^nitten mxbtn, fo ifl 
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sin QF sin Fe sin GO sin Fe sin EO 

sia QG sin Ec * sin EO sin Ec sin GO 

mb tofir BC ittib BA wn QG niib QG gefdyntncit ivcrbai/ fo 
ifl aud) 

sin QF sin FA sin GC 

sinQG "" sin BA * sin BC' 

sin Fe sin EO sin FA sin BG ,^ ^ 

' sm £c sin GO sin BA sin GC 

sin Fe sin PF 

PEcF ^arnotttfc^ get^cilt ijl, fo ift ^r— g^ = ^r^-pg itnb mit 
etiblic^ AD ttnb AB wn PB »tib PF ^ef^nitfen toerbni/ fo tfl 

sin PF sin FB sin ED sin Fe 

sin P£ sin AB * sin AD "^ sin Ee ' 

sin FB ^inAD 

itttb t»trb bfefer SBcrtl^ fitbittfttirf, fo bat man -: — -rz; ♦ -r— =7; • 

sin AIS sm CiU 
sin EO sin FA sin BC ^ ^ 

Sin GO sm BA sm GC 

sin EO sin GC sin BF sin AD 

sin GO * sin BG * sin AF * sin ED " *' 

itiib bttrnacb tfl EABG cm f). Steretf fAr bte ^itnfte O, Q F, D 
smb ben f). SR. ^unft H. (Satti ebenfo lotrb bttoiefett/ ba0 FADH 
ein 9* Sierecf für bte fünfte E, G, O, B utib bett 9). SDI« 9>ttttrt 
G fei, tai EDCG ein )>. Sieretf f&r bte ^nnftt H, fi, O, A 
ttnb ben ^. W* ^unft F unb bafi HCBF ein ^. Sieretf fAr bte 
9>. fnnttt O, A, O, D unb ben 9. SRittelpunn E fei« 

^ f^ s5n QF «in FA sin GC 

gernet ift . ^;. = :r— ^-- : -7—^7-, ttnb (unfi 

" sin QG sm BA sm BG 

sin QF sin FH sin GE ^ , ^ 

-T—pryT = -^-TSu •• -^ iSF ««d^ $• 186/ baBet \iat matt 

sin QG sm On sm OE ^ ^ v t 

sin FA sin BC sin GE sin OH w tr ^ in. 

sl^lBA • s-hTGc' ihTOE • shTFH = *' '^"'^ *^'"*^* *<* 
OFBG ein 9>- SSiered fAr bte fünfte A, H, E, C »nb bett mu 
felpnnft D. (Sbenfd wirb aber ben>iefett/ ba^ OHCG ein ^. Sieretf 
fAr bie 9. 9>unrte D, E, F, B ttnb ben ^.Wl. 9)ttnrt A, ba9 
OEDH ein 9>. ^nnft fAr bie % ^nnfte G, G, F, A ttnb bett 
9- SR« 9uitfr B ttnb baf enbKc^ OFAE txn 9K Sieretf fAr bie 
|>. Vnnfte D, H, G, B nnb ben 9>. 9R. 9>ttnft C fei 

, 3»fa6 1« 9Bentt Aber^aupt eittei i^ott bett üt Siebe jle^ettbett 
tteutt Sterecfett eitt ^. Siered iß, fo finb eS attd^ bie ad^t 
Abrigett« 

3itfa$ 2« aSetttt in Fig. 101 auf ben Gettett eitte« 8fer# 
tM ABCD bie yttttfle £» F> G, H fo Ottsettomoiett »or# 
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sin AP sia BG sin CH sin DE 

*^"'' ^""^ sliTIP • nS"CG • sTTdH * niTAE "^ * *' 
iin^ bie Serbtnbung^Itnie EG hnrdi bcn 9unfr O fo gc» 
. t^eiU tottb, baß ifl 

sin GO sin CH ^ sin DA sin BG 

sin KO "^ sin DH sin CB sin EA. 
sin GO sin BF sin DA sin GC 

sin EO ~ sTiTaF * sin C'b ' sin ED ' 
fo liegt ber ^nntt O mit bcn fünften F tmb H fit (Sintm 
i^auptbogett FOH unb ber ^nntt O tfl iber^onpt bcr 
. 9. 9R. 9)utift bc« Sierectt ABCD. 

Snmerfung. 3tt ber fXantoettic gelten bieTelbett GA^e 
mit t^rett ^olflerungett / utib mata braucht fit beit ^ro)>or# 
tionen nur bie Sorfplben sin. sin. wegiufaffen. 9lucf> gct 
ten biefe 6A$e bann nocift/ wenn iai Sieretf ABCD {mar 
gerablittig/ aber uneben i^; bie Dter proportionale 9>nttfte 
E; F, G, H liegen aber immer mit bem V- 9R- 9>nnrte In 

DH CG 

einer (Ebene. X)a^er fonn bie ®(eid|ttng ^ • g^ * 

BP AK 

^ * ^^ ~ 1, bann in gen)i0em Ginne aM bie 0(ete 

(^nng einer (Ebene angefe^en werben. 9Qenn bann CB 

CG DE 
unb DA fo get^eilt werben/ baß '^ bH "^ aF ^"^ ^''^ 

DH AF 

DG unb AC fo get^eift »erben, baß *'•* cH ~ BF' ^"^ 

folgt nadi bem obigen <Sa(e auf ber 6te0e, baß andb 
HO DE EO DH 

FO ~ AE *"*^ GO ~ CH-^^^' *^" *" *^^^^*" **^'' 
tifnrdren ^aOe ift ABCD ein ?fi. »ierecf fAr bie fünfte 
£, F, G, H unb ben. 9« SR. ^unft O. tiefer partiluldre 
%aU hti analogen pfanimetrifc^en @a$ej war aber (ingd 
befannt 

S« 215. 

C e M f a $• Ztteilt man ein ^. SSieretf bnrcft tint SiagonaU 
tu |tt>e{ Creietfe, fo Hegt ber !>• SRittelpnnft einei folc^en Z)reie<tt 
mit bem nid)t an ber diagonale beftnbiicben Geleitet btt anberm 
Dreiecf« unb bem ^. SRittelyunfte bei SiereM fo (Einem S^aupU 
bogen. 

3n Fig. 107 feien E, F, G, H bie 9>. 9>nnrtc be« SiereM 
ABCD unb O fein 9>. SRittefpunft; (ie^t man nnn bie 6cbeüer# 
«inien DF unb BE im Creiecfe DAB, fo ifk P ber V« 9». !>ttttn 
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btefc« CreieM «nb a tfl ju beoctfen^ ba9 btc ))mifte P^ O, G 
in Sinem i^au)>t(ogen Hfgett« 

X)a na« §. 214 HOGC ein V« SSieretf f&r bie 9>ttnrte D, 
F, E, B itt, fo t)erbinbft DF bie y. 9)ttnfte in iml bena^barten 
6eiten CH nnb HO, nnb BE bie y. fünfte in ben beiben anbe# 
ren Seiten^ ba^er fcf^neiben (Tcb DF nnb £B nodjf §* 209 anf bcr 
Siaflonale OC Ui Sieretfd HOGC 

3ufa6 L Steigt «an CE nnb AH, fo beftnbet fldt i^xlbutät^ 
fAnitMpunft mit O nnb B in 9intm ^anytbogen; tie^t 
man DG nnb BH, fo liegt ifft 2)ttrd)f(4nitt«))nn(l mit O 
nnb A in (Sinem i^auptbogen; |ie^t man enbli« GF nnb 
AG, fo (iegt ihr Z)urd)f(f)nitt«punrt mit O nnb D in (K# 
nem S^auptbe^tn. 

3ttfae 2. 3tt brei j>« fünften E, F, G eine« mmdi futbet 
man ben Dierten/ inbem man BE nnb DF nnb burc^ i^ren 
X)nr(^fc4nitt«pnnrt P nod) CP jiel^t; »irb EG Don GP 
in O sefd)nltten/ nnb FO sejogen/ fo trifft fTe bie 6eit( 
DG im gefugten m'erten ^. ^nnttt H. 

3ufa$ 3. Zbeilt man tin ^. Sierecf bnrcfi eine ^Diagonate in 
i\»ti ^« jDreiede nnb Derbinbel man ben 9>« SRittelpnnft 
eine« jeben mit bem nicbt in ber Z>iagona[e beftnblid|^en 
Gcfteitel be« anberen Dreietfd bnrcb einen J^auptbogen/ fo 
fdineiben ffd^ biefe beiben Jg)anpt6ogen in y. 9R. ^unttt M 
Sierecf«. 

S. 216. 

te^rfa^« Z)ie brei SRebiafen eine« jeben ^roportiona(«Sier# 
tdi fc^neiben fidt in (Einem |>nnfte. 

Sem ei«. Sn Fig. 108 fei ABGD ba« 9>- Sierecf mit ben 
9>. |)nnf ten E, F, G, H nnb bem 9* 9R. fünfte O ; man tfitilt e« 
bnrd^ bie X)iagona(e BD in bie 9>. Sreiecfe ABD nnb BDG, fo 
beftnbet fld» in ber diagonale BD ber gemeinfc^afrlic^c )>. f>nnft 
biefer beiben Creiecfe, beren 9>« 9R. ^nnfte P nnb Q fein m jgen. 
SRan (ief^e GP nnt AQ, fo ge^en ffe nac^ §• 215 bnr« O: loeH 
nnn t>om fünfte B ber diagonale DR be« Sieretf« ADCR bie 
einien BPE nnb BQH gejogen ffnb, fir iftnac^ §. 210 biefe« Sier^ 
td ADCR eine 9. gignr für bie 9>itnrtc E, P, Q, H mh alfo 
sin AP sin RQ sin GH sin DE _ 

sin RP ' sin CQ * sin DH * sin AE "^ ^* 

{ft nnn aber RS bie britte 9Rebia(e be« SierecM ABGD, fo ift 

^.^ sin CH sin DE sin AS ^ r .. ^r *. 

sia AP 

^pottitn mit in «orfgcn vnimttnf fo ^ot mm . ^p * 

11 
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!i^^ * ^^^^ « 1; ba^cr fc^neibett fldi tta« §. 190 bte einten 

sm CQ sm AS > ^ • ' » -^ -^ ^ 

CP, AQ itnb RS in (Einem fünfte, uttb ba bet X)ttr(^fc4itüt<# 
9>unrt ber beiben erflen ändi ber lDiir(6r4»tiitM«f>ttttrt: ber 6eibeo 
ÜRebialen EG unb FH be« SiereM ABCD ifl, fo f(^itetben ff4 
bie brei 3Reb{a(en EG, FH unb AS in dinm fünfte/ bem 9* 
von. yunfte be« Sierecf« ABCD. 

Bniaü. Sowie aDCR ein 9* Sierecf f&r bie fünfte E, P, 
Q, H ifl, fo ifl andi ABGR tin % SSieretf fit bte 9- 9>tttib 
te P, Qt G, F; auf d^nlic^e 9rt lajfen ffc^ ofcnbar tto4 
{toei anbere 9« 8iere<fe nac^koeifem 

SIttmerfttttg. SBenbet man Aber^aupt bie Dott 9. 8ter# 
ecfe ABCD bewiefenen @d|e anf bie Abrigen ^xoportionab 
Sierecfe an, fo er^&It man eine Steige bon dFonibructtonen, 
bei benen fldt mebre .^auptfreife in Cinem fünfte f4^ne^ 
bett/ ober mebre Durc^fc^niMf^unfre in (Einem {)aui>rfretfe 
liegen; üBer^aupt fann man gerabe bitrcft biefe (Sonftrnc^ 
tionen nocl^ me^re nene 9>* Sierecf e nac^meifen/ nnb bte ib^ 
nen entfpreci^ettben (Sottflmctionen (ajfen ffd^ ßmmtüdi ati 
(Eigenfd)aften be< nrfprAngiicfiett f). Sieretf« ABCD bor» 
fleOen« ^in SInfdnger finbet hierin einen reidben @toff )n 
feiner Itebnng/ bejfen fiSe^anblnng ^ier aber {n toeit f&^ 
ren toüxit* 

§. 2i7- 

ee^rfa$« 90erben bie «)ier@eiten eineS SterecM Don einem 
ig^an^tbogen. gefcbnitlen, fo ifl ti tin % Sierecf , unb bit i»ier 
Dnrd^fc^nittö^^unfte ber Geiten f[nb feine %>. fünfte* 

Seweid* 3n Fig. 109 toerben bie ®eiten bei fßitxtdi 
ABCD bon einem ^anptbogen gefcbnitten in F, E, H, G; man 
Derl&ngere BG, tii AD bavon in L gefc^nitten toixb, nnb ti ifl 

sin EL sin LG sin CH 

sin ED •" sin CG * sin DH ' ^^^^ 
sin EL ^^ sin LG sin BF 

sin EA ~ sin BG * sin AF ^ 

tbirb bie erfle Proportion bnrc^ bie {weiee bibibirt/ fo ffat man 

sin AE sin BG sin AF sin CH sin AE 

sin DE ~ ümCG * JhTBF * sITDH ^*^^ ^"* iliSlDE " 
sin DH sin CG sin BF , . ,^ ., «>, , ^ 

. ru • r— 5r • r — TS = * ««* «* ^ff «Ifo ABCD ein 9* 
sin CH sm BG sm AF ' ' 

IBiered für bie % fünfte E, H, G, F feiner Geiten. 

Bnfa^ 1* Unf &^n(i(^e 9rt fann man no(^ }tbe{ anbere 9ro# 
Portionen ^erleitett ferner fTnb EG nnb FH bie beiben 
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SKtlialtn hti SterecK ABCD , unb ba (TA hit htibtn ge# 
ttanntnt SRebtalen in (Sintm S^awptbofitn 6eftnbett unb ff^ 
a(fo nitbt fcbitetbeit^ fo beftnbet Höi ber ^.^.^nntt brt 
fßimdi ABCD im Sogen £F nnb ti mn$ feine Sage in 
ti)m nocft befttmmt werbem (Eonflnttrt man b(e britte 9Rc^ 
tiafe bed Sterecf«, fo fcf^neibet ffe ben Sogen EF nad^ 
S* 216 im geftt<tten ^. SR. f>ttnrre« 

3nfa$ 2. Sie Aenntnif, baf ABCD ein % aSteretf fei/ fft^rt 
nmt }tt ber folgenben intereffanten Conflmction. Steift 
man tat Sierecf in Fig. 110 burc^ bie S)iagonaIe AC in 
bie Sreietfe ADC nnb ABC, nnb }iei)t man bie 6(^eite(# 
tinien CE nnb AH, toelcfte {fc^ in Q' idintiitn, fo ifl Q' 
ber 9>. SR. ^unfr be« Sreietf« ADC, nnb toirb DQ' ge{o# 
gen/ movon AC in S gefcbnirten wirb, fo ift S ber britte 
|).$nn(t be< IDreiecM ADC, toeld^en ed mit bem Sreiecfe 
ABC gemein l^at. 3i<^t man für biefetf Dreiecf bie @(^et# 
tel'Stnien CF nnb AG, n>e((j^e ffd» in F fc^neiben, nnb 
bann BP", fo toirb bie Siagonafe AC bat)on thtnfäüi in 
S getrof en nnb F ift ber % SR. 9>unrt be« Dreieck ABC 
SBerben femer BQ' nnb DP' gejogen, fo fd^neiben ffe fldi 
auf bem i^au))tbogen EF im 9* 9R« fünfte O be< Sierecfi 
ABCD« 

$£6eirt man baffe(6e Steretf bnrcf» bie diagonale BD in 
bie Dreietfe BDC nnb BDA, fo Idgt (leb in Snfe^nng bie» 
fer ^Diagonale bie moorige Sonflrnction toieber^olen nnb ti 
{äffen flc^ ftber^au))t nnn aSe Linien fo iit\)en, toit ti bie 
gtgur 108 burc^ bie baran gefegten Sncftllaben angibt 
jDabnrc^ merben bie §>. SR. fünfte P nnb Q ber beiben 
SreiecTe BAD nnb BCD mit ibrem gemeinfd^aftKc^en 9« 
fünfte K conf}mirt/ nnb ti geben bann no4» bie Sinien 
AQ, CP nnb bie britte QRebiaie AS burcft ben 9. 9RitteI# 
yunft O be« Siered« ABCD; ti fTnb alfo im ®anitn 
fe^d Sinien nae^gemiefen / meiere jid^ in btefem 9>nnfte 
fcbneiben. 

Die ailgemetn^eit btefei* Cd^e toerbient eine befonbere 
Seac^tung/ benn bai Sierecf ABCD i(l to^aig toiUt&tixlidi, 
nnb ber i^anytbogen EGHF, tütiibtt feine 6eiten fd^nei» 
bet, fann eine miOfübrlid^e 9age ^aben, menn er nnr nic^t 
burcft ben 2)nr(Afd)nittdpnnft {meier Seiten be< Sieretfi 
ABCD ge^t; eine anbere einfc^r&nfenbe Slnna^me gibt ti 
aber ^(er nid^t« 

§., 218- 

< ebr f a $. Zbeilt man ein beüebigr« SierecT ABCD Fig« 110* 
bnrc^ eine tinie FH, wei^e bnrd^ ben Z)ttr(l^fd^nitt<::f>nnft O ber 

11* 
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Siagonalett Don ABCD ^tht, in gtoei nebe Siere(fe AFHD itnb 
BFHc; nnb fcfyneiben if^re Siagonalen bte Diagonalen ttt ttftta 
SiereM in ben 9>ttnften », ^, r> '» f^ fcftneiben ffc^ C^ nnb Ba 
in (Einem ^nnfte £ ber Seite AD, ebenfo Dy nnb A/} in Cinem 
^nnfte G ber Seite BG, nnb e« ifl ABCD ein ^. Steretf mit 
ben 9>. fünften E, F, G, H nnb bent ^. Wittefpunfte O. 

fdtwtii. ii%t man wxlinfiQ bie einien Aß nnb C^ weg, 
fo i|t DBC ein 9>* Sreietf mit ben $• fünften H, G, O nnb bem 
9. SR. fünfte y nnb DAB ein $* Dreietf mit ben 9. ^nnftett E, 
F, O nnb ben % 9R« fünfte o, nnb ba biefe Dreierfe ben % 9ttnft 
O bet Diagonare BD gemein ^aben , fo iil ABCD ein 9. Siered 
mit ben 9. Dnnften £, F, G, H nnb bem $• SR. fünfte O ; lititt 
man nun AG, fo ge^t fTe nacfi S* 215 bnrc^ ben ^unft ft nnb 
a(fo «mflefe^rt Aß bntdi G; |{e^t man femer CE, fo ge^t fit 
naät S- S15 bntäi S nnb alfo nmgefe(^rt Ci bnxdf £* 

3nfa$ 1. (8e^t eine wn ben beiben SRebiafen eine« f).f8{m 
e<tt bnri^ ben Dnrc^fclfnitt^^nnft feiner Diagonalen # fo 
ge^t andt bie anbere bnrc^ biefen 9>ttnft/ nnb bte brttte 
SDtebiale ^at feine Cdnge. 

3nfa$ 2. GoS eine SRebioIe tinti SierecM bnrc^ ben Ditrit? 
fdinittipnntt feiner Diagonalen ge^en, fo ift bie Sage ber 
anberen 9Rebia(e V)6Ktg beflimmt, nnb fann nadi bem Wf 
fledenben Se^rfabe gefnnben werben. 

Die Stti^tung ber erjlen 9Rebia(e fann bettebig gewA^ft 
werben. 

§. 219. 

Se^rfa^. {£^eilt man zin Sieretf bnr^f einen toiSfibrliil^en 
iS^au^tbogen in jwei Sierecfe/ fo Hegen bie brei Durc^fc^nilt^ 
^nnfte ber Diagonalen biefer SNerecfe in (Einem Jf^anptbogen. 

3tt Fig. 111 fei AAXC bai Sierecf, mtd^ti bnr« bte 
einie BB' in twei Sierecfe AA'BB' nnb BB'CTG get^eilt ifl; D fei 
ber Dnrc^fc^nitt^punft ber Diagonalen be< Sierecf« AA'B'B, E 
ber Dnrcbfi^nitt^pnnft ber Diagonalen beS Sierecfj AA'CG nnb 
F ber Dnrc^fc^nittöpnnft ber Diagonalen be« Sierecf« BB'CC. 
3ie^t man nnn tintn i^anptboaen PP" bnrc^ D nnb F, fo ift^ inß 
fofern er bnrc^ D a^t, nadi §. 185^ 

sJ g VA . si n VA^ _ sin P A . sin V A' 
sin VB • sin VB' ~ sin PB . sin FB" 

nnb infofem er bnr^ ben 9)ttnft F ge^t/ ifl ebenfo 

sin^VB^sin^VB' _ sin PB . sin FB^ 
Sn VC . sin VC ~ sin PC . sin P^CT ' 

Wirb nnn bie erfie 9>ro)>ortion mit ber (weiten mnltipHcirt/ fo er# 
^Alt man tint d^nficbe britte 9>roi)ortion 



— 165 — 

sin VA > 8iD VA' _ sin PA . sin FA' 
sin VC . sin VC ~ sin PC . sin FC ' 

itnb wtQtn btefer 9ropon{ott ge^t nad^ Um Sufo^e 3 (u S* 185 
»ie Sinie DF and) bnxi) bcn ^utift F« 

3ttfa$. Sa bie tage ber brei Ranfte A, B, C auf ber iitdt 
VC unb ^ud) bte 8age ber brei fünfte A', B'^ C auf ber 
tittie VC ))60tg tt>iS(&^r({(f) {(l, fo fantt man bie brei 
fünfte A, B, C permutiren utib fo er^dlt man im ®atu 
teil itdii {{niett, auf bereu jeber ffc^ brei Durc^f^luiM* 
fünfte Don ebenfo Dielen 8{uien#9>aaren beftnben» lluf ber 
erßeu fdyneibeu (!4) bie etnieu«9>aare AB', BA'; AC, CA'^ 
BC, CB'; auf ber {weiten fd^neiben ff^ bie brei tutien» 
Daare AC, BA'; AB', CA'; BB', CC; auf ber brittm 
f*nefbett ffd^ bie *aare AA' BB'j AG', CB'j BC, CA'; 
auf ber t)ierten fc^neiben fldf bie $aare AC^ BB'; AA% 
GB'; BA', CC'; auf ber f&uften f^yueibeu fldi bie 9)aare 
AA', BC; AB', CC; BA', CA'; auf ber fe*«tett eubllc^ 
fcftneiben fl* bie?)aare AB', BC; AA', CC; BA', CB'. 

2)er Semei« iß fAr aOe Ce^auptungen berfelbe/ wenn 
nur in ben frft^er gebrauchten 9)ro))ort{onen bie Su(^fla6en 
t^erAubert werben. 

S. 220. 

aufgäbe. {Ran fott aui ben S(6|i&nben VA, VB, VC, 
VA', VB', VC bie »erbdltniffe fftr bie 6inu« ber SOitüt ber 
«inien AA', BB', CC berfeiten, in mW f!e wn ber im S* 219 
bebanbelten Stufe DEF gefc^nttten werben/ unb auc^ bie Sageu^ 
Sefltmutungen ber fünfte P unb P' ftuben* 

(£« werbe wn ber «tnie DEF bie AA' in L, bie BB' in M 
unb bie CC in N gefc^nitten. SBeil fl« bie Sfnien A'V, A'A, 
AB', A'C in A' fd^neiben, fo iß nadi %. 184 VABC oj FLDE; 
weil ferner bie einten AF, AA', AB', AC ffc^ in A fc^ueibeu/ 
fo iß andi FA'B'C co FLDE unb ba^er iß offenbar 

L FA'B'C CO VABC 
unb burc^ biefe 9>roportiott/ wel^e befanntltc^ in brei ))erfd^iebe# 
neu formen auigebrucft werben tonn, ift bie tage bei 9nnttti P' 
beßintmt. 

gerner iß/ wenn man ßcfi noc^ A'P gejogen beult/ PABG tn 
PLDE unb VA'B'C co PLdE, baber bat man 

2* PABG CO VA'B'C, 

unb ^ierburd» iß andi bie Sage be< 9nnfM P beßintuit. 

SBeil femer ba< Z)reie(r GAA' wn PE gef^nitteu Wirb/ fo 
iß nadi §. 186 

sin P A sin AL sin CE sin AL sin PA 

«TPC ~ srnTE • sin A'E ^^^^ sin A'L ~ slnPC * 
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sin CB 

«in A*E ' "'^f^'^ baiZttitd CVA' «Ott AC 9ef4tiitt(n wirb, 

, tn "° CA,' «in A'E «in VA sin CE 

'• ^ HTc? = STcE • riTcÄ •***' SbTTE = 

«in CV sin CA ^ 

«in ' Ca* ' ~ — vi ""^ *^'* *^*^*' *"*'*^ fttbjlitttirt, fo IflA mam 

sin AL sin VC' ^ sin PA sin AC 

«nTE "" sin VA ' slnTc * sin A'C ' 

sin PA . sin BC 

aBett ferner na« ber Droportion (2) -^pcTlia-AB = 

«in VA' . s inB^g sin PA _ sin VA' sin AB 

«in VC . «in AB" """ "''" sin PC "" sin VC • sin A'B' ' 

sin FC 

T — ^rr ijl/ fo ^ot moii/ wenn biefer SQcrt^ in (3) ficfe^t »irb/ 
Sin J)vi 

•in AL sin VA' sin AB sin AG sinB'C 



\ 



sin A'L "" sin VA sin A'B' sin A'C sin BC * 

cbettfo i(l 

«in B M __ sin VB' sin BA sin BC sin A'C 

«in Vi/L " sin VB * sinB'A' * sinB'C * sin AC 
«in CN __ «in VC ^ sin CA sin CB sin A^B' 

sin CN "" sin VC * sin CA' * sin CB* * sin AB * 

Ciefe brei IfnibrAtfe^ wefc^e fpdter {ur Bmoenbiutg fomKev, 
^obett aber bfe «erlangte (Eiflenft^aft. 

Sber ottd^ bie 93er^dftn{ffe/ toobnrc^ bie Sage bcr fünfte P 
nnb F beilimmt Ift, Umtn in ®e6ran<b tommm, nnb ba(^ mi* 
gen ffe ^{er anfgeßeOt werben; flc f[nb bie fofgenben: 

«in PA __ sin VA' sin_AC sin B'C 

«in PB ~ sin VB' ' sin A'C * sin BC """ 
sin P^A' __ sin VA ^ sin A'C sin BC 

sinP'B' ~ sin VB ' sin AC ' sin B'C 
sin PB _ sin V B' sin A B sin A'C 

sin PC *" sin VC * sin A'F ' sin AG """ 
sinP^' __ sin VB sin A'B' sin AG 

sin P'C ~" sin VC * sin AB * sin A'C ' 
sin PA sin VA' sin AB sin B'C 



•in PC "" sin VC * nn A'B* * sin BC 
«inP^A* _ sin VA «in A' B' «in BC 

sin P'C ■" sin VC * sin AB * «in B'C 



nnb 



Sttfa^^ Mut ben obigen ünlbrAtfen fofgt nun bnrd^ SDtnIH« 
))(t(ation bie ®Ul^uni 
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J 

sin AL sin A'B ' sin C N sin CB 

sin AX * sin CB' * sin GN ' sin AB 
sin VA ' sin C V ^ sin_VA_^sin CB 

'^ sin ATV . sin VC * sii~AB Tsin VC ^ 

f bal)er ifl AA'CC fein f>ro))orHimaU Siered üt 9nfe^tttts 
ber 9itti(te L, B', Ji, B, au<fleitommeit to bem befonbereti 
%aüt, mnn VABG unb Va'B'C di^ttltd^ get^eilt (Ittb unb 
ff« alfo bie brei Steten AA% BBS CC in diam 9mttt 

. ff^neibem Son biefeni bcfonberen SaOe iji aber f(^on im 
4 Bttfa^e )n $• 199 ge|fanbeft ivorben* 

S. 22L 

b^tfa^ 3ie^t man in Fig. 112 t)on jmei beKebigen 9>tttt& 
ten Pnnb P" eine« Sogen« PP" aui Jg^auytbifgen nac^ bsn ^unf# 
ttn u. y, w^ X, y K. eine« JE)attpt(re{fe« mm nnb toirb t^on ben 
ani P getogenen Knien ein i^auptfrei« M'M' in A.\ B', C, IT, 
E', F, nnb Don ben an« F gelegenen Sinien tin J^auptfrei« MM in 
A,B,C,0,E,F gefcbnitten, fo ifl ABCD co A'B'CD', BCDE cn 
B'CD'E, CDEF m CD'E'F, ober iberbanöt ABCDEF co 
A'B'CDE'F. 

Stttei«. SBirb PP' wn mm in p Qt\dßitttn, fo ifl na<^ 

S* 184 rften« nywpxy zn ABCDEF nnb auA urvvpxy cn 

A'BX'DTF; baber i(l ABCDEF co A'B'CD'E'F, nnb biefe iu# 

fammengeffbte Oe^immnng fann in mehreren einzelnen ^toportio^ 

nen au«gelrätft werben« 92immt man irgenb Dier SE^eU^^nnfte 

anf bem &gen MM, tttoa A, G, E, F unb bie homologen f>ttnfte 

A\ C, E\F auf bem Sogen M'M% fo ifl jebe«ma( AGEF co 

A'CE'F. 

3tf fa$ 1 SefAreibt man ani ben fünften P nnb F bie 

jilrei«bgen aifyfefi unb aßyiet] int SReffung ber aBin# 

M anP nnb F, fo folgt andl^ nod^ naii $• 180/ bA0 

aßfitr^Kn dfl'/iiiii fei« 

3ttfa( 2« 3a d^nficben Stefniraten gelangt man and^/ toenn 
man bie fünfte P nnb F »enoedlifelt, wobei man atfo auf 
bie 9>nifte feine aufmerffamfeit r{d)ter/ in welchen MM 
)Don ben tu« P gejogenen Linien nnb in weichen M'M' wn 
ben ani Y gegogenen Sinien gefcbnitten n>trb. 

3 Ufa« 3* aer 9unft P fann au<^ in ber tinie MM feftft 
nnb F in ber tinie M'M' felbfl angenommen toerben, wo# 
bei ffc^ arp P nnb F mit D nnb D' ibentiftcirem 

S» 222. 

Knfgabe« 9an foO an ^itx ^nnlttn D, C, B, A einer 
«inie MM nnb brei9>nnften h\ C, B' einer anberen «nie M'M' 
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citttii üdtttn )>imft k\ utib {war in ber <{nic M!M\ (o beginaai, 
M ABGD CO A'B'CD' fei/ tonin bie Stnic» l^M imb rMT 
cbte oegcbme Sage ^aben* 

»nflifttttg« SRan ii>&^(e Mti ^omofoae fünfte D utt IX 
<tt Fig. 113, liebe bie «ittiett DC unb UC, mtän (14^ f w 
f^neiben/ ferner DB' nnb D'B', wtldit fTd) in ▼ f^neiaeit/ km% 
▼w nnb IXA, welche (14 i« 'i fcbUfiben nnb enbltd) Du, — *— 
M'M' fn A' fletroffen »erbe: fo ift A'B'CU co ABCD., * 

Sie Ric^rigfeir ber anffjfnng eriieOer an« $. 22 L - ^ 

5. 223- 

itfitian. Gittb iwei Linien ABCDEF unb A!B'Cri)E'F 
in Fig» 112 d^nliA get^eilt nnb nimmt man auf eineitt logcs 
PP", tütläitt irgenb imi homologe )>ttnfte »erbinbet, bie ^IßHtu 
P nnb P" »iCf Abrficf» an , um t>on bem einen ntc^ be» fXttftfs 
A, B, C, D, E, F, unb wn bem anberen |ta4 ben ^ftnt 
A', B", C, D', £', F einien in {feigen , fo fcftneiben fT« te cct» 
relponbirenben 9>aare biefer Sinien fdmmtlic^ auf Cinem ^auptf 
»reffe- 

«etoei«. 6«neiben ffd) PC nnb FC in w; FB stb PB- 
ta ▼> fo tie^e man tw, wooon PF in p gefdmftten loerira nag. 
Sfrb nnn pwr oon D'A in u unb* oon DA' in u' gcAnitten, 
fo iH nadi $• 184 DCBA co pwvu unb D'CB'A' to pwva-; 
unb ba DCBA co D'C'B'A' ifl^ fo ift pwvu co pwvi', haffn 
f&Ut ber yunft u' mit u iufammen. ÜBie aber je^t benefen ift, 
baß Hdi P'A unb PA' auf mm fcfineiben / ebenfo f am ^ndi ber 
Setoei« geführt werben , baf[ flcff P'E unb PE^ ferne PF unb 
PF' ebenfalls auf mm fd^neiben. 

§. 224. 

Se^rfa^« SBerben burc^ ein Sierecf )tt>e{ ober Atebre ^anpt» 
bogen fo geregt/ baß )ioe{ (Begenfeiten beffelben babuiQ d^nlidji ge» 
t^eilt worbeu/ fo toirb hai Sierecf baburdb in anitt SierecTe |er» 
legt unb bie 2)urc4f(bttitt«# fünfte ber Z)iagonattt aOer biefer 
Sieretfe befinben ffc^ in Cinem ^auptfreife. i 

etmtit. 3« Fig. 114 fef ABCD co A'BCD'; bie oier 
£ittien AAs BBs CGs DD' bejlimmeu fec^tf ^terecfe unb bte 
£ur(^f(^nitt6«f>nnfte a, b, cd, e, f ber Siagotpen biefer Sier» 
ecfe beftnben flc^ in 9inm J^auptfreife mm« 23« Dur^fcbnitt«^ 
9>nnrte a, b, d ber 2)iagona(ett ber brei Sierecf eCDD'C, BCCB 
unb DBB'D' beftnben ffc^ nac^ S. 219 in Sinenr ^auptbogen mm 
unb nadi $• 223 beftnben f[(4/ wtnn man iic^mttt P unb P' 
in D unb D' annimmt, bie fünfte a, b, c in finem J^auptboget/ 
olfo liegen bie »ier 9>ttnfte a, b^ c, d im 8ogtt mm. SBeii bie 
«Hie BB' \>ai Sierecf AA'D'D tl^rilt/ fo be^cn ffdjf na^df i 219 
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(te ^nftc b, c, f ixo^ Oogett mm, atfo bte fünfte a, b, c, d, f 
tttib nun fiegt nac^ $. 393 mbli<4 anc^ noc^ ber ^^unft e im 80^ 

gtit mm« ' 

3ufo$ jk» Da bte Sage ber fünfte Ä, B, C, D, nnb A\ B% 
Xr, D' «>oirt0 »iOfft^rfid^ ifl, tvenn nur ABCD co A'B'CTD' 
ill, fo (innen f[(ft aud^ einige )Don biefen |>unften in 8er# 
f(ei(f) mit ben anbeten auf entgegengefe^ren Seiten be< 
£nt4if4ii{tt6#f)nn(ted ber beiben i^auptfreife MM nnb 
IVTM' beftnben, wobnrcf^ bie Sieretfe eine fe^r «)erdnberte 
''^omt erbarten/ ber Z)nrcftf(4nitt^»$nnft ber Diagonalen ei# 
. ned fo((t)ett SiereM ifl bann nicbt nte^r im Snneren bed# 
ri'J \tV9tx entgolten. Der IBemeii bleibt aber immer berfelbe* 

^ 3nfab 2. SBenn noc^ me^retinien AA' BB', CCf, DD\ £E% 
\\ * Fr etc. itoifc^en MM nnb MM' fo gejogen »erben ^ ba0 

f AtCDEP etc. CO A'B'C'D'E'F' etc. ift, fo entfielen no<^ 

j. ] «^ mef^r aH fe«i>< Sierecfe nnb e< ifl offenbar, ba9 bie Dnr^ 

fdinitt^'^nnrte ber Diagonalen aOfer biefer Sierecfe (leb ist 
(Einem J^anptfreife mm befuiben^ beffen tage im %. 220 
beflimmt toorben ifL 

Snmerfnng. SQenn in ber |>Ianimetr{e bie "^^xvi^t 
A, B, C, D ac« nnb A^ B', C, D', k« auf ben geraben 

Ab 
(inten MM nnb M'M' fo genommen werben/ ^^^ TmT 

fc^nktd^^nnfte ber Diagonalen ber ebenen Sierecfe AA'B«, 
BB'C% iCt in (Einer geraben Sinie mm nnb ti gibt eine 
tmeite gerabe Sinie, tooburc^ bie geraben hinten AAs BB% 
CG', 0D% u. balbirt »erben; biefe gerabe ttnie ifl paraOel 
ber geraben (inie mm. Diefed intereffante ptanimetrifc^e 
S^eorem würbe mir im 3abre 1828 t)on feinem (Srfinber/ bem 
Jg)erm CobenmiKer/ mftnbHcb mitgetbeift, ber fcbon ba^^ 
mate bie Ueberiengnng aui\pxadi, ba0 ti fld) mit brm im 
liierten infame juS. 199 bebanbeften Xf^eoreme, ober ^itU 
me^r mit bem analogen planimetrifd^en, )u (Einem allge# 
meineren S^eoreme ber Planimetrie »erbe vereinigen taf# 
fen. Diefe« aSgemetnere ^^beorem ber^(animetrie lourbe wn 
SeibeU/ nnabbongig wn einanber gefunben; baffelbe gilt/ 
loie ^ier gezeigt »orben ifl, aucfe anf ber Jtugef; ber 
^err !Bobenm{(ter/ bnr^ beffen 9RittbeiInttg icf) auf 
biefe Unterfndllttng gefommen bin, bat arfo einen gtofen 
Üntbeil an ber (Entbecfnng biefe« einfachen nnb aOgemeinen 
®ti€liti, wttditt fiitt, feiner SOicbtigfeit wegen / ncci) auf 
eine anbere Srt hergeleitet »erben mag« 
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3ttfa$ 3. SBmtt (T4 bie £>ttt4ifAttitMpttnftf %, d, fbcrZ^iogo^ 
ttalen ber brci Stcterfe AA'BB, BB'C'G unb GC-D'D is 
(Einem {)auptbogen mn be ftnbeii, fo i|l ABCD co A'B'C'D', 
tinb ^iernaci» fann bie Bnfgabe im S- 222 tbtnfalU fc^r 
tinfadt aufgelifet tperbctt« 

§« 225. 

Sil Flg. 115 fei WABCDE ^ W'A'B'C'D'E', bann feilet; 
bell (fcft WA tttib WA', W'B unb WB', WC itnb WC% W'D 
itnbWD', W'E unbWE' in ben^unften a, b, c, d, eattf<$titen 
JC^auptbogen mm nadi S* 222 unb nadi $. 213 i^ VEeE' tti 
9>roporttona[#93ierecf mit ben 9>* f^nnften D, D' q, p itnb brm 
^. SR. ^^nnfte d, bie Diagonale EE' biefe« Sieretf^ t^tiit ti is 
gmei Dreiede/ itnb jtebr man bie 6<6eiteDinien ED' nnb E'D, tpel# 
cbe bie Z)iagpnalen be^ fßitvedi DD'E'E (Tnb/ unb (T<4 in a fd^udß 
ben mjflen/ fo i(l a ber |>. .SR. ^unft bed DreiecM EVE^ vnb 
biefer liegt nac^ §.215 mit ber ScTe e tti Sreietf« EeE trab 
bem proportional aRittelpnnfre d it€ ^. Sierecf« EVE'e üt & 
Htm ^auptbogen mm; toai aber t)om lDnrd)f(t|nitt<::9unfte a ber 
^Diagonalen bed SierecK DD'E'E bemtefen morben ift, fann ebenfo 
t)on ben 2)nr(l^fd)nittd0 9>unrten ber Diagonalen ber Abrigeit Sier» 
ecfe CC'D'D, BB'CC, AA'BB nnb anc^ ber aui itfum tnfam^ 
mengefe^ten Sierecfe bewiefen merbeti* 

3 n f a $. @d ifl WPVABCDE cc rPP'abcde nnb 
W'VP'A'B'C'D' cn rPP'abcde nacfe §. 184, unb hieran« 
fofgt nod) WPVABCDE to WV'P'A'B'C'D', nnb für 
biefe mefrifdien Seflimmungen fann man alfo unmittelbar 
eine Keibe üon Proportionen unb }toar iebe berfclben in 
brei t)erfd^iebenen formen nac^ %. 183 angeben« 

S- 226. 

Se^rfa^. SBenn in Fig. 116 bie Sieretfe AA'B'B imb 
BB'C'C fld> {um »iererfe AA'C'C ergdnjen unb bie Knie PP', 
totld^t burc^ bie Durc^fc^nitttf # fünfte D, F, E ber Diagonales 
ber genannten Sieretfe gebt, bie Seiten AA^ BB', CG' in L, M, 
N fd^neibet, unb man femer wm Dur^fc^nitt^'^unfte V ber 6ei# 
ttn ABC unb A'B'C bie 9inie YD {iebt/ mtd}t bie Ceitm AA' 
unb BB' Ui m D gehörigen Sierecf« in 1 unb m fc^neibet, cbeu^ 
fo bie einie YE |iebt^ weCc^e bie Seiten AA' nnb CG' bei ^n E 
ge^jrigen Sierecfö in 1' unb n, unb an<6 no4i VF uel^t/ looDon 
bie Seiten BB' unb CG' iti }tt F gebArigen SierecK in m' unb 
^' geff^nitten toerbeu/ fo liegen bie fünfte L» m, n, ferner 1, 
M, n' enblic^ 1' m' N jebedmal in einem i^anptbogen^ toelc^ 
eine 9Reb{a(e bti SiereM AA'C'G iß (BB' ifl bie anbere SRi» 
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btale), mlditt alfo auf brri üerfc^iebcite. SBcifni aM et« 9>* Sietctf 
ongefe^ett werben fann. 

Setoei«. £a ba« Z)re{e(f VGC' ein 9- Z^reietf tfl fär bie 
9>nnlte A, As n nnb ben ^. SS* ^nnft E> fo ifl 

sin CA sin VA' sin C'n ^ ,^ 

—. — vtT • . ^ r : • "^ — TT- = 1 »nb alfo 

sin VA sm C'A' sin Cn ' 

sin C'n sin VA sinA'C 

, ' sin Cn sin VA' ^ sin AC 

,^ sin AL sin VA' sin AC sin AB 

unbbana(^S.220iß-^ — rrr- = -. — rrr • . A/ni * 7 — r."s: • 

' sm A'L sm VA sm A'G* sm A'B' 

sin B'C , sin AL sin C'n sin AA 

sm BC ^ sm A'L sm Cn sm A'B' 

sin B'C ^ 

STbc- •*'" "* 

sin AL sin A^' sin C'n sin CB 

sin A'L sin CB' sin Ch * sin AB ~ ' 

b. % AA'CC ift tin V* Stererf fär bie fünfte L, B', n, B. ©a 
ferner BVB' tin y. Creiecf für bie fünfte A, A'^ m nnb ben 
y. a». 9nnrt D ifl, fo ift 

sin BA sin VA' sin ß'm ^ w rr *'^ ^™ 

sin VA sm B'A' sm Bm sm B'm 

_ sin VA' sin BA sin Bm sin C'n sin BA 

"" sin VA * sin B'A' ^^ ^*'^ a^B'i * suTci ^ sin B'A' • 
sin A'C ^ 

sin Bm sin B'A' sin C'n sin CA 
sinB'm * sin CA' * sin Cn 'sin BA "" ' 

ba^er ifl m ber 9* 9R. 9)un(t be< SSterecM AA'CC nnb bie brei 
ynnfte L, m, n beftnben fldi a(fo in Sinem J^anptbogen« 

aOie aber benrfefen ifi/ baf AA'CC ein 9« Sieretf mir ben 
SRebiaten B m F nnb L m n fet^ ebenjo wirb bewiefen, ba$ ei 
anc^ ein 9>* Siered mit ben SRebialen BMB' nnb IMn' nnb andjf 
ein 9. Sieretf mit ben SRebialen Bm'B' nnb l'mN fei« 

anwerlnng* 2)a badSieretf AA'C'C in breifad^er i^in(l(^t 
ein 9>. Siered tß, fo fann ti naA i. S13 Sufa^ 2 in 81. ^rop.« 
Sierecfe {erlegt werben nnb e< wirb (fc^ ba(b jeigen/ ba$ biefe 
3a^I nodf btttiä^tliäi gefleigert werben fann. 

SBenn bie einten VABC nnb V'A'B'C' ähnlidi QtttitiU finb, 
fo faSen bie Sinien VD^ VE, VF mit ber tinie DEF (nfammen 
nnb bie vorhin bewiefenen ®ASe verlieren alle Sebentung. 
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S. S27. 

te^rf a^ ®entt bat aSferetf AA'D'D Fig. tl6* ein )>roi>ortio# 
fial^Sieretf fotoo^t f Ar bie ^fltiiaUn Bbiv unb abd, aU aa4» fix hit 
SRebfarett CcG' nnb acd i% h f^at man im ®ait)cn 36 proper- 
HonaUSHtttdi, itnb bie brci iinltn AB CD, abcd unb A'B'OD' 
finb if^nlii^ ütt^tUt, totnn ffc^ aud) ÄA', BB', CG', DD' nU^ 
in (Sintm ^nnftt fc^neibrn* 

9t}»tit. fBitnn M AA^ BB', CO, DD' üt (Sintm pwOttf 
intb a(fo andt bie brei ttnien AD, ad, A'D' in (Einem ^nfte 
ftlineibett, fo er^eKet bie SSSa^r^eir ber Sel^auphing unmitttlbc 
na« §• 213 nnb $. 184* fflenn flc^ aber AA', BB', CC', DD' 
ni4|t in Cinem ^Junfee fc^neiben/ fo ift bocft tiacf» ber Slnna^me 

sin Aa sin A'B' sin D^d sin EB 

*• smA^ * iS^O«' • iS^d • skTAB ^ * "°* 
sin Aa sin A'C' sin D'd sin DG 

sin A'a * sin D'C * sin Dd ' sin AC ~ ' 

ttttb toirb bie erfle ^roporrion burd» bie {weite bioibirt, fo ^at moi 

sin AB . sin DC _ sin A'B' . sin IVC^ ^^^ 

^* sin ACT^iiTDB ~ sin A'C . sin D'B'» ^^^ * 
ABCD CO A'B'C'D'. 

genter folgt aui ben f)roportionen (1) unb (2) naäi S* 214 

sin ab sin dD' sin DB sin AA' 

sin db * sin DD' * sin AB ' sin aA' "" ' 
sin ac sin dD' sin DC sin AA' 

sin de * sin DD' ' sin AC * sin aA' "" ' 

unb toirb loteber bie erjle Vroyortiott bnxdi bie toeite bivibirf, fo 
tjot man 

sin ab . sin de sin AB . sin DC ^ ^ ,« 

4. -: r—jr = : 77^ : n5 ttttb e« l(l OlfO 

sm ae * sm ab sin ACi • sin DB 

•bcd CO ABCD unb ba ABCD co A'B'C'D' ift, fo ift audt 
abed co A'B'C'D,. di bfeibt nedi (u betoeifett/ baf BB'D'D eis 
|>. Sierecf mit ben 9. ^nntttn b, C'^ d , C nnb ACCa' eci 
9. fßierecf mit ben 9>. fünften a, B', e, B fe{. 2)a ABCD x 

A «. r. ^ ,« ^ ,^ sin DC • sin AB sin D'C . sin A'B' 

A'B'C'D' ift, fo ift .-^^ — . — .p, Ä — -TiTF; — r- — Tln/ 
' ^ ' sm BC • sm AD sm B'C « sm A'D' 

nnb ba ant ber Proportion (1) nadi S* 214 folgt, ba9 BB'D'D 
ein 9>. Sierecf fAr bie fünfte A, b, A' d fei, fo t^at man 

sin DA sin B b sin B'A' sin D'd _ 
sin BA • sin B'b * sin D'A * sin Dd "" ' 

Itnb wirb biefe f)roportiott mit ber «vorigen uxbwxUn, fo f}at nos 

sin DC sin Bb sin B'C sin D'd _ 
sin BC • sin B'b ' sin D'C * sin Dd "" ' 
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b. ff. DBB'D' ift ein 9* fßitttd f&t b(e Vttnfte C, b, C, d unS 
best 9>. SR. ^tttift c* 

Sa ferner aui ber Proportion (8) fcl^t, ba0 ACG^A' ein 
9. Sierecf mir ben 9« 9>niit^n D, c, D', a fei, fo l^at man 

sin CD sin Aa sin A'D' sin C'c 

"^ ^TK ♦ "' — ZT ♦ "■= — njr\ä ' "^ ' ^ =■ 1 ttttb Wirb 

sin AD sinA^a sin CD' sm Gc 

sin CD • sin AB 

tiefe (B(etd>an8 »it ber 9mmi ^ ^ CB , «in AD 

sin CD' . sin A'B' , ^ , .-,^ 
= sli^-B^ C . «in A^D' »«*«»»««/ f» «^«» »«» 
sin CB sin Aa sin A'B' sin G'c 

sin AB sinA'a sin C'B' sin De ** ^ 

unb ffittnadi ifi ACC'A' ein ^. Bieretf fAr bie fünfte B, a, B, 
c nnb ben 9. SR. 9>unft b. 

jDa nun nac^ ber annähme AA'D'D ein y. Sieretf mit ben 
SRebialen BbB' unb abd, ferner ein 9. Sierecf mit ben SRebialen 
CcC nnb acd, unb nad^ bem Veweife BBa)'D tin 9« Sieterf mit 
ben SRebialen CcC nnb bcd, ferner AA'C'C ein ^* Sierecf mit 
ben Olebiaien BbB' unb abc ift/ fo befielen biefe Dier 9>. SierecTe 
nadi $.214 überhaupt ani 36 % Sieretfen* 

3ttfa$ 1. Aommt no4» tint britte nnb ^itttt ^roportionaU 
XDeilung burd) bie «inien EE', FF^ ic. ^in}tt/ fo iß &6er# 
banpt ABCDEF IC. to abcdcf it. co A'B'C'D'E'F' ic* 

nnb bie SRenge ber 9. Sieretfe ifl bann noät betrdc^tlidj^ 

gtißer, 
3nfa$ 2. Son ben brei (inien ABCD, abcd nnb A'B'C'D' 

fann jebe ali QRebiale angefeben werben. 
Bnfa$ 3. SBenn AA'D'D tin ^^Siered mit benSRebialen BbB' 

nnb abd, femer CG' {wifc^en AD nnb A'B' fo ge|ogen wirb, 

baf ABCD CO A'B'C'D' i|l, fo ifl audi AA'D'D ein f>. 

Siererf mit ben 9Rebia(en GcC nnb acd. 
3ufa$ 4. äSirb wn bem bewiefenen Ga$e onf bie 6n 

S^ 226 bebanbelte Conflrnction Slnwenbung gemacht/ fo 

folgt, ta% in Fig. 116 

Al'lLA' cn Bm'M mB' xo CNn'nC fei, 

nnb ba0 bnr A bie tinien ABQ l'm^, IMn', Lmn, A^'C^ 
AA', BB', CG' tint gro0e Stenge bon 9. Siereden bu 
ffimmt wirb« Unter biefen ftnbet fldi namentlich bai )>. 
Sieretf l'LnN mit ben SRebialen mMm' nnb lMll^ 

$• 228. 

Se^rfa^* SBenn in Fig. 117 biefelben 9. Sftretfe t^orfom^ 
mtn, wie im $. 227/ nnb man eine @e{te AaA' berlAngert/ fo 
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iDcrbfti babur^ bie tiittrn BbB', CcC^ DdD' k. in ben f^snftcv 
b^ c^ d', IC« einanber ittnlidi get^etlt. 

» , ^ «; /« «'** c'C' sin CA' sin ÜA 

sin c'C sm UA' sin CA 

sin b'B' sin B'A' sin UA 

^I^Tb = ihTur • sI^Tba^ ""''^ «ff^ «^« ^«»^ Vropottum 
inxdi bie {weife btDibtrt/ fo f^at man 

sin c'C sin b'B' sin CA' sin BA 

sin c'C ' sin b^ ~ sin B'A' * sin CA* 

itnb ha BBC'C ein % Sierecf fir bie y« ^nnfu A, b, AS e 
nnb a(fo 

sin C'A' sinB'b sin BA sin Cc 

sin B^A' * sin Bb * sm CA * sin C'c 

sin c'C' 

iftf fo er^dft man ani biefen beiben ?>roportionen -: ;^ : 

sin b'B' ^^ sirf Bb . sin C'c sin &C* • sin cC 

sin b'B "* sin B'b ♦ sin Cc' sin c'C • sin cO 

sin b'B' «sin bB 

= -^r— r-ii — .—i X,,, nnb e« ffnb alh bie beiben «inien BbB'b* 

sin b'B . sin bB' ' ' 

nnb CcCV einanber dftnlic^ getbeifh (Sbenfo toitb ber fBtmeii 
Qif&hxt, baß and) DdD'd' ber Cinie BbB'b' nnb olfo au^ ber 
$inie CcC'C d^nlic^ Qttf)titt fei. 

Seflrfati. ffienn in Fig. 118 ein Sterecf AA'C'C brndf eine 
{{nie BB'^ bie aber nietet burc^ ben Z)nr(^fd>nittd # ^unft itotia 
Seiten beffelben gebt, in )U)ei IBieretfe AA'B'B itnb BB'C«C gef 
tbellt »trb/ nnb bit Unit PP' bur(4 bie Durc^fc^nitt^^anfte ber 
diagonalen biefer bret Steretfe get^t/ fo fann man BB' aii eine 
9Rebia(e Ui Sieretfd AA'C'C anfe^en nnb nn)dl)I{ge ixontt Wits 
hxaltn conilruiren; fftr jebe folc^e 9Rebia(e abc gibt ti immer 
einen Jpaui)t6ogen a'b'c', tt)eld)er bie Sage bat^ baß bie brei iU 
nien AaA'as BbB b', CcC'C baburc^ b^tmonifc^ getbeift toerbea 
— enblid) fd)neiben ffd) jebe }n>ei foldne {ufammenge^orige ^aupt^ 
bogen anf ber Sinie PP'« 

Seweij. Wan ))er(dngere abc, bi^ PP' baioon in a ge# 
fd)nitten wirb^ nnb wenn PP' bie £inien AA', BB', CC tn L, 
M, N fd)neibet^ fo beflimnte man anf ABC einen ^nntt z fo, 
baß xABC so aabc ifl, )ie^e xa^ toown A'B'C in x' getrof# 
fen werben mag; bannr iil nad^ $• 227 iberl^aupt xABG cn 

x'A'B'C CO aabc. 

9)tan befiimme anc^ ned) auf ABC nnb A'B'C ben ynnft y 
beliebig, nnb ben Vunft y' fo, baß ABCy co A'B'Cy* fei, nnb 
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Ite^e jy^ mtäit )»oii thc in ß setrofctt werbe. Sann t(t nadi 
J. 287 ihtxfianpt xABCy eo aabc/> 73 x'A B'C'y', unb mit 
§. 224 ober an«^ §« 225 fc^itetben fTc^ bie Z^tagonalen ber betben 
Steretfe xi'A'A unb ix'y^y auf ber ttiite PP' in ben Vunftett D 
unb E. 3ie^t »an nun VD unb VE, fo ge^t nadf §. 226 bte 
Sinte VD burcft a unb VE burc^ ß. SBerben nun xx' unb yy' 
Derl&ngerr, bi« ffe ficft in z fc^neiben, fo ift zy'/9y nacf» $. 199 
^ttrmonif<ft flet^eilt SBerben A A', BB', CC' ^on xx'z in a', b', c' 
gefd^nitren/ fo (Inb nadi §• 228 bie Sinten AaAV, BbB'b', GcCc« 
ber einte jßfz äffnUdi, nnb a(fo andt fit ba^monifcft getbeilf; 
bie beiben Kmien abc unb a'b'c« fd^neiben flc^ aber int fünfte 
a ber Sinie PP'« 

$• 230. 

eebrfa^. ^tnn überhaupt gwei J^auptboaen ABGDE ic 

itnb A'B'G'D^E' \t. in Fig« 119 ifjuli^ Qtttizllt fTnb^ unb bie 

Linien AAS BB', CCS DDs EEs ic, toohuxd) bie bomorogen 

fünfte mit einanber »erben / ficb nicbt in Qrinent 9>unfre fdinw 

beu/ fo fann man biefe 8erbinbungd#Sinien auf untnilld^ t>iere 

SIrren burdb t^ei {)auprbogen abcde ic» unb a'bVdVic./ totldtt 

felbil hfinlid^ itti)tilt (!nb, b^nnonifd» t^eilen unb bie Z)ttrcbf<lbnitM# 

9>ttnfte aller biefer ^inienpaare beftnben ffcb in (Einem ^an^ptbo^ 

0€n mm, unb {toar in bemjentgen^ welcher burA bie Z)urd)f4nitW# 

|>ttnrte ber Ciagonafen ber Sieretfe AA'B'B, BB'C'G, CC'D'D, 

DD'E'E, tc. unb andi ber baranS infammengefe^ten Sierecfe 

AA'C'C, BB'D'D, CC'E'E, AA'D'D, BB'EE, AA'E'E :c gebt 

2>ie Sücbtisfeit biefe« @a$ed erl^eOet au« S- 229/ au< S- 227 

unb an« §• 224 ober aud> $• 225^ toenn nur bie Sinie abcde fo 

getogen koirb, ba^ AA'BO) ein $. Siered in STnfebnng ber fünfte 

B, a, B', c tt>irb, toai auf nnenbltcb Diefe Ürten mjgfic^ iß« 

3nfa6* ^A ^^ nmgefebrt bie Sinien abcde tc unb a'b'c'd^e' 

tc« dbn(t(^ get^eilt (Inb/ unb bie Serbinbunatflinien aa^ 

bb^ C&9 dd^ ee^ tc. tott ben hinten ABCDE ic. unb 

A'B'C^^E' xc. ^armonifc^ aet^eilt werben/ fo befinbet fldi 

ber Z)nr(f»f(bnitM#9nnft V biefer tinien in bemjenigen 

i£)auptbogen / toefdier bnrc^ bie Z)ur(^f4nitt«# fünfte ber 

jDiagonalen ber Sierecfe aa'b4>, bb'c'c cc'd'd, dd^e^e xc. 

mh andi ber barau« lufammengefebHn Sierede ge^t. 

iBnmerfung. £a< Dorfle^enbe aVgemeine (Befe$ ift 
itttflreitig ba« intereffantefte/ toai bie i^tt wn ben Sineab 
Sonßructionen auf)u»eifen l^at; ti t^at audi in ber ^loß 
»imetrie eine ebenfo allgemeine Geltung «ob ttnt ebenfo 
grof e Qinfa^^eit. 

te^rfa^* ÜBenn in einem 9>. Sieretfe bie beibeti SRebialen 
get^gen nmrbett/ fo wirb ti babnr^ in t)ier Sieretfc lerlegt/ nnb 
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itM berfetteit ifl toteber ein 9>* Steretf in Jpinflc^t auf imi 
SRebiaUtt, beren Sticbrnngcn man baburcf» er^&It, baS mos bn 
2)ur(brd)ntM'^nnfr ber diagonalen eine« feieren Sierecfd mir bei 
£ttr4fd)ntM'9>nnften ber Diagonalen ber beiben Sieretfe mxiim 
bet/ n)e((^e mit jenem Sterede eine Geite gemein tjabvx. 

8 e weis. 3n Fig. 120 feien FKH nnb EKG bie betbes 
ÜRebiafen be« SierecM ABGD , nnb e, i, m, n feien bie 2)nnfK 
f(bntrr«#^unrte ber Diagonalen ber Sieretfe AFKE, EDUK, 
CHKGy GKFfi, bann ifl eimn ein tmtUtt Sterecf, moDon bie 
Seilen unb SRcbialen het SierecN ABCD in a, b, c, d, f, g, Ii, 
k, I, o» p, q gefdyniften werben ; ferner m6gen (Td» AD nnb FH 
in y, AB unb EG aber in W fd^neiben ; bann ift nadi §. 220 

sin Aa sin VF sin AE sin AD sin KH 

ihm ~ sin VA • sinFK * «^TfH * «^^D ""^ 
sin Ec sin YK sin AE sin ED sin FH 

sin Kc ~ sin VE * sin FK sin KH sin AD ' 

unb alfo 

sin Aa sin Kc ^^ sin VF .sin VE ^sin AD .sinKHv^ 
sin Fa sin Ec *" sinVA.sinVK * ^sinFH.siuED^* 



ferner hat man 

sin Fb sin WK sin BF sin FA sin GE 



unb 



sin Kb "^ sin WF sin GK sin KE sin AB 
sin Ad sin WE sin FA sin AB sin GK 

sl^Td ~ sin WA * ii^K^E / iiTlG * sin FE' ^^'^ 
sin Fb sin Ed sin WA. sin WK ^sinBF.sinGE * 

^* SmKb * suTAd "" sinWF.sinWE * 'sinGK^smAß). 

sin VA ^ sin VF sin W A ^ sin WF 

jDa nun aber ^tw? • "^ — ttv *^ x%rt? • \xrtr 

sin VE sm VK sm WE sin WK 

id naii S* 186, fo er^dlt man, wenn bie Proportion (1) mnlti^ 
ylicirt wirb mit ber $ro))ort{on (2), ofenbar 

sin Aa sin Fb sin Kc sin Ed 

sin Fa * sin Kb * sin Ec * sin Ad 
_ ^sin AD sin EG sin K H sin FB v« 

~ vihTED * iS"KG • SmTH * sin AB^* 

8Qei( nun aber nad^ ber annähme unb nad> §* 214 AFKE 
ein ^. Stered mit ben 9* 9>ttnften D, G^ H, B, nnb alfo 

sin AD sin EG sin KH sin FB ^ .- - .- . 

riTED • d^TKG • iSTH • riS"ÄB = ^ '»*' 1^ '* *«* 
sin Aa sin Fb sin Kc sin Ed 

sin Fa sin Kb sm Ec sm Ad ' ^ ' ^ 

AFKE tin |>« Siered mit ben aUebialen ac unb bd, tüüdft M 
ber 9innatimt gem&f im Ibux^f^nitti^^mftt t ber jDiagonoIen 
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bie im §. 218 be^atibeUe (!{settf(l)aft. 

(Sbenfo wirb ber Sewetö wn beit bret Abrtgnt SBferecfett 
FKGB, EDHK unb CGKH gefä^rr. 
3ttfa(* 98enn umgefe^rr une^ btcfer t){er Sierecfe ttt bem 
be}eid)neun 6iitne ein ^. Sierecf ifl^ fo ifl au(^ ABCD 
ein 9>. Siered mit ben ^. ^unütn E, F, G, ü. 

§. 232. 

Se^rfa^. Sßenn in Flg« 121 bie^tnie mm bürc^ bie Cur4# 
fAnitt^f^unfre a, ßy /, i u. ber diagonalen ber Sierecfe AA'B% 
BBX'G, CCD'D, DD'E'E, u. f. w. gebt unb man conßrnirt ftt 
biefen »iereden bie jweiten aBebiafen FaV, G/?G', HyH', I*r ic. 
siacb S* 218^ fo (igt fr(4 bie vorige Sonffruction anf folgenbe üxt 
mieber^olen: man toitflt in AA' einen beftcbigen ^untt A", {ie^e 
A^'B'y motDOtt FF in a gefcfeniUen mirb^ unb bann AV, }»own 
BB' inB'' getrofen wirb; bann 1^'C, u)ot)on GG' in fi^ gelrofen 
loirb/ unb bann B^^ moüon CC in C" getrofen wirb ; bann C'iy, 
ti>ot)on HH' in r getroffen wirb/ unb bann Cy, wetcbe DD' in 

T\f' A.:tf*. f^-M^- Tk^'C ^^t^^ uw .'m .t' «-:xr«. ..^k w«..- t\'^ 



enb(i(^ !ann tiefe (Eonjiruction nad) oOen t)ter Geiten l^in cl^ne 

Snbe fortgefe^t ober auc^ wieber()oIt werben. 

£ie 9ii(i)tigfeit biefer 8e(|auptungcn erbeffet unmittelbar auf 

$. 23L 

3 a f <!$• S'Ian fann aud» )we{ ober mehrere Don ben Sierecfen AA'B'B, 
BB'CC, CC'D'D, DD'E'E ic, wefcfte (1* bnr* ibre Jage 
batu eignen / in einem Sierecfe (ufammenfaffeu/ unb inbem 
man in Cetiebnng auf fTe tit t)orige Sonflruction wieber^ 
bolf/ Aber ba< i^orige Ste^ t>on ^iguren ein neue< «erbrei« 
ttn. Unsdbltgc Sieretfe (äffen fl^ bi^rtiac^ conflnttren, 
wooon jebe^ in mtfjt aii einer {)injld^t ein 9>ro))ortiona& 
Sierccf ifl- 

5. 233. 

Sebrfa^. Qßenn in Fig. 122 EG unb FH bie aRebiafeit 
be« $. SierecM ABCD fTnb, ferner aa'a'' bie Sinie i|i, wel^ie 
burcb bie Z)ur4f(4nittd# fünfte ber diagonalen ber brei Sierecfe 
AFOE;, EOHD unb AFHD gebt, ebenfo bb'b'' bnrcf^ bie Dnr«» 
f(l)nitt«::f)un(te ber diagonalen ber brei Sierecfe FBGO, OGCH 
unb FBCH gebt, enblitf» cc'c' bnrd^ bie Z)ur(()fd^nittd«^tta(te ber 
brei Sierecfe ABGE, £GCD unb ABCD ge^t/ fo fd^neiben (Id^ 
bie brei Linien aa a', bb'b'', ccV jebelmal in «Einern f)nn(te* 

12 
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8 eto e { tf. ^M Derrdngf re DA unb HF 6« )um Z)ur4f4iritt«# 
^tttifre V, ferner AB unb DG Ui ^um Durd^fc^nirM» fünfte W, 
bann til mii §. 230 . 

Bin Aa sin VF sin AE sin AD sin OH 

HnTa ~ suTVA * sin FO * sin FH * smlED' 
r^ ^ «^ si« WH sin HF sin VA ^ . ^ 

ferner ift nadi $. 186 - — Tvrfr = . .., • -: — tt^/ unb »irb 

* i -» * gjj^ YVD sin DA sin Vi? 

biefer 9Berr^ 6enu$r, fo bat man offenbar 

sin Aa sin WD sin AE sin OH 

wnTi "" sin WH * smTO ' sinTDE* 
^ * . - ^ sin Fb sin WH sin FO sin GC 

9mi ebenfo finbet man . p, = -. — 55^ • -: — ^tt • . ^^ 

* ' ' sm Bb sin WC sin BG sin OH 

. sin Ac sin WD sin AE sin CG 

lutb auc^nodj -. — r- = -. — .^^^ • -. — ^7^ • - — fTp, unb ba 

' sm Bc sm WC sm BG sin DE 

ani ben befben erjlen Proportionen burd^ Wlütti^litatiün fofgt 

sin Aa sin Fb sin WD sin AE sin CG 

imTi ' sm"^ "7 sin WC * sin BG * sin DE ' '^ *•* 
sin Aa sin Fb sin Ac ^ « ^ ^ 

I. -: — p- • -: — rr = -: — 5-5 ebenfo flnbet man 

sm r a sm Bb sin Bc 

sin Ea' ^ sin Ob' sin Ec' 

sin Ua sm üb sm Gc 



3. 



sin Da" sin Hb" sin De" 



sin Ha" sin Cb" ~ sin Cc" ' 

biefe bre{ Proportionen gelten immer/ wenn att<^ ABCD fein 
9. Sierecf iß. 

aBei( nun aber bicfe< Sterecf tin % Sierecf iß/ fo fana 
man in AD einen beliebigen ^unfr P wdb^en nnb in CB einen 
Vnnft R fo beftimmen/ baß RBGC co PAED i(l; bann ifl aber 
na4 S* 227 überhaupt PAED co QFOH co RBGC, toenn FH 
Don PR in Q gefcbnitten n>irb/ nnb bie Linien aaV^ bb'b'', 
cc'c'^, tooDon PQR in a, ß, y getroffen werben mag/ gefjen nun 
anc^ nac^ §• 224 ober §. 225 burcb bie DurAf^nitttf'^unfte ber 
jDiagonalen ber Sieretfe PQFA, QRBF nnb PRBA; ba^er ifl nun 
au(^ no(^ 

sin Pg ^ sin Q/? sin Py 

sin Qa sin R/J "^ sin Ry ' 

mt\&it Sage anc^ immer bie Sinie PR ^aben mag/ menn nnr jebe^^ 
mal PAED CO RBGC ifl* 

Gdjineibett (Ic^ aber aa'a'' nnb bb'b^' in einem ^nnfre, fo 
fotttt man bie %init PR bnrcfi biefen 9>nnft a regen nnb e« ifit 
bami Qif s Qa nnb R/9 ^2ia\ ba^er ifl je^t bie |)roportiott 
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« 

i ^ sin Pa sin Py 

( einfacher bie foraenbe ^j^-g^ = H^TRy' ^* ^* '^^'^ ^""'^ ^ '** 

mir a tinb alfo aitcft mit /? berfelbe* jDa^er fd)neiben (ic^ aa'a'% 

bb'l/' unb ccV in (Sinem fünfte* 
3ufa$ L SRait tann offenbar bem obigen Gage gemdS nocft 
brei folc^e Sinien conilruiren^ toelfbt ficf) in (finem fünfte 
' fd»ne{ben; bie erfte gebt burd) bie Curcbfdinirtdpunfre ber 

^Diagonalen ber brei SSierecfe AFOE, FBGO unb ABGE, 
bie {Weite gebt burcb bie X)urd)fd)ntrtd< fünfte ber Siago# 
nafen ber brei Siererfe EOHD, OGCH unb EGCD, bie 
britre enbHc^ gebt burcA bie Durd)r(bnifrd'$unfre ber Cia# 
gonafen ber brei SSieretfe AFUD, FBCH unb ABCD. 
Bnfag 2. SetU^t man ein 9. Sierecf burd^ {»ei SRebiafen 
in ad)t nene J>. Sier^cfe, fo bat man neue 9« Sierecfe unb 
conflruirt man fit jebed ben Durd)fd)nittd#9unft feiner 
diagonalen/ fo beflimmen biefe neuen fünfte nac^ §. 213 
toieber neue anbere $roportiona(»Siere(fe. 9?a(f) berfelbett 
9tege( fann man Qui btefen n>ieber neun neue ^. Sieretfe 
ftnben, tuib hiermit bii ini Unenb(id)e fortfahren. 

S. 234. 

Se^rfa«. 90enn bie fftfen {weier Dreiecfe ABC nnb A'B'C 
in Flg. 123 auf brei J^auptbogen AAS BB% CC liegen, melcbe 
Hdi in einem ^nnlte fd^neiben, fo fd)netben ffc^ tbre Seiten in 
ben \tdii ^mtttn a, a', b, b', c, e' fO/ ba0 ift 

sin Ac . sin Ac sin Ba « sin Ba' sin Cb . sin Gb' 

sin Bc . sin Bc' ' sin Ca « sin Ca' ' sin Ab « sin Ab' ~~ ^ 
sin A'a' . sin A'b sin B'b' . sin B'c sin C'c . sin C'a 

sin B'a' • sin B'b sin Cc • sin CV sin A'a . sin AV 

9twtii. 2)a naA ber SInnabme bie Serbinbungölinien AA', 
BB\ CC ber beiben DreiecTe ABC unb A'B'C (Fd» in Sinem 
fünfte Q fd)neiben/ fo fd)neiben ff4 bie corre^ponbirenben Geiten 
HC unb B'C, AB unb A'B', AG unb A'C nadi $.211 in brei 
fünften F, G, H, meldte in Sinem i^auptbogen liegen. Z)a tn^ 
beffen bie $ignr jegt eine febr loerdnberte S3ef(6afenl)eit ffat, fo 
toirb ed Ünfdngern/ meldte bie aufgefleOten toid)rigett 9)roportio# 
nen geb^rig begreifen woflen/ nid^t unlieb feiU/ ^ier ben SSnotii 
tto<4 einmal in finbem 96 tfl na^ $. 186 
sin B 'A' _ sin A^Q ^ sin GB 

sin B'G "" sin AQ ' sin AB ""'^ 
sin C^A^ _ sin A'Q . sin HG 

sin C'H ■" sin AQ * sin AC ' 

unb »irb bie erfle Proportion bnrd^ bie smelte bii^ibirt/ fo l^at 
man 

12* 
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« 

sin V A' sin CTH _ sin H C sin AB 

sin B'G * sin CA' "* sin AC * sinGB *"** 

sin HC sin AB sin GW , sin A' C 

sin AC * sin G» * sin A'B' sin HC *" » 

bader (|l aGA'H ein 9)roport{otta('Stcre(f «tt be« 9. 9iu><<'b 
C, B, B', C; bie bciben Siaflonalen btef« fßintdi (Inb AA' 
Sttb GH. 

StDIrb nitn GH «on BG in F ttnb ttottB'C in F geftf^tttttoir 

foiH 

gJnFG __ sin GB* sin A'C sinFG sin OB 

sinFH "~ sin A'B" * sin HC "" sinFH~sin AB * 
rin AC sin F*G sin FH __ sin HG 

sin HC """ *•'• sin F'H * sin FG — sin AC * 
sin AB ^ sin GB' sin k'C _ sinFG sin F*G 

sinGB * sin A'B' ' sin HC -*">•*' «inFH " sin F'H* 
cl faSctt alfo bie bciben fünfte F tmb F infamniM ; bdftt 
fÄacibcn fld> bie corre^ponbiccnben Seiten ber bciben jDreictfe 
ABC mb A'B'C in ben bvei ^nnften F, G, H eine« ^anfxb«« 
gene FGH. 

9lntt aber ift ber eewei< be^ etgentlii^ett Gaftei (eidftt. & 
{{nben n&fltUc^ Mit $• 186 noc^ bie brei folsenben 9>roportioncn 
etatt: 

sin FB sin Bc sin Ab' 



1. 

2. 
3. 



sin FC "" sia Ac sin Cb' * 

sin HC sin Ca sin Bc' 

sin Ha. sin Ba sin Ac' 

sin GA sin Ab sin Ca' 



sin G6 sin Cb sin Ba' 

SDerbni (le muIHpIictrt, fo f^at man 

sin FB sin H C sin GA _ sin BC • sin Bc' 

sin FG sin HA * sin GB "" sin Ac • sin Ac' 
sin Ab • sin Ab' sin Ca • sin Ca 

sin Cb • sin Cb' * sin Ba • sin Ba' ' 

ttttb ba bie btet fünfte F, G, H in <liitem i^aut)t6ogm rirgnt, 

sin FB siti HG sin GA 

f* ^<* dSTc • SiTHA • .-STGB - 1. b«^ »««*«>«« y«* 

bttct bet Ser^AltttifTe auf ber rechten ®ette »1/ unb fiittmit tf 
bie erffe im 6a%t aufgefleüte ^xopettion 6ekoiefeit (Ebeitfo wtfb 
a(er aadi bie {weite betoiefett. 

3ttfa(> 1* SBentt fidt bie beibett Dreieck ABD tmb A'B'O 
iia4 bem burd^ eine wu ben (eiben ^Proportionen ontfflei 
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brftcfrett ®f fe^e S^ntibtn, fo lUitn bit httl fJimfte F, G, H 
in etncni S^anpthe^tn ttnb et fd^neibcn fldi a(fo bamt bic 
Linien AA'', BB', CG' in dinm ^mttt Q. 

3ttfa$ 2. 9B«nn bie ^^unfte a itnb a' jttfanimeiifaDett/ ferner 
b unb bs nnb no^ c unb c', fo beftnben fUi bie Crfeti 
be« IDreietf« Ä^^C in ben 9>ttitfeen a, /?, y ber Seiten 
Ui 2)reie(H ABC» nnb ber Ga( ifl bann mit beut im 
§• 190 be(>anbelten Ga^e einerlei. 

Sfnmerfnng. S>it Uäii ^anttt a, a^ b, b^, c, c', be^ 
(Itmnien ein ßtdiitd aa'bb^cc' nnb biefe (EdPen Hegen tm# 
mer im Umfange einet fp^Arifd^en Aegelfd)nitt< / fo bag 
ein Jhigelfd^nitt, ioe(4>er bnrd^ fünf wn biefen ynnften 
gefd^rieben ift, immer ancft bnirc^ ben fecfetten geftt« ttnb 
in ber Xtiat ifl jebe von ben beiben im @a$e anfgeftefften 
t Proportionen mit ben in meinem ©rnnbriffe ber analyti^ 

fd)en (Sp^drif $. 65 nnb S» 66 fftr bie fp^&rifdien SttQtU 
fcbnitte hergeleiteten Proportionen im SQefen biefelbe. Dai 
@e(btetf aa'bb'cG", bf ffen (Begenfeiten ftc^ in ben brei |>nnr# 
ten F, G, H ff inet i^anpttreifet fcfineiben/ fann andt ^ 
ber Gpftdrif bat m9|iif(6e Gec^tetf Reifen, ba bat 
analoge eec^tecf ber Planimetrie biefen Kamen f&^rt. 

S* 235. 

<e^rfa6. Semt in Fig. 124 aa'bb'cC ein mpfitfcftet 6e4ft# 
erf ift, fo beftimmett bie (SeUen cc^ bbs aa' bie ^tittn einet 
areierft ABQ nnb »erben bie Sinfen Aa, Aa', Bb, Bb', Cc, Cc' 
gejogen, fo iji immer 

sin ACc . sin ACc' sin BAa • sin B Aa^ sin CBb • sin GBb' 

sin BCc . sin BoF * sinCAa^sinCAa' * sinABb.sinABb' "^ ** 

15 emeit« 9laät §. 178 gelten bie folgenben fe^t 9r9Por# 
tionen: 

sin Ac sin AG » sin ACc 

sin Bc sin BG • sin BGc^ 

sin Ac' sin AG • sin ACc' 

sin Bc' "■ sin BG • sin BCc' 
sin Ba sin AB • sin BAa 

sin Ca "" sin AC • sin C Aa ' 
sin Ba' sin AB • sin BAa' 

sin Ca' "^ sin AG * sin GAa' ' 
sin Gb ^ sin BG . sin GB b 

sin Ab "^ sin BA . sin ABb' 
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sin Cb' sin BG . siu CBb 

sin Ab' sin BA « sin ABb' ^ 

toerbeit birfe U^i f)roporttonftt ntttrttpftctrt , fo t|l ha^ ^^robnct 

ber Ser^Aftttiffe auf ber nnfen ®ette = 1/ ttnb fo gct^r unmittd» 

bar bte gefuc^re Proportion hervor. 

3ttf<t$. 9Qenn nntgefel^rt bie im @a$e aufgefteOre ^ropor» 

tion Qilt^ fo fAticibeit ffd) AA^ BB', CC in einem %>unttt, 

ober e^ i|l aa'bb'cc ein mpilifdie^ Gec^tecf. 

§. 236. 

te^rfa(. SBenn in Fig. 125 aa'bb'cc' ein mifftiiditi CtdO^ 
ecf ift, nnb man bie brei i£)auptbiaaona(en ab^ bcS ca' beffelben 
)ie(f/ fo werben bie Seiten AB, BC, AG be« SixtUdi ABC bo^ 
wn in brei fünften G', F^^ H' gefc^nitteu/ loelc^e fo Suteii 
{^anptbogen liegen. 

^ * ... sin GOi sin Ba sin Cb' sin H'A 

sin G'A sin Ca sin Ab' sm H'G 

sin Ac sin Ba' sin F'C sin Cb sin Ac'^ 

sm Bc sm Ca' sm F B sin Ab sin Bc' 

werben aber btefe brei Proportionen multiplicirt/ fo bat man 

sin Ac • sin Ac' sin Ba * sin Ba' sin Cb « sin Gb' 

sin Bc . sin Bc' sin Ca . sin Ca' sin Ab . sin Ab' 
_ sin BG' sin AH' sin C F' 

"" sin AG' " sin CH' * sin BP' 

nnb ba ber Sludbrucf anf ber (infen Qtitt nadf ber Slttna^me, 
ober audj na(t) §• 234 gieic^ (gini ift, fo ift anc^ ber Suibrwf 
auf ber rechten 6eite » 1/ nnb bie ^nnfte F', G', W befiabc» 
(I(^ alfo in Sinem ^auptfreife. 

3ufa$ 1. 9atn ebenfo wirb bewiefen^ baf bie Geiteii A'B% 
B'C', A'C be^ Dreiecf^ A'B'C oon ben J^anpt^Z^iagona^ 
Un ab', bc', ca' in brei fünften gefc^nitten werben/ mtU 
c^e flc^ in (Einem J£)auptfreife befinben. 

3ufa$ 2. £ie brei Ciagonaren ab', bc', ca' fddneiben ff<6 fo 
ben fünften a, /?, y nnb ba ftd^ bie Geiten ßy itnb BG, 
aß unb AB, ay uub AC ber beiben DreiedPe aßy unb ABC 
in brei fünften fd^neibeU/ welche in (Einem ^anptbosen 
liegen, fo fd)neiben (l(^ na4^ §« 211 ober &« 234 bie brei 
Sinien Aa, Bß, nnb Oy in (Sintm $ttnfte^ 

3ufa9 3. Oetracfftet man bie Creiede Acb' unb aA'a% fo 
fc^neiben f[(^ nac^ §* 234 bie @eiten cb' nnb aa', Ac nnb 
A'a', Ab' nnb aA' in brei ^nntten, wel^e in (Sintm ^ampu 
bogen liegen, nnb ba^er f^neiben fU^ bie Serbinbnttg«#<{# 
nien ber correiponbirmben (Ecfen, ndmfic^ AA', ca' ttnb 
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ab' in dintm ^nnffe a; ant betnferBeit ®ntttbe ge^t Me 
Stnte BB' burd) ben 2)ur(f>f(^niM # 9niift ß ber beibett 
ipaupN2)tagonaien ab' unb cb ; enb({(^ ge^t iio4 au4 bem# 
felben (Srunbe bie tinie CG' burc^ ben jOnrt^fd^nürt^^nnfe 
/ ber beibcit ^auptbiagonalen bc' unb a'c 

Sa^er tft ber im loortgett 3ufa$e txto&tintt Durc^fc^ittM^ 
Vunft ber bret hinten Aa, Bß, Cy mit bem Cur(t)f(i)nttM# 
fünfte ber brei {litten A'a, B'/?, G'/ ober auc^ mir bem 
TbvLX&iSi^xiinif^mtti ber bret «inten AAs BBS CG' ber* 
ferbe. 

Slnmerfung. £ie ^itltn 9« Sierecfe, toefd^e ff(^ 6e{ 
ber (Sonflrnction eined myflifÄen Gedft^ecK ntfcl^weifen 
laifen, b^^en eine SRenge Don Siefationen %Xi %^l^tf unb 
um SBieberl^elnngen {u "ozxmtiUn, brecben toir tfitx bie ltn# 
ferfuc^ung ab, ba »ir in ber tebre t>om greife auf bett^ 
felben ®egenflanb jurAcffommen toerbem 

§• 237. 

aufgäbe. SBenn in Fig. 126 bnr4» bie t^ier 9)unfte A, B, 
G, D brei ttnitnpaare AG unb DB, AD unb BG, AB unb DG 
von einem fTebenten .^auptbogen in Q unb Q\ P unb V, fi unb 
K gefifenitten merbeU/ foS ber Snfammen^ang unter ben Gticfen 
bkfer {inie gefunben werben. 

sin DP sin PQ sin RB sin CQ' sin F Q^ 

sin DA ~~ sin BQ sin AB sin GA" sin RP' 

Sil RB , . 

. .g ifl/ fo erhalt man, wenn bie }meite Proportion burc^ bie 
erfic btmbirt wirb ^-^.-^ ^^^^ = ^^-^^ ^-r^-^ 

. . -sin R'Q' sin GQ' sin AD ,^ ^ ^ 

tnb ba and^ . p.^ = -^ — ~ • -. — ^jz iff, fo ^at man 

sin ÄP sin AG sin PD ^ 

^^ ^ r "° Ä'Q' sin FQ' • sin RQ ^ 

blt Proportion -: — ~ = --^ — • — n^ ^^^^ 

^ sm R P sin RP . sin PQ 

1.. sin RQ . sin R'P . sin FQ' » sin R'Q' .sin KV . sin PQ. 

o, . w ^ ^ sin DQ sin PQ sin RA ^ 

aittJ ben 9>roportionen -. — tTs = -; — so * -= — Th «»* 

^ sm DB sin RP sm AB 

sin GF sin P^Q^ ^ sin RA sinCF ^ sin DB sin FQ^ 

sin CB *^ sin RQ' * sin AB ^^^^^ sin CB * sin DQ "" sin RQ' * 
«in RP ^ ^ sin R'F sin GF sin BD ,^ ^ ^ 

sm PQ sm R Q sm BG sm DQ ' ^ ' ^ 

2. sinRP . sin R'Q .sin FQ'^sinR'F . sinRQ' sin PQ. 
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-. . . « ^ «in AP «in PQ' sin R'C ^ 

^ ^ «m AD «in n Q sin DC 

«in BQ _ «in QF «in y C «inBQ «in AP 

^dTBD ~ ^KP" ' «in DC *^**^ ^^^^^ «in BD * «in A» 
— «P QP " «in K'Q' «in KQ _ «in QB «in K) 

^ »iS^F ' «in PQ'' ""^ ^* «in KP ~ «"mDB * «"m^ 

fit/ fo ttat man 

3. «in RQ . «in R'F . «in PQ' := «in R'Q' . «in RP . sin FC 
_ , «in BF sin FQ sin R'D 

^ «in BC «in RQ «m CD 

«in AQ' _ «in Q T «in R'D «in AQ' «in BC 

SnAC" "■ «in R'P ' «in CD ^^* «in AC ' «in BF 

«in Q'P «in R'Q «in RQ' _ «in AQ" «inB< 

■" «in R'P ' «in FQ^ ""* *^ «in RF ~ «in AC ' ikTW 

fH/ fo folgt 

4 «in RQf . «in R'P « «in FQ » «in R'Q««inRF .sinPQ 

SBirb tfe erite f>roportfoii btxt^ blt {toctte btt^ibfrt/ fo cr^l 
fliait ho4 

«in RQ ^ «in R'P _ «in R'Q' , «in RF 
** «in R'Q * sin RP •" sin RQ sin R'F * 

Uni ber ttfttn unb hxitttn 9>roporttoit er(^d(t moit 

sin R'P ^ sjn FQ' _ sin RF sin P Q 
®' sinR'F * sin PQ' " sin RP * iSTFQ ' 

Uni ber erflett ttttb ^ittttn 9>n)portfoit er^dft nton 

sin RQ sin FQ' _ sin R'Q' sin PQ 
^" sin RQ' • sin FQ ~ sin R'Q * iST^* 

m li^t ff<^ aber jeigett^ ba0 bUfe ftebett 9>rot>ovtfoMi is 
i^erf4|iebeiie gormeii beO 9tt«bni(M dtter c{n)iseti (Inb. 

3iifa$ !• SBentt bic ZvaniwcWt burc^ beit jDmrd^fdiitttttv 
9>ittirt eitteO ber bret Unitn^paatt }. 8. bttr^ btn VwblI 
V fitift, fo bat man 

«in Vq . «in Vp . «in p'^ « «in Vq' . «in Vp' . sin pc, 
«in Vq • «in Vp' • «in pq' s «in Vq' . sin Vp • sin p'o 
«in Vp^ «in pq • «in pq' 

«in Vp'« ■" «in p'q • «in p'q* 
«in Vq« «in pq • «in p'q 

«in Vq'« "" sin p'q' • sin pq' * 

lutb bfefe ^roportiottcit (affett fldt nmformeit in cot Vp + 

cot Vp' « cot Vq + cot Vq*. 
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Snfae 2. Stfantnt man in Ux iinit P'Q'Q'P'A'A »tVtö^rlicf» 
einen ^unft X m, tinb fe^r man cot XP =» a, cot XP' 
= a', cot XQ =s b, cot XQ' « b^ cot XR = c, unb 
cot XR' s= c% fo l&9t ildi jebe ber (Tcben obigen ^ropor» 
tionen nmfomten üt.bie folgenbe ®(eid)ung 

(bb'— ccO (a+a') + (cc'— aa') (b+b') = (bb'— aaO (c+cO. 

§• 238. 

<e6rfa$. Ginb U, Y, W bte 2)ur(f)f(bnitt<# fünfte t)on 
brei ttnienpaaren in Fig. 127/ to^wn jebe^ bnrcf) bie vier ^J^nntte 
A, B, C, D gel^r, unb bte wn einem ffebenten ^aupthti^t in P, 
P^, R, R'y Q, Q' gefc^nirten werben ^ fo fann man in tbm tintn 
f)ttnfr X mUt&tlidi nnb bann bie ^nnfre a, /?, y fo beflimmen/ 
baß XR'aR, XQ'/?Q, XP'y P l^armontf(^ gerbetU flnb, nnb wenn 
bann bie J^an)>tbogett Va, \ß nnb V)^ gebogen werben/ fo fc^nei^ 
ben ffe (14) jebe^mal in (Sinem 9>nnfre Z» 

Sewei^. ®e$t man toieber cot XR — a, cot XR' » a^ 
cot XQ = b, cot XQ' = b', cot XP = c, cot VC « c*, fo 
tu nacl» S. 237 

(bb'— ccO (a-f aO + (cc'— aaO (b+b) = (bb^— aaO (c+c), 

ferner i(l { (a + a') =cotXa, | (b + b) =cotX/Jttnb 1 (c + cO 
= cot X/ nnb alfo immer 

(bb'— aa*) cot Xy = (bb'-cC) cot Xa + (cc'— aa') cot Xß, 
toelc^e £age ancl^ immer bie 2inie XP f^aben mag. Z)re(et ftd» biefelbe 
ttm ben ^nnft X, nnb fd^neiben fidf Va nnb W/9 im fünfte Z, fo 
Anbern bie ®r6fen a, a'^ b» b', c, c', nnb a(fo auö) cot Xa, 
cot X/J nnb cot Xy i^re SQert^e/ nnb wenn XP bnrd^ Z gelegt 
wirb, fo fei 

m ber 90ertb Don bb' — cc', 
n ber 9Bert^ wn cc' — aa', 
bam ift m+n ber SBertli »on bb'^aa', ba^er fjat man nnn 
Cm+n) cot Xy SS m . cot XZ + n cot XZ, ober anii cotXy 
= cot XZ, b. ff. bie Unit XZ wirb Don U/ im 9>nntre Z, b. ^* 
im Z)ttr4f<4ni^M#9>ttttfte wnYß nnb W/9gef4nitren; ba^er f^inet^ 
ken fldt Va, Wß nnb Uy tn Sinem 9>nnrte Z. 



239* 

Sttf gäbe. Qitfit man Don brei 9>ttttften A, B, G eineS S^anpU 
bogen« ABC in Fig. 128 bie brei «iniett AV, BV, CV, wefdye 
fldi in Sinem ^nnfre fdlineiben/ fo maxien (fe mit bem erflen 
i^anytbogett nnb mit einanber fEBCnfef; man fod ben Bufammen# 
^ottg nnter biefen SBtnfetn nnb ben begrenzten Linien in gormein 
ontbrftcfen. 

2)a cos VA s cos AB . cos VB + sin AB . sin VB cos B 
nnb cos VC » cos BC . cos VB + sin BC . sin VB cos B ifl, 
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fO credit matt cos VA . sin BC + cos VC . sio AB » cos VB 
(sin BG • cos AB + cos BG . sia AB) ober 

1. cos VB . sin AG = cos VA • sin BG -f- cos VC • sin AB. 

2)a cos A =s cos aß * cos B -f" s^° ^ • <i^* ^ • ^^^ ^^ 
tttlt — cos C SS — cos B « cos fiy -|- sin B « sin ßy . cos VB 
i|t/ fo tttjÜt man cos A • sin ßy -f cos C • sin aß &= cos B 
(sin ßy cos aß -f ^os ßy • sin aß ober andj 

2. cos B sin ay = cos A • sin ßy -f> cos C . sin aß. 

%iüt man pom 6d)fttr( V ein iettf p auf AG, fo tft sio AB 

sin VA • sin VB . sin aß . „ sin VB • sin VC . sio fif 

•-; . , , Sin JjC ^ — . » 

sin p sm p 

sin VA • sin VG • sin ay 

nnb sin AG = . werben biefe 9Bci» 

sin p 

tfft in ber (Bleid^ttitg U iub^itnltt, fo ^at man 

3. cot VB • sin ay s= cot VA • sin ßy + cot VC * sin o^. 
^ ,^ . ^ sin A • sin B • sin AB 

ferner ift sin aß = : , sm fiy 

" sin p * 

sin B • sin G • sin BG ^ . sin A • sin C « sin AG 

= ., uttbsin ay « . » 

sm p ' sm p 

ttnb loerbeit biefe äBert^e in ber ®(eid)utig (2) fabflituirt/ fo tp 
f)&lt man 

4. cot B • sin AG = cot A • sin BC -f* <^o^ G « sin A& 

t^it ftbrigen Dtelationeit (inb t^eiM f4|on im $. 178 Mtger 
fommett/ tt)et(< ffnb ffe oon ber 9rt^ ba^ (Te uoa^rfcf^efnltc^ mc 
in ®ebrau(f) fommett. SBie biefe Gd^e umgefe^rt toerben Mnnes, 
liegt am Xa^t. 

S* 240. 

9eftrfa0. ®ef|en wn tintm ^tmttt V (ttt Fig. 129) atf 

brei Siniett/ toef^ie wn gmei anberen itt A^ B^ G, uvb a, b^ c 

gefd^titttett toerbeit^ fo ifi immer 

sin Bb . sin Aa . „^ , sin Cc . . „ 

■ . ,y. . sin AC= -: — ==- «smBC + -; — s?- • sm AB» 
sinVb sm Va sm Vc 

iBetoeiJ* Serldttaert matt abc ittib ABC bli jitm Cid^n^ 
ben in D^ fo ift sin BC . sin AD -f sin AB • sin CD == sio AC • 

sin BD nadi §. 182; ba nntt a6er 

sin DA sin Aa sin Vb 

sin DB '^ sin Va sin Bb 
sin DG sin Cc sin Vb 

sin DB "" riS^ * riS"^ ^' ^ 
. sin Aa sinVb 

fo er^aft matt, »ettn bte SBert^e sin DA = ^^ y^ • jj^j-gg • 
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sin Cc siti Vb 

sin DB tttib sin DC = -r — rr- . -: — =T • sin DB fubßitttirt wer» 

sin VC sin Bb ' 

tont/ auf brr @rcffe bie ®Iet<f)un9 

sin Aa sinVb . ^ sin Cc sin Vb . .-. . a^ 

-^\7- • -^"^5i: sinBC+ . ^ • -T — — sinAB = siu AC, 
sm Va sin Bb sin Vc siu Bb 

t9erd)e mit brr im &aiit auf^eflefften einerlei i|l. 

3ufa$ 1« $Da sin Bb = sin VB . cos Vb - cos VB . 
sin Vb. sin Aa « sin VA cos Va — cos VA sin Va 
Itnb sin Cc = sin VC cos Vc — cos VC sin Vc iil, 
fo erbAlt man, tpcnn biefe 9uöbrfitfe in bie obige ^ormel 
gefegt werben 

(sin Vß _-_ \ . . ^ /sin VA \ 
r-,-r- —cos VB ) sin AC = ( ^, cos VA) 
mg Vb ^ ^ ing Va / 

. -w^r^ . /Sin VC \ . 

sm BC + ( cos VC ) sin AB, 

^tng Vc / ' 

unb ba nadt S. 239 tfl cos VB « sin AC — cos VA . 

sin BG + cos VC • sin AB, fo Ifat man noc^ 

sin Vb . ^^ sinVA . ^^ sin fiC . ^^ 

rtr- sinAC= Tn sin BG + rr- sm AB. 

tngVb tngVA ' tng Vc 

3ttfa( 2. 8etbe Formern brAtfen eine Qebingnng aui, mer« 
d)e erfJlQt fein mug, wenn bie brei fünfte a, b, c tn (Si* 
nem. ^anptbogen liegen foDen« 

3 n f a 6 3« ®e^t bie Sinie VB Fig. 130 bnrcf^ ben DnrAfdmirrdpunft 
X bev diagonalen Ui Sieretftf ACca, fo i|l VbxB i)armo# 
nifc^ get^eUt nnb alfo sin Bb « sin Vx s= 2 sin Bx • 

. ^rt ^ «i** B^K . sin Bb " 

sin Vb ober -: — fr- == J ♦ -. — rfr X batjtv ^at maa 

sin Vx * sm Vb ' ' ^ 

^ sinBz . .^ sin Aa . _ ._ sin Cc . ^^ 
2> , XT smAC= -: — Tf •8inBG4- -: — rr "^ AB- 
sin Vx sm Va sin Vc 

9Ran Dergfeid^e hiermit noc^ eine d^nlic^e 0crmel im 
)U>eiren 3ufa^e )tt S« 190. 

§. 241. 

(e]^rfa$. SEBenn tin 9>ttnfe V mit bref fünften A, B, C 
eines S^aupthtifti in Fig. 131 t)er6nnben ffnb nnb «)on biefen 
bref ^nnften ani brei nene J^auprbogen ge{ogen werben/ totidjt 
fl6t in Sinem 9>ttnlte ▼ fd)neiben/ fo iß immer 

sin VBv . ^^^^ sinVAv . „ ' sinVCv . ,^ 

. ^^p >sinAVC«-^ T--.sinBVC+-; — r^-^.sinAVB. 

smVBE smvAE ' smyCE 

8en>ei«. ^t ift immer sin AVB . sin DVC + sin BVC . 
sin DVA = sin DVB «sin AVC nnb ba nad^ §. 189 3ttfae 2 iü 
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a DVA sia VAv tia VBv ^ sin DVC sin VGe 

unb 



n DVB ~ sin vAE sin vBE " *^ sin DVB sin tCE " 
n VBv ^ ^^ 

• ^^r. »1** VAv sin vBE . -^,-^ 
sin DVA = . rvr • . ^^ • sin DVB, 

sin vAE sm VBv 

• -^«T^ si*^ VCv sin vBE . -^-.« 
sin DVC = -. — . . ,,p : sin DVB 

Bin vCE sm VBv 

ift/ fo txfiüt man burc^ bic 6ii6flitutton tiefer Sertl^e tie ®(» 
Äunfl 

sin VCv sinvBE . ,-.„ . sin VAv sinvBE. ^,^^ , .„- 

-= — Fp • . vp «1" ^VB + -1 T^ • .-r>„-sinBVC=sinAV(; 

sinvCE sin VBv * smvAE sin VBv 

^ sin VCv . .„^ sin VAv . ^,,^ sin VBv . ,^. 

Ober andi -. — T,^sinAVB+ -. — r^sin BVC« -: — sf«"^^^^ 
^ sin vCE ^ sm vAE sin vBE 

titifc biefe (Kfeicftung gi(e o^ne bie geringfie Sb&itberimg ati4 Mi 
ber anatogeii plantmetrif^en Sonfiritctioit 

Sttfat 1. 5Da sin VAv = sin VAE cos vAE — cosVAL 
sin vAE, sin VBv « sin VBE cos vBE — cos VBE. 
sin vBE unb sin VCv = sin VCE cos vCE— cosVGE • sinvCE 

tfl, fo txfi&lt man bur(^ bie enbflimtiott tiefer SBert^ 

bie ®(ei4|ttng 

/sin VCE ,^^^ \ , ^^r« . /sinVAE ..,p\ 

{ : ;^p — cos VCE ) sin AVB + ( x^ — <50» VAE I 

^ tng vCE / ^ tng vAE ' 

sin BVG = ( — -^Jp — cos VBE^ sin AVC, 

Vtng vBE / 

unb ba cos VCE sin AVB + cos VAD sin BVG 

= cos VBE sin AVC na<6 S* 239 ifl/ fo ffOt »Ott tie 

einfad^ere ®(eid!>nng 

sin VGE . „,^ sin VAE . ^„^ sin VBE . .^r 

Si^'»^^«+ SFTiE "-»VC- Si^^ "-^^^ 

iDelc^e e6enfaS0 o^ne bie geringfle SIenberung in ber ^Uß 
ninierrie gUt 

3ttfa0 2. 8eibe obige ©feid^ttttgen bricfen bie Sibingiif 
ber Sage wn brei {)anptbogen Ar, Br, Gv an</ t»am f^ 
fiit to Cinetn 9>ttnfte ▼ f^neiten foKen« 
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n^ttt9ltBe^nitt 

Soin 92e6enfretfe. 

S. 242. 

(S< ifi fd»on in ber Cinleftung Citiiged wn bem iRe6enfretfe, 
ber and» tinftg fd)(e(6tn>fg Ar ei« betfen mag/ gefagt werben; 
jeber Arei« bat (wei SRirtelpnntle/ tt>e(cbe Oegenpnnfre ffnb, nnb 

> {»et J^albmeffer/ welche ffcb t^ ^80^ ergAn)em 9Benn aber int 
9ta(Afo(genben wn bem J^albmeffer eine« Greife« bie Stebe ifl, fp 
wirb immer ber jenige toerflanben/ melcber Meiner ali ein £ltta^ 

^ brant ift, wenn ber ®egent^ei( ttid)t audbräcffid) erwi^nt wirb; 
audi wirb wn feinen beiben SRirtelpunfien in ber 9tegel berjirnige 

I verilanben/ an« weld^em ber Stxtii mit bem 9labin«/ welcher tttU 
«er ali tin flnabraiir ifl, bef^^rieben werben fann« Uebrigen« fin# 
toen bie gew6^nli(^en Benennungen ber Planimetrie auif \)itv it^tt 
Slnwenbnng. 

' diu Stxtlt Üitttt bie Stuittflidtt in gwei nngfeicbe Steife; 

' ber Heinere Z(ei( ber jtngelftdc^e/ wefc^er von ber ^^eripl^erie 
j be« Areife« begrenjt wirb, beife bie innere Arei«^4^e ober andi 
' wo! ba« Snnere be« Aretfe«; ber ganje übrige Ziftil ber Stnß 

gelffdcbe Ijieife bie dußere Areitffdc^e ober aud) ba« Üeußere be« 
[ Xreife«* 

Z)er bem Jtreife nd^ere WHtttlpuntt, wefAer auA ber pofi# 

tiioe SHtfelpnntt beißen fann^ befinber (leb a(fo im 3nneren be« 

Stttifti, nnb ber t^om Jtreife entferntere ORittelpunft/ welcber anc^ 
I hai negatit>e Sentrnm Reißen mag, befinbet fidi im ^Henßeren be< 
I Areife«, ober anßerbalb beffelben. 

Ueber^anpr beftnbet (fd) ein 9>nnft (ber Angefffddie) im 3q$ 

neren ober innerbalb be« Areife« , wenn fein Slbflanb. t)om ^iu 
i teipunfte f feiner ifl, ali ber Stabin« be« Areifr«; er befinbet ffd» 

im SIenßeren be« Areife« ober auferbalb be(fe(6en/ wenn fein 9ib# 
' ftanb wm 9Ritte())nnfte großer i|t al« ber Slabin«; ber 9ßvinU bu 

fnbet f[(f» enblicfe in ber ^erip^erie felbfl/ wenn fein SIbflanb Dom 
I ÜRittelpnnfte bem Slabiu« g(ei(^ i|t. 

<Batt{ ebenfO/ wie in ber Planimetrie, wirb attA flitt bewies 
fett/ baß Gectoren eine« Areife« nnb aucb Qogen eine« Areifr« 
congment finb, wenn bie iViQtti6xiQtn 9Qtnfe[ am SRitteipunfre 
gfei(b ffnb ; ferner/ ba0 fldt Gectoren nnb auci) Sogen tint^ Xxci* 
fe« tn einanber »erhalten, wie bie auge^irigen SBinfel am (DlitteU 
1>ttntte« 

Sa^er t^ift ber Sinn^meffet eine« Areife« feine 9>cripf)erie 
nnb andi feine ^dc^e in jwei congrnenfe ^Cfteife , ba^er ge^6ren 
i» g(eid||en Oogen and^ gleidl^e Seinen nnb ttmgrre^rf* 
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§• 943« 

Sud) bie SttAHgreit ber folgenbett Gd^e wirb jcber Safb* 
ger, tDe(4)rr bie te^re t)cm Areife in Ut S6ene fennf/ fosM 
einfebeti. 

S&flt man t)om üffittefpunfte einet streifet auf eine 6cte 
beffclben ein Sotb^ fo wirb bie @e^ne, ber iuge^6rifle IBogcs Hl 
ber SBipfel am SRittelpunfte babnrd) b^Ibirt 

Serbinbet man bat (Sentrnm einet jtreifet mit ber fRttte f> 
ner Seltne burc^ einen Jj^auprbogen / fo (le^t er anf ber 6<^ 
fenfred^r. 

@rri(f)tet man in ber SRitte einer 6ebne ein 9>erpenbtfel tf 
berfclben, jfo gebt et burd» ben ÜRittelpunft bet Greifet. 

Um burd) brei ^unfre, totldft niönt in (Einem {>a]ipt(rt$ 
(leoen, einen Areit ju fd)reiben, l)a(bire man |wei ©eitcn brf 
X)reir(ft, n)e(d)et jene fünfte )u feinen (Sden bat, bur^ ^aafß 
bonm^ meld)e auf biefen (Seiten fen(red)t fleben, bann i(l Hi 
£urd)fd)nitttsVunft biefer beiben ^erpenbifel bat gefnd^te (Sentm 

£)ie 9Ritte(punfre aOer Areife/ wefdye bur^ iwei gegebe* 
fünfte Aeben, beftnben ffd» in einem J^auptfreife, welcfeer brn Mc 
beiben fünfte t)erbinbenben {)attptbo0en unter rechten SBinfdii 
balbirt 

£)aber ijl bie Sonflrnction einet Areifet fiber^aupt bnrt 
brei oerfd)iebene SebingungeU/ welche «)ereinbar ffnb^ todfltg I» 
ßimmt* 

§* 844. 

9 r b t f a $« Siebt man burd» einen 9>nnrt ber ^erip^me ctnrf 
Areifft einen ^auptbogen, tt)e(d)er mit bem Stabiut btefet ^mb 
tft fd)icfe SQinfel mad)t, fo fdineibet biefer J^anptbogen btc f)» 
xiiptjim nod) in einem jweiten ^nnfte« 

fd^xoeii. 3n Fig. 132 fei MA ber Mabfnt; ba XY bor« 
A gei)t, unb MA nic^t fenfrecbt auf XT (lebt, fo fann MD feif' 
red)t ouf XT gefdOt unb DB = DA ()emad)t werben. SBtrb tM 
nod) MB gebogen/ fo finb bie Dreiede MDA unb MDB fpmver 
trifdi; a(fo ift MB = MA, unb a(fo nad» §. 243 B tin imtim 
^nntt ber ^nifl^ait, burd) welchen XY ebenfaOt gebt. 

§. 245. 

9ebrfa$* Bi^fit man burc^ tintn ^nnlt R ber f>crip^ 
einet Greifet in Fig. 132 einen ^auptbogen PQ^ welcher auf be« 
Stabtut biefet ^unftet fenfrecbt Hebt, fo beftnben pät aüt Abrigei 
9>unfte biefet ^auptbogent auger^alb bet Greifet« 

Qewett* Serbinbet man trgenb einen anbereu ^imft S 
ber einie PQ mit bem SRittefpunfte burdS) MS, fo tfi im re# 
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tomUUitn ^ttitdt MAS bte Jtatbete MR < 90« unb aifo bte 
^91>otentife MS > MR, boljrr brfi«bct fl4 birr ^unft S außer« 
^alb bti Sttti\ti. 

S. 246. 

(Srfidritng. (Sin J^auptfiogen, toe(4ier tntt ber yertp^erie 

e{tte6 Arctfe« itnr einen ^nnft gemein bar, o6g(eid) man t^n {tt 

f einem J^anptfreife tt^init, Ijti^t eine Serdi^rnngA^Sinie ober 

Xangente betf Jtretfe^/ nnb ber ^nntt, n>erd)en bie 2!angente 

mit ber ^eripl^erie gemein M/ ¥^9^ ber Ser&4rttngd#9>ttnft 

I 3ufa( 1. Bi^^t man bnrc^ einen $nnft ber ^eripberie eine< 
i jtreifed einen i^auptbogen/ noelAer auf bem SRabiui biefei 

) ^unUti fenfrecbt ßel)t/ fo ifl ber Jg^anptbogen tint Zanß 

I gente beö ftreifed. 

3nfat 2. Serä^rt ein i^auptbogen einen ftreiö, nnb iie^t 
man nad) bem Ser&brungtf'^nnfte einen dtabini, fo fle^t 
er auf ber Xangente fenfrecbt 
Sttfa^ 3. %itit man wm Sentrum einej Areifetf auf eine 
Sangente beffelben tin ioth, »elcbed f (einer ali ein Qtta# 
brant ijl/ fo trife ti ben Ser&brung^^^nnft* 
3ttfa6 4. (Svtidiut man auf ber SCangente eineS ftreifel im 
Serd^rungi^s^unfte ein !ot^/ fo gebt tt (oerldngert) bnrci^ 
ben ^irtelpunet bed Areifed* 
Bttfa0 5. 8er&brt ein ^auptfrei^ einen Stebenfrei^z fo tu 
xitftt er and^ feinen ©egcnfreid, unb bie beiben fßu&t^ 
rnngi^^nnfte finb (Segenpunfte. 

§. 847. 

Ce^rfa^* SBenn (Fcf) bte Slabten )tocier concentrifcben 
Jtreife ju einem Ouabranten ergAnjen, unb man einen ^awpu 
freid befcbreibt/ beffen Zentrum ffd) in ber ^eripberie bed einen 
Jtreife« befinbet/ fo ijl er jebedmal eine Xangente bti anberen 
itreife«. 

gerner befinbet (Tc^ iai (Eentmm einer ZanQtntt M tinm 
ihreife« jebe^mal in ber ^erip^erie bti anberen. 

SSttotii. SnFig. 133 fei mber Slirterpunft ber beiben con# 
centrifcften jtreife nnb b ber SRittelpunft bed J^auptfreifed XY ; 
man ergdnje ben 9labin< mb jum S)urdyme{fer AB, n>e(d>er ben 
anberen Stttii noc^ in a fcbneibe/ bann ifi naA ber Snnabme 
ma + mB » 90^ ober ancb bB = 90^ nnb ba b iai (Sentmm 
DOtt XY ifl, fo iH bB ber Stabiu« biefe« {)attptrreifej , unb er 
ge^t alfo bnrc^ ben ^unft B; ba femer bB ali Stahini auf XY 
fenfred^t fielet, fo ifl nac^ §* 246 XY tint Xangente Ui Xreifci^ 
ABC mb B ber eer&^rttng<#9>nnrt 
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3|t B hat Crnrntm bti S^auptb^tnt xy, fo tonn rfeifi 
bnotefeit loerbett^ ba0 ly ten Jtreitf abc m b berA^rf. 

92tmme man an, baß XY beti Arn« ABC (n B bttÜtn, fe 
flf^l XT auf bem Rabtu< mB iiad) S* 246 fcnfredbr ssb bi 
Bb = 90<> ift, fo ill b ba« dtntvnm t>oit XY, unb ber ^taUt b 
beflnbet (T4 in brr fJertpberie bctf Jtretfc« abc. 

SrriArun^. aSegeit biefer S)e(4fc(#8e|te^Hn8 bd0ai {W 
coiicentnfd)e. jtretfe , bereit Stabien ff^) {it einem Onabroxlcs » 
gdnien/ rectprofe Areife. 

3nfa^. CttUt man ffc^ t)or^ ber ^unlt h rflcfe tit ber Vei» 
p^erie bed Jtreife« abc fort# fo inbert antti ber Jg^anpd«: 
gen XY, beffen (Sentrum ber ^unft b {|l, feine Sage, w^ 
ba er ben Stxtii ABC forrwdbrenb beril^r^ fo toirb biefff 
alfo umt^älU wn einer {lettgcn Steige üon ^auptbogo^ 
bie aDe biefen Stttit berAbren, unb toon toefc^en jeber ba 
ndc^flfolgenben in tintm 9>unffe ber ^eripberie, unb }wi 
in feinem BerA^rnngJ^yunfte f(^neiber. 9omt affo cii 
Areit bnrc^ bte Demegung eine« ^nnttti befiferielo 
toerben tann, tann er au<ib bnrd) bie Qewegnnji etaer S^ 
gente be(fe(bett befd^rfeben/ ober, n>a« auf baffelbe ^eran^ 
fommt^ wn unenbfic^ }^Men confecutiüen Sangrum 
umf^ADt werben/ mldit bnrdi ibre confecu ritten Z)ar4« 
f<lbtti^^<'9)unfte/ (berjenige^unft/in toelcbem tin^avp 
bogen wm ndd)fl fofgenben gefdynitten »irb) bce ^omi ml 
®r66e be< Greifet bejlimmen^ ba biefe confecuHt)en Surdt« 
fd)nitr<#9unfte gerabe ^unftt feiner ^eripberie felbfl (lik. 
®(lbon jebe eintefne Stangente eine« Aretfe« btent gitr 9» 
flimmung beffelbem ti0c man alfo bte Sorfleffung hn9tß 
fd)rei6ung eine« jhreife« bnrcb bte Seioegung eined ^naSß 
Ui )U/ fo mu6 man and^ bie SorfleOung feiner IBef^cii' 
bung burd^ ein^ASenbe {)auptbogen }ugebett« 

S(ttf ifrnlicbe 9rt fann man fTd» Aberbaupt aOe frummc h 
nien ali t)on iletig auf etnanber foTgenben Stangent/n nmbittf 
unb eben baburc^ nadi itfttx ©eflalt unb ®r6ße beiüinvtr 
oorfleOen. 

§. 248. 

aufgäbe. QRan foS wn tintm fünfte P außerhalb etari 
Jtreife« TU eine Sangente an benfelben )iel)en. 

9n8 bem SRittefpunfte M be< gegebenen Xreifej befc^reftc 
man ben reciprofen Stxüi T'U' unb an< P einen ^auptfretö um, 
mcicber ben reciprofen Stttii in a unb ß fc^neiben mag. 8ef<jbrrib 
man bann au6 a unb ß ^anptfretfe/ fo ge^en ffe bnrc^ be« ge» 
gcbenen 9>ttnft P, nnb berA^ren beibe ben gegebenen StttU. 
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Senn ha P hat (Setttnna von aß tfl, fo ge^en itingere^rt t(e 
ani a unb /9 bef(i)rte6enen {)auprfreife bnxd) P unb na(^ S- 247 
finb fle SCangeittrm 

£te ongegtbette UnflAfung iil immer mjgrfc^. Den» ba 
MP > MT ifl, mil fld) ber 9>ttnrt P außerhalb be« JTreife« 
TU befinbft, fo ijl MP + MT' > MT + MT' ober PT' > 
90<> tinb ifl PMy = 90^, fo ift olfo PT' > Py; i(l ferner P' 
ber ©egenpnnft wn P, fo ifl ani bemfelben <8runbe P'U' > Py 
ober Py; ber ani P ober P' bt^d^tltbtnt pan\itUtii mn f(^ne{# 
bei a(fo ben jDttrc^mefTer UT' {totfcAett feinen (Snbynnften nnb 
alfo bie 9>erip^erie bed reciprof en Xxti^ti in (»ei fünften a unb ß. 

%. 249. 

te^rfab. SBenn ein Jtrei« im inneren einetf UBinfeK feine 
Gdienfel berührt/ fo Sefinbet fli^ fein SRittelpnnft in einem ^aupu 
bogen, loelcfcer ben SBinfel, bie SBerA^rnngöfe^ne nnb ben juge^ 
b Jrigen UBinfel am 9)IineI)|)nnfte ^aibirf, nnb auf ber SBeru^rnngö^ 
fel)ne fenfredjt ift. ferner b^^en bie beiben Oeril^ritngt^ fünfte 
^ einen ^ttiditn Slbflonb Dom ®(beite( bed HOinfeK. 

l fdttotii. Sit Fig« 135 fei G ber mtttlpnntt be< «reife«, 

\ ti>e((ber bie QditnUl hti SBinfeU AVB in A nnb B ber&t)rt, 
bann fCnb bie Sreietfe VAG nnb VBG, toeil ffe in einer jtol^ete 

^^ unb ber ^9))otennfe ibereinfttmmen , fymmetrifcb unb ci ifl atfo 

'[ VA = VB, SBinfel AVC = BVG nnb SBinfeC ACE « BGE. 

!^ 92ttn ffnb aber andi bie Z)re{e(fe ACE unb BCE fymmetrifc^ nnb 

^. beilegen ifl ber SBinfel AEG » BEC, ober AB flebt fenfrecf^t 

Z onfVC. 

' Suc^flnb bie Sogen ADB itnb AFB i^on ber Unit VC^albirt 

j! 5. 250. 

C(^rfa$. fSentt {Wei Sreittfe RAB mtb RA'B' in Fig. 

,g 136 dtirn ^tnfrl R gcmcfii ^aftnt unb ein Stttii im Snieren 

' tttUlitn aUt Griten ber beiben IDreicife bttÜtxt, fo ^aben bie 

f. beiben SIebenbreictfe GAB «nb CA'B', toel^e )«r fiemeittfd^aftlf* 

' dien (S<fe ben Oegenpnnft be« 6(()eitcn R ^abeu/ glei(^ Umfati0. 

Sem ei«. Qcrä^rt ber Stttii um m bie Geiten ber beiben 

£reietfc RAB nnb RA'B' in P, Q, » nnb n, fo ijl nadt $. 249 

An =s AP nnb B» => BQ a(fo ifl AB = PA + QB «nb olfo 

i)< CA + AB + CB = CP + CQ = 2CP, cbenfo ifl CA' •(> 

A'B' + CB' = 2 CP nnb alfo 
y CA + AB + CB = CA' + A'B' + CB*. 

p Ca^cr ^oben bie Sreiede CAB nnb CA'B' gteid^en Umfang. 

1^ B » f a $. aSenn jwei 2)rete(f e ACB nnb A'CS' einen aSinfef 
it C gemein nnb alctt^en Umfana ^abfn, fo berA^rt ein nnb 

^ 13 
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tevfeI6e Stxtii im Sttitereti i^rer 9{ebenbretf<fe RABmk 
RA'B' aOe 6eitett berfelben. 

Slnmerfun^. 2)er xtciptoh, tett 3n(aft ber Srd«ft 
betrefettbe Se^rfa( (am in einem fr Aperen 9bf(bttttte vor. 
Der SRittelpunft eine« Areifej, meieret bie Setten riid 
jDrelecH berä(|rr, ifi berjenige ^uttff/ »erd^er Don bcn 6» 
tett be< jDreiecfS gleicfiett Kbflattb b^/ unb tn btefer 9cp 
beutttttg i|l ebettfaS^ frAber f(bott wn f^m ge^oitbelt m» 
bett« w gibt alfo Aberbattpt t){er Jtreife, wn benes }fbff 
bie brei ®e{teit eitteS Sreietfi berä(|rt* 

Se^rfab« Q3er%t ein Stxtii bie Dier Geitett eitte« SiereAvit 
{tttterett Ciagotialett/ fo i|l bieGumme t)ott jtDei^egenfetten fo^nf 
alt bie Summe ber beibett attbereit; ^at aber bat Sterecf aufm 
Siagonalett/ fo ifl ber Utiterfcbieb wn {toei (Segettfeiteit fo gni 
ali ber Unterfcbieb ber beibett attberett. 

9twtii. 3tt Fig. 137 o fei ABGD batSfered mit tmima 
Siaaottolett/ ttnb e, f, g, h feiett bie Derflbntitsd^^utirte, ban 
fit Äe = Af ttnb De = Dh, alfo ifl AD =s Af + Dh ubI 
ebenfo BC = Bf + Ch, alfo iß AD + BG r= ab + DG. 

3tt Fie« 137 ß iil ebenfaO« AD = Af + Dh ttnb BC 
» Bf + Ch, aber ^ier ifl AD — BC = DG — AB. 

$. 252. 

S e 4 1 f a |. 3{l eftt Sterctf tn einen Xrtii gefd^rieben iinb bot H 
ianttt Cfagonarcn, fo tfl bie Gumme {weicr Oegenwinfel befritai 
fo grof / ali bie ®umme feiner beiben anbeten SBinfel ; hot ti 
ober Andere Diagonalen/ fo iil ber Unterft^ieb {weier Segev 
tobtfel fo grod/ ali ber Unterfc^ieb ber beiben anberen ffiinfef. 

8eu>ef0. 9Ran }ie^e bie Si<igona[e BD hti fßitxtaiABCd 
im Areife ttnb ben Siabind mD, bann iß tn Fig. 138 a uad^ $. ST 

2. mDB = AOB + ABD — A unb 

2. mDB = C — CDB — CBD, 
itttb oTfo ADB 4. ABD + CDB + CBD »^ A 4^' G ober 
B + I>= A + C. * 

3tt Fig. 138 ß ift 

2. mDB = ADB + ABD — A ttnb Otli^ ~ 

2. mDB = CDB + GBO -r- C, 
ta|er ifl ADB + ABO — CDB — CBD » A — G, b. ^. 

B — D SS A — G •be^A — B « G — 1>. 

S. 253. 
f e 4 1 f a $. 3|t ein Creietf in eincit SttM gefAriden nnb {ie^ 
man bnrd^ etoe 9itt bicfe« jDrcfetM tiat Tangente/ fo iß ber tltttf» 
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((biet ber ^tnfcl/ mtäit fle mit htn nad^ htm SerA^rmtgt^Vunfte 
Se^enbeit Geircn mad^t, ^Itidi ttm Unttrfc^iebe ber entgegettgefe^ 
fen aQtnrel Ui SreiecM* 

9tmii. 3tt Fig- 139 fei PRQ eine Xangetite ttttb VAW 
bat Sreietf/ bann iit nacft §« 67/ loenn ber Slabintf mR gelogen »irb 
2. mRW = W + R - V nnb 

trab atfo 2.* mRW — 2. mRV = '2 W — 2 V ober an« 
mRW — mRV •» W — V; ta ober mRW « 90« — QRW 
ntb mRV = 90O — PRV ift, fo i)at man alfo 
PRV — QRW = W — V. 

9(tiiRerftitis. Die im $. 251, S> 252 nnb 9; 253 cttt^otte« 
tten 6i|e seitatteit eine Umfe^nutS/ lutb matt fr^&tt babttr^ Mc 
fblgcnben 6d$e: 

1. aBettn fit Fig. 137 « AB + DG s= AD -f BC ober in 
Fig. 137 /9 AD — BC = DG — AB iH, fo rann ein 
Jtttii (onihrtiirt tserbeit/ toe(<^er bie »ler 6ettcii be< fßitu 
tOi ABCD berft^rt 

2. SBent fo Fig. 138 a ifi A + C s= B •(• D ober fo Fig. 

138 ^ id A — B a= G — D, fo faitit ein jttti» nm ba< 
Sieretf ABCD gefdifrieben ti>evbcn. 

3. SEBenn fo Fig. 139 ifl PRV + V = QRW + Wunb man 
cineit AreiS tim iai Creiecf RVW fi^reibt, fo iß PRQ efoe 
8ati0etite beffelben. 

Sie Ifttfflitbtras ber Ceweife biefer e&it, bie inbirect geführt 
»erben timu», ftberiafen loir bcm Sfnfdnger )« fetacr Ucbimg. 

S. 254. 

te^rfat. 3ft fo ein Creietf ein SttHi Befcftrtcben/ toel^er 
bie €eitett bcfTelben berA^rt, fo ' tft ti ein 9roi>orHona(sZ)reie(r 
«ttb bie 0er j|mn0<*9>nnrte ffnb bie yrojportional'ynnfte. 

eetoei«. einb in Fig. 140 D, E, F bie 8erä(mn8<«Vttt)ftc 
ber Ceiten be< Z>reic(M ABC, fo ifl CD « CF, AD « AE tlib 
BE SB BF, alfo ift 

»in AE gjn BF sin CD __ 

^ sin BE * sin CF * sin AD "" 

Bttfa^ 1. 3ic^ man alfo bie Gc^eiteOinien BD, AF nnb CE, 
fo fdynciben ffe fldi in Qtnem ynnfte, nnb ^iemoA Uft 
fI4 ivtii tfoe biofe Lineal «Conihoction asA {»ei Snii« 
* nittfl<<)>ttttften ber britte ffoben. 

Sttfa» 2. Sieüt man DF, DE imb FE, fo (iegen bie Sitr4« 
f(i«nitM«yuttfte »on DF nnb AB, »on EF tnb AG, cnbttd^ 
von DE nnb BC in dium ^n^tbogen. 

13* 



n 
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Snmevf ttiig. (9ati| efienfo wirb gem'gt, ba9 ein Stcrttf, 
beffett Seiten «)ott einem streife (ern^rt »erben, in 9b# 
fe^nng ber 8crAl}rnng<'9anfte ein l>ro|)ortiona(#a3terecf fei 

S* 255. 

Se^rfa^. 3ie^t man burc^ einen. f>nnft E innerhalb ober 
anfer^aib eine< XttiUi Fig. i4l unb Fig. 142 ®e^nen, towot 
bie eine bie 9>erip^erie in A unb B, bie anbcre aber in C unb D 
fdjineibet, fo iß immer 

cos I (EB + EA) _ cos J (ED +^EQ) 
cöTl (EB — EA) ~ cos" I (ED"^^EC)* 

8rtt>ei0. Wan |iebe noc^ t)om ^xtMpnnttt M auß bte 
Ütabien MA, MB, MC, MD, jie^e ferner ME unb fdOe noc^ bte 
Sotl^e MF nnb MG auf bie Seinen AB nnb CD ; bann ift 

cos ME =s cos EF • cos MF nnb cos MA ^ cos AF . cos MF 
cos ME cos EF 

cos ME cos EG 

cos MC ~ ^öTCG *"' 
nnb ba MA » MC ifl^ fo ift a(fo audf 
cos EF cos EG 

cos AF ~" cos CG ' 

3n Fig. 141 ift nun aber EF = \ (EA + EB) unb AF 
s I (EB — EA), EG =s | (ED + EC) unb CG « | (ED — 

EC), aifo 

cos I (EB + E A) _ cos \ (ED + EC) 

cos J (EB — EA) ~ cos J (ED — EC)* 

3n Flg. 142 ift EF = | (EB - EA), AF = i (EB + EA), 
EG = I (ED — EC) unb CG » | (ED + EQ, unb olfo 
cos^f (EB — EA) _ cos | (E D — EC ) 

cö7f (EB + EA) ~ cos"4~(ED + EC)' 
tDirb aber biefe 9>ro)M)rtion umgefe^rt/ fo i|i fle mit ber Mrigcn 
biefelbe* 

Bttfa^* SBenn man bie 9>roportion ^^^ .^ s — ;;77 nttt 

'^ ^ cos AF cos CG 

Hdt fefbft mtlIHplicixt, nnb bann auf beiben Ctittn SinI 
fubtra^irt, fo t^at man 
cos EF» ~ cos AF» cot FG» — cos CG« 

cos AF« ~ cos CG« ^ ^ 

iin AF« ~ sin EF« ^ sin CG« — sin EG« 

cos AF« ~ cos CG« ' 



unb alfo 
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sin (AF — £F) . sin (AF -f BF) 



cos AF* 
sin (CG — EG) . sin (CG + EG) 

"■ cos CG« ' 

sin EA . sin EB j^ sin EC ♦ sin E D 

^^^ cos AF> — cos CG* ' 

ia ahtx AF » | AB, CG » § CD ift, fo f)at man tMldt 

sin EA . sin EB _ sin EC . sin ED 
cos I AB« ~ cöTl'CD^^ ' 

tinb biefe f)ro))orriott tommt nod^ l||du{tger In (Btitoud), aU 
bic vorige im Sc^rfa^e felbfl* 



256. 

8c(Yfa$. SBirb wm 9>itttfteE aui in Fig. 143 eine Statt* 
geitte EG an beit Stxtli uttb bit gefönte ßAB sejogeii/ fo {|t 
immer 

^^ *^^ = JSrr(EB"="EA3 

-* ^ ., . , ^ ,- cos ME cos EF 

JBetoeit* Da ftter, lofe im §• 256 iß tttt s= r5 

' ' 'cos MA cos AF 

cos EM 
ttitb im rec^ttoiitrengett Sreietfe EGM ifl cos EG ss — |^, 

fo Ijat man, weil MG » MA ift, attf ber eteOc 

_ cosEF _ cos j (EB + EA ) 

^® cosAF ~ cos|(EB ~ EÄ)* 

3ttfa6. Z)itrc^ eilte d^nltd^e Serdnberutig, wie im Bttfa^ |U 

$. 265/ er^&ft matt bie ©leic^itttg 

. _-.^ sin EA • sin EB 

sm EG« » . .-^^ — • 

cos i AB« 

$• 257. 

£ie aBic^tigfeii ber im Sufa^e {u S- 265 er^aftenen allge# 
meitteit Slelation toirb e< rechtfertiget!/ metttt tjitt nocft eitte attbere 
Verleitung folgt. 

Sinb in Fig. 144 »ieber AEB tinb CED bie fy^. Ce^nett 
be< Jtreife« ACBD nnb ifl m ber SRittelpnnft ber Angef/ fo fc^nei^ 
ben ffdi bie (Sbtntn AmB nnb CmD in ber geraben Sinien mE, 
»ttb biefe (Ebenen loerben toon ber (Ebene be^ Areifed in ben gera# 
ben tinien AeB unb CeD gefc^nitten. gdllt man auf biefe 6e(« 
ttett bie 9>er))enbire( mf nnb mg, fo loerbtn fle babnrd^ ftalbitt, 
ündi »erben wn biefen 9>erpenbire(n/ »enn fle in Xngelrabieit 
mG nnb mF inrlAngert werbe»/ bie Sogen AEB nnb CED is 
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tm 9>ttttftftt F imb G j^ottirt/ «ttb ti ifl , mil mf Onfrec^t oif 

AB ifl, 

Äe . mf c: mA . me • sin &E unb 
Be * mf SS mB • me . sin BE» ttnb alfe 
Ae • Be . mf> ss mA • mB • me^ • sin AE , sin BE; 

^ani ebcnfo ift 

Ce • De • mg^ a mC • mD • me' • sin CE . sin DE, 
Itnb ba Ae • Be = Ce • De ift, fo f^at man 
mP sin AE . sin BE 

mg2 sin CE • sin DE 

9Bf ir a6cr mf » mB • cos | AB unb mg » mD « cos { CD 
mf cos I AB , cos | AB> 

itttbalfo — =s TTTF? i|l/ fo fjat man tnhUdi r^zz 

mg cos f CD * ' ' ' ^ cos | CD* 

sin AE • sin BE 

~ sTn'CE • sin DE ' 

SIttf gleiche Srt tann ber tSttotit gefftb^t mxhtn, wtm (74 

bcr 9>itttrt £ an^erbalb Ui Stxtifti befinbet Z)er eebrfa( i» 

S. 256 flefft ff(b aber al< ein befonberer %all biert^on bar. 

Bttfab» ettfit bie 6ebne AEB anf bem Dtitibmeffcr FEMG 

fo Fig. 145 fcnfre^t/ fo bat matt ttacb S. 255 

17 A 17P .cos|(ED + CE) cos|(EG+EF} 

cos CiAssCOS CJjss ^rir> rv^^^Z = "" " . "71F7* VV\ 

cos I (ED — EC) cos I (EG — EF) 

8iti GE . sin DE sin FE . sin GE 

ltttbtogAE3s=tngEB'« ttmt;— = , p^^ ■* 

° ^ cos I CD* cos I FG* 

§. 258. 

Ce^rfab« 3tebt tnatt «>ott cfoem yrnttte otti |me( Sangftf^ 
tett bei Jtrfifei unb ttocb eine Cttgintt, unb fegt man burcb ^t< 
bdben fünfte, fo »e(<bett ber Stttii wn ber ®efante gefcbuMen 
wirb, ntvit SCangenten/ fo toerben fle ^en ben beiben «odgcn Zatß 

iienteu/ t)on ber 8erftbtttng<<rGe^ne berfelben unb Don htx @tß 
mit barmontf(b getbeift 

fömtii. 6fob ta Fig. 146 wn V au« bie Sangenten 
VAW unb VBW unb bie Öefante VCDW gejogen, unb jceit 
man femer bie 8er&^rung8fe(ne AB unb bie neue Tangente 
MCNU, ioo))on bie 'Oerft^rung^fe^ne in U getroffen loirb^ 

sin UN _ sin NB sin MA 
^^ *•* sin UM ~ sin Vß ' sin VA', 

unb ba VA « YB unb NB » NC, MA » MC ift, fo bat «an 

sin UN sin NC ^ ,^ 

STüM = rilTMC ^"* ^^f^ 

sin UN « sin MC « sin UM . sin NC; 

ba^er ifl MCNU barmonif«^ getbeilt. SBeir aber MCNU fiav 
tnonifc^ getbeilt ifl, fo ffnb t» mit AEBU unb mDnU na^ S- 18^ 
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1 3ttfa( 1. 3{(^t man a(fo wn einem ^mtu V out hlt ZoMß 
gettren VAW itnb VBW titib bie ©efaiite VCDW, iinb 
Ufit man tnvit bie fünfte G unb D, in toeldlieti bie 6e« 
fante ben Stxtli trifft, ein ^aat neue Tangenten/ fo fd^ntU 

I beit (f e fidi auf ber Seri^rangdfe^tte AB , fo ba0 fle Dotl 

biefem 9>ttntte unb ber 6efaitte ^artnottifc^ get^ieilt ibirb« 

I 3ufa$ 8. Siebt man wn einem fünfte V ani mehrere Cu 

tanttn tinti Stuifti, nnb (egt man intdi bie 6eiben Snrc^ 
fd)ntn0# fünfte einer jeben Gefante mit ber ^erip^erie ein 
i)aar SEangenten, fo fd^netben fldi aUt biefe S£angenten# 
9>aore auf ber bem fünfte V {nge^ jrigen SBerAftrnngdfe^ne, 

' b. t). auf bem ^auptbogen, mid^tt bnrA bie SerA^rung«« 

[i Vnnfre ber beiben Zangenten Qt^t, tottäft wm fünfte V 

aü6 gejogen ffub, 

§. 859. 

I Ce()rfa$. Bi^f^t man wn einem fünfte V aut {met Zan^ 

\ genten nnb eine &ttantf, fo toirb biefe Gefante t>on ber 9>eri))be» 
rie M Jtreife«, t>on ber bem 9>nnfte Y luge^irigen iBerJU^runfl<# 
! Gel^ne unb bem fünfte V fe(6|l ^armonifc^ getl^eilr. 

8 e w e i ^. Ginb in Fig. 146 Don V ani bie Sangenten 
VAW imb VBW ifio^tn nnb bie ettantt VCED, mW wn 
ber 9erit()rung^^6ebne AB Im Vunfte E gefcf^niften »erben mag, 
fo fege min noc^ burdr C nnb D bie Sangenten MGN nnb mDn, 
loelc^e ffd^ nad» f. 358 auf ber BerA^rnng^fe^ne AB f^neibem 

sin VM sin MC sin mD 

weil aber mD=mA» MC=MA, CJC = UD ifl, fo ^at man 

sin YM sin MA 

sin Vm "" sin mA* 

itttb ti iit a(fo YMAm ^armonifcf^ get^eilt; ba^er ffnb aber and^ 
YMBn nnb YGED ^armontfc^ get^eiU na4> §• 184. 

S. 860. 

Ceftrfa^« Siebt man wn einem ^nnfte Y ani bie Zmu 
genten VA unb YW eine« Streif ti, nnb wn ben Ser&bntng<# 
fünften A nnb B aui bnrd» einen ^nnft C ber ^ttipfjtxit bie 
Linien ACL nnb BCF, toeldlie ben vorigen Zangenten in L nnb 
F begegnen/ unb bann bie tinie FL', tootoon bie Ge^ne AB iu 
U getroffen mirb/ fo ifl bie Cinie UC eine 2;angente be< Greife«. 

fßtmtli. £a ABY ein 9>. Sreietf mit ben ^rof^ortional^ 
9>nn(ten L, F, E nnb bem 9>. fDKtte())un(te C ift, fo f^neibet 
FL bie «ebne AEB in U nadt §. 199 fo, baf AEBU l^armonif^ 
getlfeilt ift, nnb »Are nun UG feine Xongente, fo Mnnte man bnn^ 
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C eine Zattoetite (egett unb wftrbe AEB bavon in If gefdlnittn, 
fo to&reii aEBV nnb AEBU' ^armonifcb itttjtilt, xoai tttd)t mtg« 
({(^ ift. Z>a(er {|t UG eine Zattgf nte / unb wenn bie i^origenXin^ 
aenten ba«)on in M unb N gefd^nitren werben , fo finb aucfr n»(^ 
VFMA, VLNB, VpCE unb FpLÜ ^araionifc« flet^eilr. 

3n fBegua anf ben ^nnft D aber giU ein (SUiiiti wn >er 
Sangente UnDm. 

S. 261. 

Ce^rfa^. IBerben t>ott einem ^^unffe V aui {toei Zatqmß 
tm VA unb YB eine« Jtreifej grtogen, bie ben SBin(e( Vmtt 
eiuanber machen/ unb biefelben ton einer britten Tangente it M. 
mtb N gefdl^ttitten, fo ifl immer 

^ --^ sin AM sin BN 

QetDei«. C« fei in Fig« 146 burc^ ben fBerA^rnng^^^unft 
G ber Sangente MN bie Cefanfe VCD gebogen/ toown he ec# 
rttllfrttng^fe^ne AB, toel^^e )um fünfte V ge^irt, in E gitroffett 
toirb/ bann ift nad^ S« 259 VGED barmonif« gel^eift; ferner ift 

sin AE sin EG sin VL 

sin AB ** sin VC sin BL 
sin BE _ s in EG ^ sin VF 

sin AB "" sin VC * sin AF* 

ober Qudi, mit VCed ^annonifdii get^eilt nnb a(fo sin VC . 

^ ^ sin EC sia ED 

siB DE = sin CE . sin VD , h. ff. -r-T=- s -r-r=rrr i|l, 

^ sin VC nn VD '^ 

sin BE sin ED sin VF 

-: — TS = "^—xTTx • -= — r5> Wih wirb biefe «roporeion mit 

sin AB sin VD sin AF' i r- r 

ber i^ortgen muftiplicirt/ fo t^at man 

sinAE>sin BE _ sin EC . sin ED sin VL , sin VF 

sin AB» "" sin VC. sin VD * sin BL .sin AF' 

^^ sinAE.sinBE sinEC.sinED ^ ^ ^ 

"^ *^* cos I AB» = cos I GDa ««* ^ ^55 Sttfaft ifl, 
^^^ cos f AB*« cos f CD« sin VL. sin VF . 

fo bat mau — : rrrr . tr^ — ^~vK " "^ — pr ■ ap ? ^^ f^* 

' ^ Sin AB« sin VC. sin VD sinBL.smAF' ' 

* .. ^ ^ ^^^ f« . ^T*- "ö VC . sinVD 

«er iiadlf bem Sttfa^e |tt %. 266 {|i sm VA* « — cos ^ CD« — 
^ cos 5 AB* 1 ,« ^ ^ 

t 1 ritt VL . s in VF . . 

4iinfAr« - ÜS^Vi • fiDBL.nnAF **** *** 



•^1 
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4 s\u f AB^ ^ sin BL sin AF 

sin VA» ~ sin VL ' sin VF ' 
%Ht man nun ober bad 2ot^ VO anf AB, fo lottb babnrc^ 
bai 8(eidffd)enfelige X)reic(f AVB in t^ei f^mmetrifdie red^twin^ 

sin - AB 

f elige get^eUt, unb ti i(l alfo . '^. =sin | V, ba^er ijat man 

sin V A 

^ . ^, sin AF sin BL 

1 4 sin - V» = . — • 

1. 4. sin . Y = 3i^ VF sinVL 

3QeU aber na4 S* 260 VLNB ^armontfc^ 0etl|ei(t i{i, fo tfl 

tin BL • sin VN = 2 sin BN . sin VL unb alfo ^^^-^ 

sin VL 

sin BN ^ , .^ sin AF sin AM 

sin VN' sin VF sin VM 

tiefe ^ixti^t fubflituirr/ fo bat man 

. * %r-» sin AM sin BN 

2- sin { V« Ä -:— rrrf • -r-vw ' 

sm VM sjn VJN 

3ttfa^ 1. QDenn AB ein £urc^meffer ift, fo flehen bie $Can^ 
genten VA unb VB fcnfrecftt anf AB, nnb fte fefbH flnb 
bal^er Ouabranten; brr 9Binfe( V tjat nun ben 2)ttr4imef# 
fer AB {um Wlaa^t unb ed ifl alfo nun 
4. sin I AB2 r= tng AF • tng BL unb 
sin I AB« = mg AM . tng BN. 
Ilttc^ ift nun tng AF » 2 • tng AM unb tng BL =: 2 . tng BN. 

3»f<<$ 2. 90enn auc^ AB fein Z)ur(^meifer i^, fo ift boA 
immer BN » NC unb AM » MC, ba^er bat man aud) 
. . ,^ sin MC sin NC _ . , 
sm I V« = ^i^^vM • HiTVN' ®^i^**"^^ «*«" "»« ^' 

aen ber beiben 9Qinfe(/ weld^e VC mit ber Xongente MN 
mad)t, mit C, fo iit 
sin MG sinMVC ^ sin NC sin NVC 

ri^^M = liTc" *"* S^VN = "liiTC" «"*^ *^^' 
• Ca — sin MVC . sin NVC 
""^ sin I MVN» 

unb ^iemac^ fann ber SQinfel C berecf^net tottbtn, mtdttn 
bie Stangente MN mit ber Gefante VC mac^t. 

Se)ei($net man ferner ben SBinfel OVC mit v, fo ifi 
MVC « I V + V unb NVC « | V — v unb alfo 

. _^ sin I V» — sin v« 

sm C« « 2—^ — p— , 

sm ; V* 

sin V 

iittb ^ieroiti forgt cos C« . , ,, , »eun untere ber 9Bitt# 

sin { V 
fei MCV i^erflanben tpirb» 
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S. 262* 

8 u f a 6 e. SRatt foD burd» eine iintaUdonfttUKHcn }tt eü 
nem 9>unfre P au0er^a(6 tti Greife« bte iuge^6nge 8er&l)ruii8«# 
Ge^ne ftnben. 

Üufljfiing. <DIan {te^e t>om Ranfte P in Fig. 147 iiDei 
eefanten PÄD unb PBC, )iebe bte eef^netfBD unb AC, we(<^ 
flc6 in R fd)ne(ben uitb bte Gei)nen DG unb AB, welAe (Td^ is 
Q trefm unb bann bte ^auptbogen QR, toefcfter ber 9>ertf)^rie 
in N unb M begegne ; bte 6el)ne MN {(l bann bie gefuijbte 8e# 
rftbruna<^Gel)ne unb iie()t man PM unb PN, fo fFnb fle 8er&^ 
rnng^'ttniem 

OetDetJ. Sa bte SerA^rungt^Ge^ne bie Gefanten PÄD 
unb PBC (farmontfcb tt)et(t nacf) S. 259^ unb biefe Gefanten nadfi 
§. 199 batntonifci) getbeüt fTnb, fo mMttn, loenn MN nic^t bie 
beut fünfte P (ugebörtge Gefante todre, bte wtfiln genannteit 
@eranten nod| auf eine gmette lirt ^armonifc^ get^etlt »erben tiUß 
neU/ toai aber nic^t m6g(t(^ til. 

i. S63. 

Cefirfa$. Surcb t)ter fünfte A, B, C, D ber ^erfp^eric 
eine« Jtreifed f Annen bret ^aare {)auprbogen gelegt toerben unb bfe 
brei Dur(f)f(!bnttrj^^unfte biefrr Stuten #yaare beflintnten ein Z)rel# 
tdf wovon tmef Geiten bte beu6(^eite(n t^rer 0egentt>infel )nge# 
(lörtgen fBerA^rung^Ge^nen finb. 

3n Fig. 147 (Tnb AD unb BG, n>e(<4e f[(f» in P fcftnefben, 
AB unb DG, welche (id) in Q fd^netbeU/ AG unb BD, totiötf (74 
in R fd^netben bie brei ttnieni^aare unb werben bie Linien QR, 
PR unb PQ gejogeu/ fo ifl PQR iai 2)reie(f/ welche« bte asge# 
gebene Stgenf^aft ^at 

Senn wirb bte 9>enXer{e Don QR in M itnb N, Don PR 
in K unb L gefc^nirteu/ fo werben nad^ S. 199 bie Gefoiieeit 
PÄD unb PBG wn QR in E unb G ^armonifcb getMI^r b^ 
ber ifl MN bie beut fünfte P )uge()0rige fBerftbrungd^Ge^ne; 
ebenfo werben aber and^ Don PR bie Gefanten QBA unb QGD 
in F unb H (farmonif« getbeilt, ba^er ifl KFRHL bie be» 
fünfte Q ittge^6rige Ser&^rung^ ^ Ge^ne / ber 2)urd)f(4niM# 
^unft R ber betben Oerübtung^^ Getuen i^ bte britfe (Stfe be< 
Z)reie(f« PQR, unb alfo mit bem Sttrcftfc^nitt^^ttnlte ber Z)iago^ 
na(en be« SSierecf« ABGD einerlei. 

S* 264. 

te^rfa^. (Sonßruirt man in |wei fünften P unb Q au0er# 
^a(b be0 Jtreife« bie iuge^irigen 8erftl^rutis<^®^^nen MRN unb 
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* 

KRL, tDOt)on bte rrfie burA P ttnb bie ixotltt hntdi Q ge^t^ fo 
t0trb jebe burd^ ibren 3>tird)fd)nittd#9>ttnfr R ge^enbe Geratite t^oit 
btefem fünfte/ t)on ber ^ertpi)er{e bej Areifed unb bem burc^ P 

Sem ei«* Sn Fi^. 147 fei buxd^ R Me Gefante DRBV ge# 
{ogen ))oit einem beliebigen ^mttt V im Sogen PQ, man jie^e 
and) nod) bie Gefanten QBA nnb PBG, totl^t wn ben Ser&b^ 
mng«#6ei)nen in F nnb G gefci^nitten toerben; ferner )iel)e man 
PA nnb QC, weldje ffcb in D' fdyneiben mifim nnb )Don ben Se^ 
rubrnngd^Sebnen in £ nnb H gefdinitfen werben. 9Bei( nun aber 
QBFA ^armonifd» get^eilt xü, fo ifl and) QCHD' ^armontfd) ge# 
ttitiit, unb ba KFRH bie bem 9>nnfte Q {ugel^drige SerAbtung«« 
Ge^ne ifl, fo ifl D' ein ^unft ber V^tip^erie, nnb e« f4ineiben 
ftc^ a(fo PA nnb QC auf ber f>ertp^erie be« jtreife«. 

3inn mnß nod» benoiefen toerben^ baß (Td^ bie Linien PA nnb 
QC an4 ouf ber Sinie VBRD fc^neiben. QQArbe VBRD ^on PA 
in o nnb wn QC in / gefdjnitten^ fo »ftrbe/ weil QBFA ^ar# 
monifd» get^eilt ifl nnb alfo bie «>ier «inien PA, PF, PB, PQ ein 
@9ilem wn J£)armonifa(en an^madjen, bieSinie YBRa ^armonifd» 
get^eirt fein. SBeil ferner PBGC ^armonifd» get^eilt ifl/ nnb alfo 
QP, QB, QG, QC ein @9(lem oon {)armonira(en an^mac^en, fo 
n»&rbe ancb VBR>^ ^armonifd) get^It fein; baberfaOen bie fünfte 
a mib y tttfammen^ nnb e« fd^neiben flc^ alfo bie brei hinten PA, 
YD nnb QD in (Einem 9)unfre; ba aber biefer $nnft nac^ bem 
Sorigen ein |)nnft ber ^eript^erie ifl, fo ifl er mit bem fünfte D 
einerlei/ nnb bie Sinie DRBV ifl alfo ^armonifd) getl)eilt. 

Bttfa$ 1* 93enn )toe{ ^nnttt anßerbarb be« ftreife« eine fo(# 
(^e Sage ^aben, ba8 jeber t)on ihnen ffd) in ber bem an» 
beren fünfte ingeb^rigen Seriibrung«#®e()ne beftnber, fo 
beflimmen biefe beiben-^nnfte mit bem lDurd)fd)nitt«»'Pnnrte 
ber beiben i93erA^rnng< ^ Seinen ein Sreietf von ber 9rt/ 
baß jebe )Don irgenb einer Ccfe biefe« Creied« an« gejo^ 
gene Q^antt be« ^eife« loon bfr biefer (Sdt gegenüber 
Miegenben &tltt (ober i^rer SSerldngernng) nnb ber ^ert« 
p^erie be« jtreife« ^armonifc^ getbeilt wirb. 

Sieftt man femer t)on einer Cde be« IDreied« }wei ®e^ 
nen ober 6erantett/ fo erfteDet/ baß bie beiben anberen iu 
nienpaare/ weld^e bnrcf» bie toter (Eubpunfte ber Cebnen ge« 
legt werben f«nnen/ ffc^ in ben beiben anberensScft^nnften 
be« 2>veie(f« fc^neiben» 

3ttfa$ 2« SBenn ein wifff&^rlic^er ^nnft innerhalb ober anc^ 
außerhalb eine« Areife« angenommen wirb, fo gibt e« im« 
mer Cinen wn btefem fünfte ab^dngenben j^auptfrei«/ 
welcher bie tage tfat, baß er aOe burc^ ben genannten 
^unft ge^enben Ge^nen obev ®rfanten ^armonif(4 tj^eilt. 



— 204 — 

S. 265. 

(Srflirung. SBirb ein 9un(t innerhalb aber außerhalb eineS 
JCteife^ angenommen, fo l^etpt ber panpthM ober ein Sogen beffel» 
ben; welci^er aQe burc^ ienen ^unrt gebenben ©e^nen ober ®efan< 
ten ^armomfcb ti^tilt, bie bem fünfte sugebirtge 9>o(are, unb ber 
9unft felbfl ^ti^t if)t $oL 

3ufa^ L IBeftnbet ft^ ber $oI au^er^alb beö JtretfeS, fo ge(t 
feine polare burd) bad innere beS «ftreifed unb tfi einerlei 
mit ber biefem fünfte iuge^&rigen fi3erulSintngd$@e(^ne} be« 
ftnbet ftcb ber $o( innerhalb bei itreifet, fo bej^nbet ^df feine 
polare auflerbatb bejfelben. 

Sufag 2* Sßenn jwei $oIe ficb ber eine in ber ^olaxt be6 an» 
beren beftnben, fo ift ber 2>urd^f(bntttes|)un(t ber beiben 9os 
laren ein britter $oI, unb ber burc^ bie beiben erften 9>o(e ge« 
benbe ^aupttxM ifi feine polare* 

S. 266. 

Aufgabe« !Dtan foU bie 9)oIare eines Reifes f&r einen gege^ 
benen 9ol confiruiren. 

3(uf(6fung. ^an )iebe bur4) ben gegebenen 9)ol jwci ®e* 
tanten unb beflimme ju ben brei 9>un!ten in teber ben loierten "fyau 
monifdl)en Sl^eilpunft unb 2n><tr ben Aufereu/ n>enn ber |)oI inner« 
balb beS ^reifed beftnblid^i \% bingegen ben inneren, xomn bet 9>oI 
aufierb^lb be6 Jireifeö gegeben ift. jDer burcb bie beiben alfo be» 
fUmmten fünfte gebenbe ^auytfreiS iß bie gefüllte polare* 

Sf( in Fig. 147 R ber gegebene $o(, fo jiebe man bur(( R 
bie wilUfibrlicben @ebnen DRB unb CR A , n^elcbe verlängert xotx^ 
ben. Serner jiebe man bie Sinien DC unb AB, meiere ftd^ in Q 
fc^neiben, unb bie Linien BG unb AD, »eldl^e \i6) in P fcbneiben; 
burcb P unb Q jiebe man PQ, wovon BRD unb CRA in V unb 
W gefd()mtten unb ^axmoni\6) get^eilt werben, unb eS ift PQ bie 
bem 9)unfte R }uge^5rige ^oiare. 9Bie bie einem 9>unfte P aufer^ 
balb beS itreifed sugeborige polare conftruirt wirb, iß f(^on im 
§. 263 angegeben worben. 

S- 267- 

X>vixib vier |)unlte ber ^eri^berie eined itreifeft tann man brei 
Sinien^^aare legen unb i^re brei SDurc^fcbnittft« fünfte b^ben biefeb 
ben polaren in ^infid^t auf ben itreiS unb in ^in^dft auf biefe 
Sinien^^aare« 

fBeweiS. 3n Fig. 147 gel^t burdi^ bie vier fünfte A, B,C,D 
ein Jtrei« unb ba« Sinien^^aar i)A unb CB, welche« fic^ in P 
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fd^mf^et, fetnev hai Ünkns^aax DC ttnb AB, wetd^eö ftdt) tti Q 
fc^neibet unb noc^ ba6 Unitn^^aax DB unb Ac; loelc^eft ftct^ in R 
f^neibet; {tef^t man nun no^ PR, n)otoon ber iCtetö in K unb L, 
QA unb QD aber in F unb H gef^nitten werben; ferner QR, roof 
wn ber AreiS in M unb N, PD unb PC aber in E unb G ge» 
f^nftten werben; enblid^ PQ, wo\)on BD unb AC in V unb w 
getroffen ift, fo ift bie polare bed ^nfte6 P in ^nfel(^ung beS Jtrei^ 
feS MN naö) §. 266; aber MN ift auct^ bie polare beS DoIeS P 
in Snfe^ung ber beiben Sinien DGQ unb ABQ naö) §• 199 unb 
aui bemfelben ©runbe ift MN aud^ bie polare be$ $oIeö P in atn« 
fe^ung ber beiben Sinien ARG unb BRD. 

Semer iji KL bie polare bed ^oled Q in $(nfebung beS StttU 
feS nad^ §. 266; aber KL ifi audE^ bie Notare beS $oIe§ Q in STn« 
fe^ung ber beiben Sinien ARG unb BRD^ unb aucb in 9(nfe^ung 
ber beiben Knien PD unb PG. 

dnirn iü PQ nad) §. 264 bie polare beS $oIed R in STnfe^ 
l^ung beS Jtreifed ; aber PQ ift and) bie polare beS $oIed R in 9ln^ 
febung ber beiben Knien DCQ unb ABQ; benn ba QP, QA, QR, 
QD ein ®9flem \)on polaren {inb, fo wirb lebe f&nfte Sinte ba« 
burd^ f)axmoniSd) getbeilt/ fie mag imd) ben t)un(t R geben ober 
ni^t; jule^t ift PQ aucb nocb bie polare bed $oIeS R in Slnfe» 
^ung ber beiben Knien DAP unb CBP, weil PD, PR,^ PC, PQ 
ein @9fiem oon «^armoni{aIen aix^maäjzn, unb alfo iebe fünfte Knie 
t»on ibnen (farmonifd|^ getbeilt wirb, fte mag burcf) R gelten, ober ni^t 

§. 268. 

SIttfgabe. ^an foQ ju einer gegebenen Notare pq eineS Arei^ 
feft ben ^ol ftnben* 

Sluflifung. SRan wable in ber ^olaxt pq gwei beliebige 
9>ole p unb q, beftimme in Fig. 148 i^re polaren PP unb QQ; 
itir ;Durd^fdE)nitt8$9!un(t X ift ber gefnc^te $ol ju pq. 

SBeweiS* ^an jie^e pX, wooon bie $eri))berie in p' unb p 

gefcf^nitten werben, unb qX ,. wo)>on bie $eri))^erie in ^ unb q 

gefc^nitten wirb. X)a nun aber pp'Xp'' l^armonifA getbetlt ifi, weil 

p ber $01 Don PP, unb qq'Xq^ b<^vnionif(b getbeilt ifi, weil q ber 

9oI Don QQ if}, fo ift pq nacf^ §. 266 bie polare bed $oled X 

unb alfo nmgefefirt X ber 9)o( f&r pq. 

Sufa^. 3tt ieber polare pq eineS AreifeS ge^5rt nur ein $oI. 

^enn geb&rten }nr polare pq jwei 9o(e X unb X', fo 

{&nnte man burc^ X unb X: einen «^auptbogen legen , • wo^: 

ton bie ^ttip^zxit in v unb w unb bie polare pq in a ges 

fd^nitten werben mag; unb e9 w&ren bie beiben Knien 

n T X w unb u ▼ a' w iugleid^ ^armonifdb getf^eilt, waS 

nii^t m&glidi^ ift, eS fei benn, baf X unb x ®egen)>unfte 

xoixtn, toai aber wiber bie Stnnal^me ifi. 



0f 
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S. 869. 

Senn btei 9o(e eines JtreifeS in Sfnem ^au^tbdgen liegen, 
fo f(!^ne{ben ^dfi\)xt^olatm in Sinem |>un(te, bem 9)o(e ieneS 4^upt^ 
bogenS* 

fBeweiS. fBeftnben M bx Fig. 148 bie btei 9oU p, q, r 
in Sinem ^auptheife, unb finb PP, QQ, AR ibre 9)o[aren, fo iifntu 
ben f[e ftcb in Cinem fünfte X. £)enn Utt^ bie polare RR beS 
9)ote$ r bie Soge t)on ZT unb wilrbe PP bavon in j unb QQ bat>on 
in X gefdt^nitten , fo toire X ber $oI t>on pq, j bet |>oI oon pr 
unb z bet 9oI t)on pr naäf §» 268/ unb e6 \itt^ alfo ber ^au{)t^ 
bogen pqr brei t^erfi^iebene ^ok, xoai ni4it miglicl^ ijt 2>aber 
fc^neiben fiäf bie brei polaren ber 9>un(te p, q> r in (Sinem fünfte 
X, »elcl^er nad^ §. 268 ber 9>oI toon pqr tfl* 

3ttfa<i 1* aSenn brei 9ott eines Greifet ni^t in Cinem ^upU 

bogen liegen, fo fcl^neiben ^6f i^re 9>olaren nic^t in Sintm 

|)unfte. 
jDenn loenn fte ^äf in Ginem fünfte fd^nitten, fo bitte 

biefer 9)unlt brei t>erf4»iebene 9>olaren/ xoM ni(^t m&glidb ift 
Sufati 2* Senn fi^ brei ®e(fnen (fber ®efanten eines JCreifeS 

in einem ^xmttt f((^neiben, fo beftnben ft^ i(fte brei |)oIe in 

Sinem ^auptbogem 
3ufa6 8* Sßenn {üb brei Seinen ober Gefanten eineS JtreifeS 

ntc^t in einem fünfte fc^neiben, fo beftnben j^df if)xt 9>ole 

nic^t in Sinem l^auptbogen« 

S. 270. 

ftBenn bie ^etip^erie eineS AreifeS Don ben Seiten eineS jDrei« 
e(fS ABC in Fig, 149/ 150/ 151 gefcbnitten n>irb/ unb mar Don 
AG in D unb E^ Don AB in F unb G unb Don BG in 1 unb H, 
fo ijl immer 

sinAD.BinAE ^ sinCI.sinCH sin BF* sin BG 

sin GD . sin GE * sinBI.sinBH * sin AF . sin AG "^ *' 
fBetoeiS. & ift naäf §. 255 ober §. 257 
sin AD ; sin AE _ cos j ED» 

sin AF • sin AG " cöTi^FG«' 
sin BF . sin BG _ ???J_f G» 

sin BH . sinBl ~ corrHl«' "" 
sin CH . sin Gl ^ cos | H I» 

sin CD . sin GE ~ cos | DE ' 

unb toerben biefe brei |)ro)>ort{onen mufti))li€irt/ fo er^&ft man auf 
ber SteOe 

sin AD • sin AB sin BF • sin BG sin CH ♦ sin Gl 

sin AF. sin AG * sin BH . sin BI * sinCD«sinCB * *' 
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unb tiefe ^ro^ottlon ift mit ber im &afit aufgefteUten offenbar 

einerlei« 2)iefe Sleidj^ung gilt andf bann no(b# n>enn gioei folcbe 

^nfte, bie f\i> in berfelben Seite beS 2>reiedrft ABC ober in i^rer 

SerUnaerung befuiben, in einen »ifammen faOem 

3 tt fa 4. Sßenn umgele^rt in Fig* 149, 150 unb 151 ton ben 

fe^ft 9)unften D, £, F, G, H> I, n)ooon ie joei auf einer 

@eite bed SreiedS ABC liegen, bie im @a^e aufgefieate 9)ros 

l>ortion gilt unb f&nf berfelben in ber 9>eripb^rie eines Jtrei^ 

ia liegen, fo liegt and!^ ber fec^Ste 9)un(t im Umfange biefeS 

itreifet« 

§. 271. 

Sel^rfa^. IDie gegen&berliegenben Skiten eine« ^t^itdi im 
Jtretfe fcbneiben ftdj» iebeSmol in brei 9>unf ten, loelcl^e in Sinem 
4>au)^tfreife liegen* 

SeweiS. Si feien in Fig. 149, 150, 151 D, E,F,G,H, I 
Mi f)un(te in ber 9eri)>berie eines Jtreifeft, iid)t man no(b DI, 
GH unb EF, fo erb&lt man iai ®td)M DEFGHL ©cbneiben 

fät nun EF unb HI im fünfte X, HG unb DE im fünfte T, 
\l unb FG im fünfte Z, fo ift nac^ §. 186 
sin XB sin BF sin AE 

sin XG ~ sin AF * sin CE' 
sin TC sin CH sin BG 



sin TA sin BH sin AG ' 

sin ZA sin AD sin Gl 

sin ZB "^ sin CD * sin Bl' 
sin XB sin YG sin ZA 

unb alfO --• —^^ • -: — vi • -: TT^ 

Bin XC sin YA sin ZB 

sin AD • sin AE sin CI • sin CU sin BF • sin BG 



Ober 



sin CD • sin CE sin fil • sin BH sin AF « sin AG 
j. c A<%« «itt XB s*ö YC sin ZA ^ .. 

tta<9 §. 271 -—=7 • . ^. • . „^ « I, e« Hegen alfo bem 

sm aJj sin XA sin JLtn 

§* 186 gemif bie breifhtnfte X, Y, Z, inweld^en f{(b bie ®egenfei$ 
tm M etdfMU DEFGH fc^neiben, in Sinem «^uytfreife. 

5. 272. 

Stgenb brei Gebnen AA', BB', CC eine« itreifeS maöftn mit 
ben interci)>irten Sogen ber 9>eripberie brei Cieretf e AA'B'B, BB'CTC 
unb AA'CG unb bie SDur^^fcbnittdpunfte a, y, ß itt S)iagbnalen 
bfefer brei fBierof e liMen iebeSmal in (Einem <£)au)>tfreife mm« 

Sewei«. 3n Fig. 152 bejeicbne man ben 2>ur^f(C^nitt<))Uttft 
90tt BA' unb GB* mit R, ben 2>ur(bf(bnitte)>unft üon AC unb 
BA' mit F unb bet S>ur(^f((^nitt»punft wn AC unb CB' mit Q» 
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fo ^at man ba« 2)re{e<f PQR, von beffen eeiten Me Deri^Me in 
ben fe*» ?)unftett A, B, C, A', B', C gefc^nitten wirb, unb cS ifl 
alfo nocb §. 271 

sinRB,sinR A' sin PA . sin PC" sinQG.sinQB' 

*• sinPB.sinPA' * smQATsmQC^ • sinRG.sinRB' "^ ** 
2Beir nun aber bie ©eften be« 2)reiccf« PQR Don AB* in A, 
a unb B' ger4)nttten wetben^ fo ift nacb §. 186 

sin AP _ sin Pa sin QB' 

sin Pa sin PA sin OB' 

2 — — ^ _^_ ^ ^ • 

sin Ro sin QA sin RB' 

(Seil ferner bie Seiten beS Zttitdi PQR t»on CA' gefd^nitten 
worbeu/ fo ijl 

sin AT sin Pß sin RC 

sin Qfl _ sin R A' ^ sin QC^ 
*• sin P/J "" srnPA? * sin RC* 

SBeii enblicb anöf bie Seiten bed X^reiedft PQR t»on BC in 
By / unb C aef^initten werben, fo ift 

sin C'Q sin Qy sin PB 

sin CP sin Ry sin RB ^ 

sin Ry sin PC' sin RB 

*• sin Q)' ~ sin QC * sinTS ' 

unb werben bie brei legten 9)roportionen multtpßcirt, fo l^at manber 
^ro)>ort{on (1) gemip 

sin Pa sin Qft sin Ry 

sin Ra sin P/J sin Qy "^ ' 

baber Hegen nac^ §• 186 bie brei |>unfte a, ß, y in Sinem S^rxpU 
bogen* 

SInmerfung* 2)iefer S3en>eiS ift bem fBeweife im §* 278 
febr i^nli^/ cax^i ijl bad fo eben bewiefene X^eorem felbfl im ©run* 
be mit bem toorigen einerlei/ »enn man nur AB'CA'BC \z%t att 
ein @ec^$e(f anftebt ; benn bie gegen&ber(tegenben @etten biefed @e4)8^ 
edö finb nun AB* unb ß A', ßC unb CB', AC unb CA' , ba< 
ber fcbneiben fie {tc^ in brei 9)unften a, y^ ß^ «oelcbe in (Einem 
^au^tbogen liegen* 

SBtrb aber ber ®a(s im §• 272 fo audgef)>rodt^en, mie er in biefem 
^aragrapl^ au8aef))ro(^en worben ifl, fo \iat er grope ^nlxifUit mit 
bem @a^e im %. 219« 

$. 273. 

^&lf8fa|* aSenn ein ^olpgon t>on n Seiten gegeben {% 
unb man barin aOe migUdde ^Diagonalen aiel^t; fo erhalt xawx, tat 
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gegebene 9>ol9gon mit ^ereci^net, | . 1 .2 * 8 • . . (n— 2) (n — 1) ^^ 
Ipgone, tooiDon iebed toteber n @eiten unb biefelben (Srfen aü ba& 
gegebene |>ol9gon/ nur in anbetet ^ol^t ^at 

393etoei&« di feien A, B, C, « .. N bie gegebenen däpunltt, 
beten Stn^abl alfo « n t{l; la^t man nun einen Sucbjlaben N weg, 
ttnb ))etmutitt mon bie übrigen fiSucbftaben, fo erbalt man eine 
SRenge i^on $etmutation$^Sotmen, n)elcbe = 1 • 2 • 8 « • . (n— 2) (n— 1) 
ifl/ unb wenn man )u iebet ^etmutationi^fotm ben weggelaffenen 
fBucbitaben N wiebet am (Snbe ober ju Sinfange einer jeben Sorm 
bintufugt^ fo bat man baS @cbema, toeldj^em gemaf man, t>om 
fünfte N auSgebenb/ auf aQe m&glicbe 91rten bie übrigen fünfte 
burcblaufen, unb auf ben f)un(t M wieber jurudfornmen fann. 3e« 
ber folcber SBeg ifl ber Umfang einer Sigur; ba man aber, loom 
9)unfte N audgebenb, benfelben Umfang nacb Jtoei entgegengefegten 
Geiten burcblaufen (ann, fo bat man nur balb fo loiele Figuren, 
aU ieneS ^robuct angibt, weil bem ©efagten gemäf ber Umfang 
einer ieben %xgat zweimal gejablt worben tfi ; baber iji bie Slnjabl 
aQer Derfcbiebenen n feitigen ^olpgone, welcbe biefelben n Qitn ba$ 
ben, = I . 1*2.8. 4*... (n— 2) (n— 1), unb fnbiefer3abl ifl 
baft gegebene |>ol9gon felbfir wieber begriffen« 

SU J. «• n=8, fo ijl bie 3abl = | . 1 .2 = I, b, b. ein 
IDreied ijl nur auf eine SEBeife ein Dreied. Sfi n = 4, fo iß bie 
3abl <=f. 1.2.8 = 8, b. b* wenn t>ier fünfte iixx^ alle m&g:» 
liebe ^au^tbogen toerbunben werben, fo ^at man brei SSierede, 
welcbe biefelben i9ier Cden b^^'^en. Sji q = ö, fo ifl bie 3abl 
e |. 1.2.8.4 = 12, unb e9 gibt alfo immer 12Sunfc(fe, welcbe 
biefelben f&nf Seien baben. 3fl n ===6, fo ifl bie 3abl ^ \. 1.2.8.4.5 
» 60 unb es gibt a(fo immer 60 @ed^öecte, welcbe biefelben fetbd 
Gcten baben; u. f. t9« 

Snie biefe 9)ol9gone fSnnen nac^ bem im obigen SBeweife ®u 
fagten leicbt gefunben werben* 

S* 274. 

Sebrfag. SBerben irgenb fe^S fünfte in ber 9er{))berie eined 
itrrife» angenommen, unb auf alle m&g(icbe 9rten bur4^ ©ebnen 
verbunben^ fo ifl bie Slniabl biefer ®ebnen == 15 unb eö taffen fteb 
fe^Sjigmal brri 9<tare von ®ebnen nadi^weifen, bie ffcb iebedmal in 
Cinem «^auptbogen f^heiben. 

SeweiS. SRaäf §. 273 beflimmen bie feebS fünfte im Um# 
fange M J(reife< 60 ®ecfiftecfe, unb ba fxä) bie gegen&berliegenben 
Seiten eine« ieben biefer GecbSecte nac^ §. 271 in brei 9>un(ten 
fdi^nriben, wel^^e in Sinem ^^au^ptbogen liegen, fo erbeOet bie SBabr< 
beit ber 93ebau|)tung. 

14 
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S. 275. 

«^filfifat Senn in Fig. 153 AGB ein 9enp^erie»9ß{tu 
fe( auf ivax Sogen AB unb fein einet &ättnUl CMA ein 2)ur(^ 
meffer ift, fo fann man ben CRabiuft MB jie^en unb MD fenfrec^t 
auf CB f&Oen/ n^oburdj^ CB unb antb ber SBinfel CMB f^attitt 
vrixb, unb a ifi bann im SDreietfe MCO 

cos MG :== cot G . cot CMD = cot G • tng | AMB, 
tmb ba ber Sinfel AMB jüm ÜRafe ben Sogen AB ^at, fo ifl, 
wenn ber 9tabiu$ beS itreifet mit r be^eiclj^net wirb 

cot C = cos r « cot I AB; 
ba^er ift bie Gotangente eine« ^eripl^erie^ 8Binf eK gleidE^ ber Sotan^ 
oente beS (salben iBogen«/ tporauf er fielet; multi))licirt mit bem Qos 
fuittS beS itrei9^a(bme{fere. 

§• 276. 

^filfSfa^. SBenn in Fig« 154 wn einem Dunfte V ber 
9>er{))ber{e eine« Areife« bie Seinen \D, \C, VB, VA gejogen 
^b, beren ffiinfel burd^ einen Sogen aßyi gemeffen werben unb fo 
ief(^af en {tnb, baß 

sin dy . sin afl n* ,- i» ,« ^ 

-z — f : — ^ = — ift fo ifl au^ 

sm py . sin ao n ' 

sin I CD • sin | AB m 

lin j"Bc7sin~| AD "" n* 

SeweiS. Sid)t man no4^ ben 2)ttrdi^mefrer VME, n>oDon 
ber Sogen aßy8 in < gefc^nitten wirb/ fo ifi J/ = «/ — <J, 

c^ ;s £o — *Ä ßy z=z iß — «y, a J = ca — «J unb alfo 
sin («y — £j) . sin («a — ftf) m ^ ^ 

-: — — T ; — ' T- = — ober aud^ 

sm iiß — ey) i sin (£o — «o) n 

(cot li — •' cot £y) • (cot ^ — cot ea) m 

(cotfy — cote/Q . (cot<^ — cotca) *" n 
2>a nun aber nadf^ §. 275 ifi cot tJ 93 cot f ED » cos r, 
cot cy s cot l EG • cos r^ cot ^ » cot | EB • cos r unb 
cot ta = cot I £A .cos r, fo er^&It man, tpenn biefe Sßert^e 
fttbfUtuirt werben, 

(cot I ED — cot \ EG) . (cot f E B — cot | E A) ^ m 

(cotf EC— cot I EB) . (cot |Eb«-cot I EA) ^ n ' 
weil ^ ber gactor cos r^ im Silier unb Stomer aufl^ebt; unb e< 
ift a(fo auc^, wenn man wieber ju ben ®inuS &bergel^t 

s in|(EC— ED) > sin | (EA — EB) ^ m 

sin|(EB-.EG) . sin | (EA-ED) ~ n ^ ^^ ^"* 
sin I CD » sin | AB _ m 

sin { BG . sin J"aD ~ n" 
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Sa^et {{t innner 

sin DVC , sin AVB _ sin | PC , sin | AB 
sin CVB . siii D V A "" sin J CB . sin | "ÜA ' 

3üfa^. 9(uf gleiche $(rt wirb betotefen, baß immer 

sin DVB , sin A VC _ sin { DB . sin | AC 

sin DVC . sin AVB ~ sin | DC • sin | AB ^^ 
sin DVB . sin AVC ^ sin | DB . sin f AC 

sin BVG . sinAVD ~ sin~| BCTiiiTl'AD 
fei; a\x6) ffinnen biefe beiben Proportionen leidjit auS ber 
vorigen md^ §* 182 b^rgeleitet «oerben/ unb a erhellet auf 
biefe ^xt, baß biefe brei Proportionen nur toerf4)iebene %ou 
men bei SIuSbrudFi für einen unb benfelben äufammenbang 
ftnb« 

§. «77- 

Sel^rfa^. SBirb bie ^eripberie eine« AreifeS Fig« 155 wn 
rter «ebnen AA\ BB', CC, DD' fo gefcbnitten, baf ijl 

sin I A B . sin \ CD _ sin | A' B' , sin | CD' 
sin f BC . sin f AD "" sin fB'C • sin f A'D' ' 

fo liegen in ben baburcb befKmmten Mi fBiereden A A'B'B, BB'CC, 
CCD^D, AA'CC, BB'D'D unb AA'D'D bie ©urc^fcJ^nittSpunlte 
ber jDiagonalen in (Sinem unb bemfelben ^^auptfreife* 

fßttotU. X>a bom 9>unfte A' au9 bie loier «ebnen A'A, 
A'B, A'C, A'D gebogen fuib, loelcbe bie 9)eripberie in A, B, C, D 
treffen, fo ift naäf %. 216 

sin AA'B ♦ sin DA'C _ sin | A B . sin | CD 

»in BA'C • sin AA'D ~ sin"|"BC . sin | AD ' 

uttb aus bemfelben ®runbe ift 

sin A^AB ^ . sin D'A C _ sin } A'B'^ sin | CD' 
sin B'AC' . sin A'AD' ~ sin J B'C . sin f A'D" 

unb baber ifl 

sin AA3 , sin DAX _ sin A'AB' . sin D^AC 
sin BA'C . sin AA'D ~" sin B'AC . sinA'AD'' 

ober toegen biefer Proportion fdi^neiben ftdt^ bdanntlicb bie brei @el^ 
nenpaare AB'unbA'B, ACunbA'C, AD' unbA'D in brei fünften 
ß$ r» '» meicbe in (Sinem «^auptfreife mm liegen. SSBaS aber oon 
ben Sßintetn bemtefen ift, beren «Beitel A unb A' pnb, (ann eben« 
fo bon ben SBinfeln beriefen »erben, beren «cbeitel B unb B' finb, 
unb baber liegen bie £)ur(bf(bn{tt»:s fünfte ß t>on BA' unb B'A, 
» t>on Bcr unb B'Q < t)on BD' unb B'D ebenfaOS in Ginem ^aupt^ 
bogen, unb na<^ §* 212 ifl biefer .{kiuptbogen mit bem vorigen mm 
berjfelbe« 

14* 
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Sin ®U{ct^eS gibt enblid^ audf Don ben Sinfeln, tmn ®(^ 
ttl C unb C jtnb unb a\x9) t)on ben Sßinfeln, beten @(bettel D 
unb D' {tnb, unb fo erHet, ba^ bie \td)i Simöffö^nim^^unUt 
ß, Yf if ^f h V in (Einem .^auptbogen mm befinbli^ ftnb* 

3ttfa|« ®tatt ber im <Sa^e aufgejIeOten 9to))ortion, xotlä^t bie 
iBebinaung bet Sage ber t^ier ® ebnen AA', BB', CCy DEX 
auftbrutft, fann aixäf eine ber beiben nacf^folgenben %^poxs 

tionen 
sin I AG . sin | BD _ sin \ A'C . sin f VD' 

sin"i"ABT8in | Cü "" sin \ A'ß' . sin \CD" 
sin I AG . sin f BD _ sin { A'C . sin | B^D^ 

sin I BG . sin { AD "" sin J B'Ü . sin f A'D' 

genommen »erben, benn biefe bvei $ro))orttonen flnb naif 
182 gietc^bebeutenb* 

Knmerlung« 2)aS t)orj}ebenbe Sb^orem ^at mit bem 
im §* 224 unb §. 225 bebanbelten 2:b^oreme grofe ^f)nlid)s 
feit; wie bort, fo fann an^ t)itt bie Qaf^l ber SSiered^ 
beren diagonalen {t(b auf einem {)auptbogen mm fcbneiben, 
beliebig t>ermebrt werben, unb eft b&rfen felbfi bie Sleiben ber 
9>unfte A, B, C, D etc. unb A', B', C, D', cic* über bie 
fünfte ffinau^, in welcben bie $eri)i>berie t»on ber Sinie mm 
gefcbnitten n)irb, nacb beiben @etten fortgefe^t werben. 

S. 278- 

S)ie meiflen t)orbergebenben unb nacbfotgenben Sebrfa^e gelten 
Uttberanbert an^ toom Greife im SBejug auf gerabe Sinien, fte geb 
Un femer oon ben ebenen unb fpbarifcben Aegelfcbnitten unb im ibts 
iug auf bie fpbirifcben Jtegelfcbnitte ifl ber SätwM ebenfalls nodb 
mit ben i^orbin gef&brten {Beweifen Abereinflimmenb. 2>ad im 
§• 271 ben>iefene Xbeorem inöbefonbere, beffen (Srftnbung im Sejug 
auf bie ebenen JCegelfcbnitte man $adcal jufcbreibt, !ann gau) eben« 
fo audS^ Don ben f))b&rifdi^en Jtegelfcbnttten beriefen werben; benit 
bie im §* 270 bergeleitete Proportion gilt nicbt nur t^om streife;, 
fonbem Don allen fpb&rifcben JCegelfd^nitten, unb au6gebenb Don tbt 
ifi eine {iemlicb elementare IBebanblung ber ())birif(ben Xegelf<bnitte 
&berbaupt rnftglid^« 2)er 9a8calfcbe Ga^ gilt anöf bann nodb# 
wemi einige Don ben Ud)i fünften {ufammenfaHen; nur muf bie 
Sfigut immer nod) att tin GecbSed angefeben werben/ ober ri^^tiger 
atttfgebrfitft, ftatt einer ®eite beS vorigen Secb^ecf«, beren (Snb))un{te 
in einen ^un(t AufommenfaOen, muß eine Sangente biefeS 9)tttt(teS 
an bie ®teae gefegt, unb fo weit «erüingert werben, bis bie gegen^ 
fiberftebenbe Geite baDon aef4in{tten wirb. iSenn j. S. in Fig. 149 
D mit I ^ttfammenfiat, femer G mit H unb F mit E, fo erb^lt 
man bem SSorigm gemdf brei Sangenten unb ibre fBer&b^ungS^ 
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9>ttnfte befUnmren ein ^xtM, beffen Seiten wn hm Sangenten bit 
gegenuberliegenben 6(feh in brei fünften gefc^nitten n^erten, wtUlft 
in CHnem ^auptfreife liegen/ bem DaScalfcf^en Gat^e gem&0« 3ns 
beffen wirb in biefem (Slementar^iBu4^e ein befonberet Seweit fit 
biefen SaD nicf^t am unvecbten £)rte fein* 

»• 279. 

ttixfafi. 3ji ein 2)reieil in einen ittei^ gefcb^eben unb (egt 
man burcb bie Qdtn beffelben Xangenten, fo werben bie gegen&ber^ 
#e^enben @eiten baoon in brei 9>un(ten gcfc^nitten, xoüdfz in (Sinent 
{muptbogen liegen. 

83en>ei6. 3n Fig. 156 fei ABC bat 2>reiect imSttüft, unb 
ti werbe AB Don bet Xangente M &ö)tittli C in D, BC t)on ber 
Sangente beS Scheitelt A in F, unb AG von ber Sangente beS 
6(^eite(« B in E gefcbnitten, fo liegen bie fünfte D, E, F in HU 
nem «|)au))tf reife. £)enn fcbnetbenft^ bie brei Sangenten in p, q,r, 
fo ifi pqr ein 9>ro))ortionaIs2)re{edF in 9(nfebung ber fünfte A, B, C; 
baber {tnb qCpD, FqAr unbErBp ^armonif^ getbeilt/ unb ed lies 
gen alfo bie brei fünfte D, E, F nac^ §. 802 ober auc^ §. 208 
in Sinem ^auptfreife. 

Slnmerf ung. SBenn man auft ben 9>unften D, E, F itreife 
befd^reibt, beren Stabien bie Sangenten DG, FA unb £B |tnb, fo 
fdl^neiben ^öf biefe brei i^reife zweimal in Cinem fünfte. Siefer 
Ga(s fann no4^ aOgemeiner auj^efleOt werben, wie ie^t folgt 

S. 280» 

Sebtfa^. SBenn man Don mehren fünften eineS Aauptbot 
genS Sangenten an einen XxM jiebt/ unb aud biefen ^^unuen neue 
Streife bef^retbt, welcbe biefe Sangenten ju Slabien ^ahm, fo gibt 
CS swei fünfte / burc^ weld^e aOe biefe Greife geben, e6 fei benn, 
to$ fidj^ biefe itreife ber&bten, in welchem SaSe bie beiben fünfte 
in (Sinen jufammenfaQen* 

iBewei«. 3n Fig. 157 feien A, B, C brei fünfte eine« 
£au))tbogen8/ i»on welc^ien auS bie Sangenttn Aa, Bb, Cc gejogeii 
^b* Siebt man audf bie Sinien Am, Bm, Cm na((> bem ÜRittek 
pmht beS AreifeS unb bie 9labien ma, mb, mc, fo bat man bie 
an a, b, c redt^twinleligen £)reiedFe Aam, Bbm unb Gcm$ berStas 
biui beS JCreifeft mag mit r be^eidi^net werben. 

Seil nun bie Sinien Am, Bm unb Cm {xdf im f>unfte m t>er» 
einigen, fo iß nad^ §.289 

cos Bm • sin AG» cos Am. sin BC 4* ^^ Gm. sin AB; 
weil aber cos Bm = cos Bb cos r, cos Am es cos Aa cos r 
ttnb öos Gmsscos Cc . cos r i% fo ift cos Bb • cos r . sin AG ■■ 
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cos Aa • cot r . sin BG + <^^ Cc • cos r . sin AB, unb nrfrb 
Mefe ©leic^ung iut^ cos r btoibitt, fo ^at man aud) 

cos Bb • sin AG &= cos Aa • sin BG -^ cos Cc . sin AB, 

ttttb tiefe ®(eU^ung bt&tft a\a, baf, wenn bie Sinien Aa, Bb, Cc 
oberhalb AG um bie fünfte A^ B, C gebrebet »erben, fte ^6f in 
Ginem fünfte vereinigen, wie fidf bor^in bie Sinien Am, Bm, Gm 
im 9>un{te m Dereinigten* Unterhalb AG ftnbet ein ®lei4^ed @tatt 
2>af bie gefitnbene ®Iei(|)ung in ber Zl)at ba8 iBelE^au)>tete auSbr&tf e, 
babon &ber}eugt man {t(^ leic^^t, auf folgenbe üxt. 

2)ie au6 A unb G mit ben fltabien Aa unb Gc befc^riebenen 
Jtreife migen fi(^ in einem |)un{te m' fcf^neiben«; jie^t man barni 
no^ Bm', fo ifi nacb §* 239 

cos Bm' • sin AG ss cos Am' • sin BG •{- cos Gm' . sin AB^ 

itnb ba na^ ber Slnna^me Am' = Aa unb Gm' » Cc ift, fo ^at 
man alfo 

cos Bm' • sin AG = cos Aa . sin BG -f- cos Cc • sin AB, 
unb ba bem na4^ bem fBorigen cos Gc • sin AG = cos Aa . 
sin BG -f cos Gc . sin AB ift, fo folgt, bafi cos Bm' s cos Cc 

unb alfo Cc = Bm' fei. fBeft^reibt man alfo au8 B einen britten 
itreiS mit bem 9tabiud Cc, fo ge](|t er offenbar b\xx6) ben 9)unft m' » 
unterhalb AG gibt eS einen itoeiten $unft m", n>ot)on baffelbe 6e» 
toiefen werben tann unbberbinbet man bie beiben9)unftem' unbm" 
imi^ einen ^au))tbogen m'm"^ fo fte^t biefer auf AG fenfrecf^t unb 
wirb burd^ AC ^alhlxi; bal^er ifl bie Sage beS fünfte« m" burd^ 
bie Soge bed ^untteS m' ^bUia bejlimmt. %aüt man ani m' ein |>er$ 
t)enbire( auf ABG, unb t^erlongert man eS auf ber entgegengefe|teis 
Geite von ABC um bie eigene Sinae, fo ifl ber (Snb))unft biefer 
fBerl&ngerung ber gefu4)te ^unft m' * 

9{immt man no4^ meldrere 9^nlU D, E u* im £au))tbogen 

ABC an, unb }iel^t man t)on il^nen au8 bie Sangenten ud, Ee tc, 

fo gilt ^on ben brei Sinien Bb, Gc, Dd, baffelbe, wal( t)on ben Ü» 

nien Aa, Bb, Cc bewiefen iji; baffelbe gilt avi<i) t>on ben Sangen« 

ten Gc, Dd unb Ee; u* f. w* 

Qu\ai^. 3m IBeweife würbe t)orau$gefe|t, bap ^d) bie mit ben 

9labien Aa unb Cc au$ ben 9>un(ten A unb C befc^riebe^ 

nen i(reife im fünftem' fc^nitten, unb bie folgenben ©c^l&ffe 

beruheten auf biefer 93orau8fe^ung. SDiefer ^Dur^^f^^nittt« 

|)un(t ifl aber ni^t immer m&glid^, unb )war bann nic^t, 

wenn Aa -(- Cc < A^ ift, benn wenn ft^ bie JCreife un« 

geacl^tet biefer SInnaldme in (Sinem fünfte m' fc^nitten, fo 

w&ren bie &ützn Am' unb Gm' biefed S^reietfd }ufammen 

fieiner, alft bie britte @eite, xoai bei ber gew&t^nli4^en Sln< 

fubt eines S>reieM nic^t m&glidS^ ifl. SEBemt aber ber 9)untt 

m nidS)t m6gli4f ifl, fo ifl and^ m" unmigtic^, alfo ift bann 

auäf bie gemdndtfaftlidl^e ®e^ne m'm" ber f&mmtlicf^en auft 

A^ B^ Q D, E K. befc^riebenen Areife unmigli(|^. 
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3n einem fohlten S<^ne pp^t mm glei^too^l eine Sinte 
m'm'' )u confhuiren, xoziä^t biefelben Gigenf4^aften in Sßt^ 
iie^ung auf bie imaxtntm Stttift 1)at, aü toare {te m5al{4^; 
\xt l^ei|t bann eine ibeale ®e^ne, unb bat>on n)i(b yphttt 
au8f&()vli(|^er ge^anbelt werben* 

2)er tmÜfntt %aU tritt bann ein, wenn bie Aauptbogfu 
ABC tdd)t gan) aufer^alb beS Aveife« btfbabüd) ip« 

§. 281. 

Se^tfag* 9tat Sangenten eine6 Stttifti fd^neiben feinen Sltit^ 
teIfceiS unter einem conftanten Sßinf el, welcl^et bat 6onq)Iement t)om 
Slabiut bei( JtreifeS ifl, unb bie S&nge einer fol(|^en Sangente ^wU- 
idftn bem {Berit^rungS:?9)un{te unb bem SRitteltreife iji immer ein 
£luabrant. 

SeweiS* Sn Fig. 158 fei MA ber 9labiuS eine« AreifeS, 
befien SRittelpunlt M alfo au^^ ber ÜRittelpunft feine« 3RitteI(reife« 
BcC {% AC fei eine Sangente, weldS^e ben SRittelfrei« in C trifft, 
ber {RabiuS MA treffe ben 3RitteIfrei8 in B, bann ijl MB ber Sias 
bin« bed aSittelfreifeS, welcl^er auf bemfelben fenfrec^tfte^t, unb einClua:: 
brant iß. S>a nun an6) AC fenfred^t auf MB ftel^^t, fo ijl C ba6 
Centrum be« jQuabränten MB unb alfo GB = CA = 9(P. 

Serner l^at ber SBinlel AGB jum SRa^e ben Sogen AB^ unb 
ba AB + MA « 9(M> ijl, fo ijl aui) ACB + MA = 90^. 

3 Ufa 6* 3jl ca eine anbere Sangente, unb a ber Seräl^rungfe 
$unlt, fo ift aud^ ca = 90^ unb acb + MA = 90^ 
alfo ijl acb = ACB. @4)neiben ffc^ bie beiben Sangenten 
in y, fo ijl ya = yA, unb alfo Cy + cy = 180®. 

S. 282- 

(Senn man alfo einen £luabranten unter einem beliebigen 
(Riefen 83in!el auf einen J^au^tfreiS fe^t, unb alfo bewegt, baf 
ber eine Cnb^unft ben ^au)>tfrei$ befcfireibt, wi^renb ber SBinfel, 
xotl^tn ber £luabrant mit bem *^au^tih:eife mad^t, berfelbe bleibt, 
fo bef4)reibt ber anbere (Snbpunft bed £tuabranten einen AreiS, bef« 
fen fRittelfreiS ber gegebene <|)au^tfreid ijl, unb beffen StabiuS baS 
Gontplement beS fpiien Sßinletö ijl/ welken ber befd^reibenbe £lua^ 
brant mit bem gegebenen ^au^tlreife maö}t ferner ijl ber befdt^rei^s 
benbe fluabrant in allen &tgen, bie er wal^^renb ber genannten Sßts 
toegung l^at, eine Sangente be« wn feinem 6nb)^un(te bef4>riebenen 
itreifed, unb biefer itrei« ijl alfo toon unenblicf^ t)telen Sangenten 
tun^jillt 

SBenn femer ein £auptboaen auf einem anberen unter einem 
conftanten fdS^iefen SBinfel fortradTt, fo uml^fiBt er einen SttM, unb 
feine £&nge jwifcf^en bem fi3erfi^rungM>un(te unb bem .^auptfreife, 
womit er ben con^anten SBinfel ma^^t, ift immer ein iQuabrant. S3lcibt 
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bct fBinttl, tottdf€n tet iw^tt |Ktuftfrdft mit tem feflen <^au)>kr 
fretfe ma^t, nicf^t conftant, fonbem attbert er tojibrenb M ^oxU 
rfi(fen6 feine ®rifle nadt irgenb einem (Sefe^e, fo umbullt bei b^ 
tpegte Jg>auptfre{6 irgenb eine fpb^tifcbe Suroe anbetet 9ftt. & 
{tet^t man alfo, n>ie f))batifc^e Suttoen aOet Httm burdt^ 6inb&Qtng 
nacb itgenb einem ®efe4e befcl^tieben wetben tbnnm, unb e$ ifl bkfe 
SotfleUungSs^ftt ebenfo einfacf»^ atö bie gen)&bn(i4^e ber S3ef4itetbiing 
einet (Suttoe bur^ bie {Bewegung eined ^unftei. 

Sin befonberet, aber ffcb unenbli^ oft wieberbolenber Sali ift 
ber, ipenn ber betoegte ^auptfreit auf bem umoeranberlicben unter 
einem rechten SSBinfel fortrftcft; ber ben>egte $au)>ttreid umfüllt 
nun (einen Slebenfreiö, fonbem blog einen ^unft, namlicb Oad 
Gentrum be$ feflen «^aupttteifeS* S)iefet einfadiie gfaU ifl ^r bie 
nacbfolgenbe analptif^e Spdarif befonbet6 mid^tig; inbem auf Mefe 
SBeife in ibr ein^untt aU burc^ ia(|Uofe, bur4^ i^nge^^enbe^ <f)auptr 
freife benimmt toirb* 

§. 283. 

Aufgabe. 3ie^t man in Fig. 159 ton einem fünfte V 
nac^ btei fünften a, b, c ber $eripberie eined JCteifeS bie .fxtupts 
bogen Va, Yb, Vc, unb legt man Sangenten burcb bie fünfte 
a^ b, c, fo ma^m {te mit ben btei ^au))tbogen S9Btnfe(; mai foQ 
aui gtoeien berfelben ben britten ftnben* ^ Stud bem ÜRitteipunfte la 
Bef4^reibe man ben SRittelfreid, unb toerlangere bie «|)au)>tbogen Va» 
Vb, Vc, bis ber STOittelfreiS baoon in A', B', C gefcj^nitten »irb, 
bann ift nacb §• 239 

cos B . sin aVc » cos A . sin bVc -f cos G • sin aVb» 

9}un ifl aber im re(|)tfeitigen (nac^ §. 281) 2>teie(fe AaA' ber 
negative Goftnuö bet .|>9potenufe ein $robuct auS ben SoftnuS ber 
beiben Äatbeten Aa A' unb AA'a, unb atfo — cos A = cos Aa A' • 
cos AA'a, unb ba, »enn ber 9labiu8 beS AreifeS mit r bejet^^net 
wirb; AA'a = 90° — r ifl, fo bat man 

cos A = cos a • sin r, ebenfo ifl 

cos B s cos b • sin r unb 

cos C s= cos c • sin r; 

werben aber biefe SluSbt&cfe fubfütuiirt, fo t)at man, wenn burci^ 
sin r bioibitt witb, bie ©lei^iunp 

cos b . sin aVc =3 cos a . sm bVc 4* cos c « sin aVb, 

unb bietna^ ifl t>\xx6) jwei toon ben fpigen SBinfeln VaA' = a, 
VbB' = b, VcC = c bie ®t5ße beS btitten ffiinfelS beflimmt 
jDiefe gotmel, in xoüi)tx bie Sinie Va, Vb, Vc felbfl nidt^t V)or{otiu 
men, i$ bie reciptofe Sotmel t>on ber im §. 280 l^etgeleiteten* • 

§. 284» 

S e ^ r f a ^. S\t1)t man üon Cinem fünfte auS mehrere |>auptbogeii 
na(^ ebenfo t)ie(en fünften ber f>eri)>^erie eine9 Jtteifeft, unb legt man 
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huxä> biefc fünfte Zongentm, fo fann man babuv4^/ bofl man auf 
iebem {>auptbogen ben {ttgebirigm ber&bYenben ^u)>dtd6 ttntet tU 
nem conftanten Sinlel fortr&dt, ebenfo t^iele Atetfe burdt^ Sin^itk 
lung befcbretbcn, unb aOe biefe Jtreife befinbcn {t(b tm Snneten ei« 
neft SBinfeU/ Don beffen betben ©(betiteln jte ber&b^t »erben. 

CetoeiS. Sßerben in Fig. 159 t)orl&uftg brei ^auptbogen 

Ta, vb, VC Dom ^nfte y auS gejogen/ unb ntacben jte mit ben 

S£angenten ber fünfte a, b, c bie brei f)>tfeen Sßiatel a^ b, c, fo 

ffl na(b §. aS3 

cos b • sinr aVc sss cos a • sin bVc -f* cos c • sin aVb« 

9l&(ft nun bie Sangente aA' auf bem «^auytbogen VA unter 
conftanten SBSinfel a fort, fo toirb babur^^ ein XreiS eingebAQt, bef« 
fen üiabiue nacb §. 281 » 90 — a i{l, unb r&dt bie Sangente 
cC' auf bem^^auytbogen vc unter bem conftanten SBinfel c fort, fo 
bef(breibt fie einen ^weiten JtreiS burcb etnbuQung; biefe beiben 
JCreife traben in jebem Satte jwei gemeinfcbaftlicbe Sangenten, eS fei 
benn, baf ber eine ganj im anberen entbalten xohxt. iftbgefeben Don 
biefem %aUt mag eine folcbe Sangente von ben Sinien Va^ Vb, Vc 
unter ben SBinfeln o, ßy y geftbnitten werben, bie aber ibre Sbffhuns 

iien nacb berfelben Seite febren, aM bie SSSinlel a, b, c, unb eft i^ 
obann nac^ §. 239 

cos jS • sin aVc « cos o • sin bVc -|- cos / • sin aVb; 
ba aber ber ünnabme gem&ß a = a unb y = a ijl, fo b<^t xmlXl 
alfo cos ß • sin aVc » cos a • sin bVc -f* ^^^ ^ * ^^^ ^^ 
unb ba axAi cos b • sin aVc s cos a • sin bVc 4* ^^^ ^ * 
sin aVb i^, fo folgt alfo, baf cos /? = cos b ober /IT = b fei; 
baber ift bie genannte gemeinfcbaftlid^e Sangente ber beiben Areife 
au6f eine Sangente beS britten Areifed. 

S>a bie brei ^auytbogen Va, Vb, Vc bie ^cripb^^ nocb in 
brei anberen fünften a% b', c* f^neiben, unb jwei 5Cangenten tU 
neft JCreifed mit ibrer fBer&btungSs@e^ne immer gwei gleicbe f))i6e 
Sinfel macben, fo umb&Qen bie Sanaenten ber fünfte a', b', c', 
inbem fte auf ben ^au))tbogen Va% Vb^ Vc' unter conflanten SBin^ 
fein fortrfiden, biefelben brei itreife, aber auf entgegengefe^ter Seite 
im SSergteicb mit ben Sangenten ber 9)untte a» b, c, aucb gelangen 
fie ebenfaUS bur4> bie ^nberungen ibrer Sage enblic^ in einen .^aupt* 
rreiS, n^elcber atte brei Jtreife ber&brt unb ixoax auf entgegengefe^ter 
Seite im S3erglei(l(^ mit bem ^auptf reife aßyi baber befinben ftc^ 
bie brei itreife im inneren eined SBinfelS, mooon ieber Sdi^enlel bie 
brei Stxti^t berührt* 

®ebt burcb ben 9>untt V nod^ ein vierter |>auptbogen yd , fo 
fann man i^n mit irgenb (weien Don ben brei torigen ^ufammen:: 
teOen , fo baf ficb alfo bie Dorigen Sd^l&ffe mieberbolen« 2)aber 
baben bie na(b ber im Sa^e auSgebrfitften Sebingung bef(|^riebenen 
Jtreife biefelben (wei Sangenten* 
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3ttfa(t 1« ^ Me 9IHttfl|»tnfte ToU^et Jtieifc in einem ^upu 
bogen liegen, toeU^et Un SBintel ber betben Sangenten b^I^ 
birt, fo lAft ^ aui ber Sage ber einen Xangente bie Sage 
bet anberen auf eine einfache SBeife burcb Sonjlniction ftnben. 
2)a n&mlicb va, vb, yrc, vd bie aRittelheife aller in Siebe 
fiebenben Sflebenfreife {tnb, fo braucbt man nur auS bem 
fünfte ▼ einen ^auptutii )u befcbreiben, fo g^t biefer bunb 
bie 3Ritt4puntte aUer eingebuQten Jtreife, unb inbem man 
ben SüinUl, loelcben er mit ber Sangente aßy macbt, noji^ 
feiner entgegengefe^ten ®eite um bie eigene ®r&f[e ermeitcrt, 
ifi ber {weite ®4^enfel biefeö b^sugefägiten SBinfeU bie ge? 
ftt(|^te iiotitt Sangente* 

3ttfa6 2* S(u(^ ber £>ur4^f(^nitt8$9>unft ber beiben Zangentai 
l&|t ^^ abgefonbert conjtruiren* Siebt man n&m(i4^ t>om 
9tittel9un!te m beS gegebenen Jtreifeft burdb ben 9>ttnft ▼ 
einen Surcbmeffer unb errichtet man in ben Snbpunften bie^ 
fei 2>ur4fme{ferd Sangenten, fo fann man au(b fte auf bem 
genannten Durcbmeffer unter einem conftanten Sßinfel fort^ 
rfiden (äffen, unb ba biefer SSinfel ein rechter ifl, fo uwt^ 
b&Qen biefe Sangenten nacb §* 2S2 flatt eine« Greife« eis 
nen 9>unft, loelcber mit ibrem Surcbfcbnitt9s^|>unfte berfelbe 
tji; biefer 9>un!t iQ alfo ber gefud^te S)ur(bf(bnittS]»un(t 
ber beiben gemeinfcbaftKc^en Sangenten aller eingebuQtett 
JCreife. 

9(nmerlung* S>a$ oorfiebenbe S^eorem ifi baS rect^ 
^rofe oon bem im §. 280 bebanbelten, unb ffiittt aucb auf 
bem S93ege ber Sonflruction unmittelbar au8 ibm hergeleitet 
werben lonnem 

S- 285. 

Sebrfa^. 9ßenn ^ jtoei Gebnen eineS Areifei im inneren 
beffelben fcbneiben, fo i^erbalten fi(b bie ®inuS ber balben ®ummen 
unb arxöf bie @inud ber balben 2>tferenien ie )n>eier SIbfcbnitte }tt 
einanber, wie bie GinuS ber falben Areiöbogen, xotUlft oon i^nen 
{nterci)>irt werben. 

SeweiS. ®dl^neiben ffcb in Fig. 160 bie ®ebnen AB unb 
DC im fünfte £ innerbalb beS J(ret{eS unb jie^t man not^ bie 
Seinen AG unb DB, fo entfiebt baft SBtered CABD mit &uferen 
diagonalen, unb e8 ifl in ibm C — B = A — D na<b §• 25^ 
ober au(b A — C = D — B* SRun ifi aber nac^ bem 3ufa(e 
ju §. 147 im £>reie(!e ACE 

L cos { (A— C)sia | AfCssin \ CEG + EA)8in | AEG unb 
2. sin I (A— G) sin f AiG » sin | (EG— EA) cos | AEG. 

ferner ifi im Sreie^e DEB ebenfo 
8. cos i (D— B) sin { DgB :=:= sin { (EB + ED) sin | DEB unb 
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4* 8ia|(D— B)«sin| DffBssinf (EB— ED)co8|DEB;ti>enn 

man nun bie erfle f)ro:pornon burdl^ bie britte, fcnter bie {weite 
Inxöf bie t)ierte bit>{birt; fo ffat man 



BiD 5 AfC sin 

sin I DgB 
sin 



lA'to 



8in 
sin 



sin I DgB sin 



CEC + EA) 



(EC — EA) 
CEC — EA) 



unb 



ICEC— EA) 

g&nt man aber loom 9littelf)un{te m auf bie Seltnen AfC 
unb DgB bie |)eq)enbifel mf unb mg, fo werben biefe Seltnen unb 
an^ bie jugefi&rigen fBogen babur^^ fialbirt unb eS ifi, xottm ber 
9labiuS mit r bejeidSinet wirb 

sin I AfC s= sin r • sin I AC unb sin | DgB = sin r • sin | DB, alfo 
sin f AfG sin | AC 



"= — i rk -n ^^ "■= — t rM>9 baber bat man 

sm |I)gB sin | DB ^ ^ 

sin|CEC + EA) _ sinfCEC — EA) sin f 

sm'fCEB+lD) "■ 



AC 



sinlCEB— EA) ~ sin | DB* 



S. 286. 
^an fann bie erhaltenen 9ro)>Drt{onen auc^ alfo fäfttfbtn 

sin \ CEC + EA) sin | CEB -f ED) 



1. 



unb 



sin f^ AC "" sin f BD 

sinfCEC— EA) - sin | CEB-^ED) 

*• sin f AC ~ sin | BD ' 

unb hieraus ereilt man noßf burd^ 9Ibbition unb Gubtraction bie 
beiben folgenben 

sin I EC • cos I E A sinf EB«co8|ED 
8* ■" 



sin I AG 
cos I EC • sin | EA 



sin l BD ' 
cos i EB « sin | ED 



sin I AC ~ sin | BD 

jDit^ibirt man femer bie |>ro)>ort{on (8) bttrd|> (4), fo M man 

tng f EC tng I EB 

^ tnglEA = tng i ED ""^ 

6. tng. f EC . tng | ED = tng | EA « tng | EB, 

unb wenn man bie fhoportionen (8) unb (4) multi))licirt, fo ffat 
man enblic^ nodj;: 

^ sin EG • sin EA sin EB • sin ED 
6» - 



sin i AC« sin I BD« 

@an) ebenfo ift 

sin I CAE + ED) ^ sin | CEC + EB) 

sin I AD ~ sin J BG ""^ 

sin ICAE— ED) sin | CEC — EB) 

8» " — 



7. 



sin I AD 



(in 



^BO 
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ttti^ aus Mcfcn Mbm 9ro))ort<otien ct^It mwx bttrd^ SAMHott unb 
Gubtraction nod(^ bie folgenbcn 

rin { AE . cos | ED ainf EG . eos|EB 

•• riTFAD = ihTf BC ^^^ 

coi|AE>8in|ED _ cos |EC:8in|EB 

sin 1 AD — ^^si^f BC ~ ' 

tinb hieraus toettet burd^ fOtuIttpUfation no4^ bie 9ro))ortton 

sin AE , sin ED _ sin EC . sin EB 
sin I AD« ~ sin | B(3 * 

fDluIt{))Uc{rt man ferner bie Proportionen (8) tmb (9), fo er« 
(alt man 

iin AE _ si n EB 

"• sinfAC.sinfAD ~ sinlBD.sinJBC' 

Semer f nbet man auf ben 9)ro))ortionen (8) un^ (10) no4f 

sin EC ^^ sin E D 

"• sinJACsinißC ~ sin JBD • sin| AD* 

§• 287. 

IBenn man in Fig. 163 ein SSiereA AC!bD in einen JtreiS 
fcl^reibt^ bcffen 2)iagonalen ^6) in E fc^neiben^ fo gelten nad|^ §• 885 
bie Proportionen (12) unb (13) anify bann n^, menn man fär 
bie iCreidbogen AD, BC, AG unb DB bie Seiten a» b, c, d beS 
fßieretfS an bie @telle fe^t, unb man (at alfo aud^ 

sin AE ^^ sin | a . sin | c 

, I ii^EB ~ si^l b . sin I d ^^^ 
* ' sin EG sin I b • sin | c 

sin ED "^ sin I a • sin I d ' 

Semer ifi na^^ §. 182 sin | ADB . sin | CBD « sin | AD • 
sin i BC + sin | BD . sin | ADBG, unb ba | ADBG ^ 
I AG :== 1800, alfo sin | ADBG » sin | AG ift, fo t)at man 
siniADB.sin|GBD»sinf AD.sin|BG + sin|BD.sin^9a 

SeieidS^net man nun bie ^Diagonalen AB unb CD mit p unb 
q, fo ifi, «Die im §« 285 

I AD, 
i BC, 



sin f a s= sin r • sin 

sin I b s= sin r • sin 

sin I c s= sin r « sin 

sin I d SS sin r • sin 

sin I p == sin r « sin 

sin I a = sin r • sin 



AG, 
BD, 
ADB, 
CBD, 



unb »erben biefe SBert^e benuH fo i^enoanbett ftdj^ bie obige ®UU 
dj^ung in bie folgenbe: 

2« sin I p • sin i q^sin 1 a « sin ; b -f «ioi 1 <^ • <ii^ i <!• 
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Der analoge plonfmetvifdi^e ®at {jt tet (efannte ®a(i M 
f)tPlomiu< i}om ebenen Sietetfe im Greife. 

einb bie \>xtt fBintel be» »ieretf» ADBC glet^ gro?/ fo ifl 
es nad{^ §* 95 ui^ §* 90 ein f))bittf(brt ^^araaelogramm mit g(eb 
if^en 2>{aaonaUn; biefe S>{agonalen jtnb nun ixoti jDutc^^meffet tU 
na itreijed ; baber ^at man 

Bin f P^ » sin s a^ + ^^^ I ^S 

iinb baS Cieted ADB, üon beffen brei @eiten biefe %onAtl gilt, {ft 
nun ein in einen JtteiS gefcf^tiebeneS Sreietf, beffen eine @e{te bet 
jDutc^mefier beS streifet ifi, nur ift nicbt bi^t, n>te im analogen 
ffoKe ber Planimetrie ber SBinf el ADB = 90o, fonbem biefer SBin» 
re( iji fo grof, a» bie beiben SBinfel DAB unb DBA jufammem 

SBenn um^efebrt a, d, p bie Seiten eineS SDreietfe fo befd[^af« 
fen finb,"baf sm | p^ = sin } a^ + sin $ d« ijl unb man be» 
fcbreibt einen AreiS, beffen S^urd^meffer bie @eite p ift, fo gebt ber 
itrei» att(b burcb bie britte (Ede be» Sixtitäi. 

SHan erb&lt no<b eine britte allgem eilte gormel auf bie fob 
genbe «rt^ 6* ift ^ 

n^TcK ""'^ *^f^ ^"* 

sin \ ADB . sin | (AD + BQ . 

ober 



sin 1 


ip 


sin 1 


f ^ 


sm : 


rP 


sin • 


i^i 


sm : 


iP 



Sin 



sin I DBG . sin \ (AD + BC) 

sin I (DB + AD) • sin | (BC + AD) 



"* sin I (DB + BC) . sin J (AD+BC)* 

9tun ift aber sin KDB+AD).sin | (BC+AD)» sin f DB. 
sin t BC + sin | AD . sin | (DB + AD + BC) » sin | DB « 
sin I BC + sin | AD . sin | AC, unb ebenfo sin | (DB+BC) • 
sin I (AD + BC) » sin | DB . sin | AD + sin | BC ^ 
sin f (DB + BC 4* AD) » sin | DB . sin i AD + sin { BC 
sin AC; a(fo ift 

sin I p sin | DB. sin | BC-f sin f DA • sin | AC 

sin fq "• sio| DA . sin |DB + sin { CA . sin ^ CB' ^^ 

f&^t man bie Seiten be« CieretfS ein, fo ifl alfo 

sin I p sin > b « sin ^ d -^ sin | a • sin f c 

sin I q ** sin f a * sin I d 4* sin i b • sin I c * 

SBirb bie Sormd (2) mit (8) bur(b aRttltipIifation unb Ibb^U 
fton t>erbunben/ fo erb&(t man Slutbr&tfe für bie 2>iagona(en be9 
SiereA burc^ bie Seiten beffetben. 

§« 288« 

Sebrfa<|. Senn fA jwei ec^nm eines streifte aujerbatb 
befifelben f^neiben, fo loerbalt ftcb ber Sinut ber b^lben eunrnie 
ber beiben Secanten inm SinuS beS b<^Iben gr6$eren fl9^ent/ ben 
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fle itdttüpiun, toit ter GfnuS ber falben Cvmnt bet infetm 
fic^nitte bet Gecanten )um 0inu6 beS falben fkitterm {Bogen«, ben 
jte {nterdf>{retu 

Semet f)at man toieber eine ^roportfon, n^enn ftatt ber l^atben 
Summe in beiben SBovbergUebem ber ^albe Unterfdt^ieb genommen 
loirb* 

Seoei«* ®{nb in Flg« 161 EAD unb ECB bfe beiben @es 
fanten beS itreifeS unb m fein SRittelpmtft; fo jiebe man bie &^ 
nen AfE unb BgD, »elc^e bon ben beiben ani m auf fte gef&Uten 
^erpenbifeln ^amxt werben* 3m SBieretfe ACBD ifl nun, «Denn 
bie 9Sinfe( be« S>reie(!« EBD an B unb D ndt B unb D, femer 
bie aßinfet beS SDreietf« ECA an A unb C mit A unb C bejei^net 
werben/ nac|i §« 252 

D + 1800 — G « B -f. 180<> — A ober ^^ 
D — B « C — A. 

Sftun ifk aber naö) bem Sufafte ju §* 147 im S^reietfe EAC 

cos f (G— A) sin | AfG a sin f (EA + EG) sin | E unb 
sin I (G— A) sin | AfC «= sin f (EA — EG) sin f E; 

femer ifl ebenfo iat Dreieife EDB 

cos I (D— B) • sin f DgB = sin | (EB + ED) sin | E unb 
sin f (D — B) . sin | DgB » sin | (EB — ED) sin | E, 

unb aui biefen loier ©leicfiunaen ttiilt man burd^ 2)it)t{ton 

sin f AfC _ sin j ( EA + EC) _ sin|(EA— ^Q 

sin ^ DgB ~ sin|(EB+yED) ~ 6in|(EB-ED)' 
^ - . . ^ -.^^ .- sin I AfC sin ? AG ^ ^ 

©a nun aber; »ie im §• 285 ifl . * ^ =s . t rkp > fr M 

' * sin 5 DgB sin | DB 

man mbltdi^ 

sin f AC _ sin f EA + EC) _ sin f (EA — EG) 

sin I DB ~ sinKEB+ED) "" sinf (EB— ED)* 

3ufa^* S>er SSetoeiS ift no(|^ ganj ebenfo , toenn in Fig. 162 
bie eine Secante eine SEangente i^, wenn man nur in Ses 
{iebung auf bie SBinfel ben ®a^ im §* 258 anwenbet, unb 
man erb&It alfo bie Proportion 
sini AC ^ sin f (EA + EQ _ s in | (EA — EC) 

sinfül ~ sinl(EB-t-EA) ~ sin |(EB— EA)* 

S. 289. 

Senn man bie beiben ^tojportionen f&r bie Sigut 161 df» 
f4)teibt 

sin I (E A + EC) __ sin | CEB~ED) 

'• sin Tag ~" sin i BD ' 

sin i (EA—EC) __ sin $ (EB-tED) 

'• sin ^ AD ~" sin f BD ' 

fo tf3)Ht man burd^ 9bbit{on unb Gubtraetion 



8* 
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sia I EA . cos | EG sin | EB . cos | ED 



sin I AC ~ sin | BD 

cos I EA , sin | EC _ cos^| EB . sin | ED 

*• ^öTfAC ~ sin I BD" ' 

ttnb loirb (ietioon bie dne burdi^ bie anberc btoibitt, fo (<tt matt 

tngiE A tnglEB 

6« tng I EA • tng I ED = tag I EG « tng I ED« 

8entev cr^&lt man burdj^ SRuIti))Ucation bet Proportionen (8) 
ttnb (4) 

sin EA . sin EC _ sin EB ♦ sin ED 
•• siiTf AC« ~ ~iirTBD« * 

Sttfa^* Sßenn in Fig. 162 bfe eine @efante eine Sangente 
geworben ift, fo l^at man f&r biefen $all 

tag I EA« s tag I £C . tag i EB unb 
sin EC sin EB 

sin I AC« "" sin |BA«' 

§. 290- 

aSenn in Fij?« 141 nnb Fig. 148 biefelbe Sonjfruction ^u 
ma^t ijl/ atö im §. 2Ö5, fo ifl naa^ §. 155 

tag|EC.tagfED = ±togHME + MC).iDg|(ME— MC). 
SBirb alfo ME t)erldnaert/ bis bie ^eripl^ierie ia^on in P ttnb 
Q gefcbnitten wirb, fo ijl EP = ± (ME— MC) unb EQ « ME 
-f MC, baber ^at man 
tag t EC . tag |ED = tag f EP • tag f EQ, 

%ani ebenfo l(^at man 
tag I FA • tag I EB = tag f EP . tag | EQ unb e6 ijlalfo 
tag f EA • tag I EB B tag | EC . ta^ | ED, 
unb fo ift biefe einfache Sormel, loeld^e mtt ber Sormel (5) im 
§• 286 ober mit ber gormel (5) im §* 289 einerlei ift, nodi^ auf 
tiac befonbere S(rt hergeleitet werben. 

ÜRan {ann aber audj^ biefelbe Sformel no4^ aui ben im §• 255 
iewiefenen unt^ umgefe^rt aui biefer iene burd^ eine leidste ttmfor« 
mung herleiten. 

3 u f a 6* Gtelftt in Fic:. 142 bie ®e(ne AB auf bem jbuxil^:^ 

meffer PMQ fenfredl^t, unb ift alfo EB «= EA ; fo ^at man 

tag|EB«»tag|EA«»tag|P£.tag|QE»:tag|CE.tiig|DE. 

S. 291. 

tel^rfafi* 3<e^t man bur4^ einen 9>unft E in Fig. 142 mt^ 
me Seinen unb einen SDurd^meffer, fo t^eilt biefer bie ben Gel^nen 
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lugc^trlgen Bo0cii icbrtmal in fob^ jwei SC^Ie, haf hai fhrotact 
ou6 bell SEangcnten ber (salben Steile Ui einen Sogend fo grof 
ift, M hai 9tobU€t atxi ben Sanaenten bet l^alben Sbcile beS anbe* 
Ten fBogenft/ unb au4^ fo grof ijt, aU baS Cerb^ttnif ber 6inud 
bet Steile M jDurc^meiferS/ in xoüdft et burd^ aUe gezogenen @e^ 
nen get^^eilt tt>irb« 

ßtxotii* ^aäf §• 158 ift im 2>reUe EMD offenbar 
8in CMC — ME) 
tng I EMC = rin (MC + ME) ^^^ ^ ^^"^ ^^^ ^"^ ^°g^ ^^^ ^ 
w,,,r. ««^ (MC — ME) • _ . . 

mg f EMD = ^ p (MC + iviE) ' ^^ """ *^ SBmfel EMC 

)um SRafe ben IBogen PC unb ber tBBinfel EMD }um SRafe ben 
Sogen PD ^at, ba femer MC-ME=:PE unb MC + ME»EQ 

x% fo l^at man alfo 

. «.^ . ^«^ sin PE 

1. tngfPC.tnglPD-jjjP^g. 

3{e^t man burd^ ben 9>unft E nocf^ eine jweite @ebne AB^ 
fo gilt von i^r bajfelbe, unb eS iji alfo tng | PA . tng | PB 

s in PE ^^ ,r ju 
= skTQE' *^^^^ ^^^' ^"* 

2. tng I PA . tDg I PB a tng ; PC • Ing | PD. 

Sufat ®te^t etwa bie ®e^ne AB auf bem ;Dur()>meffer PMQ 
fenfrec^t/ fo l^at man 

jsin 'Pl7 

ing|PB«tog|PA=V^(tog|PC.tngiPD) = V^ s"hrQE* 

S. 292« 

8el^rfa|. Stellt man t>on einem fünfte E aufrerbalb bcS 
Jtreifed mefirere Gefanten, wovon aber eine bntö) ben 9Rittel)>un(t 
ge^t, bie ^au))tfe!ante/ fo werben Don biefer bie bur4^ bie übrigen 
6e(anten abgefc^nittenen SBogen iuferlidt^ fo get^eilt, ba§ baS 9>ros 
buct ber Sangenten ber fialben Slbf4^nitte eineö folcben SBogenS fo 
grof {% aU bai $robuct ber Sangenten ber b<^(ben 3(bf4>nitte eined 
anbcren iBogenS, unb auÖ9 fogrof ift, ald bad SSer^altniß ber®inuft 
ber St^eile be6 jDur^me|ferS, in welcbe er bur^^ aSe (Sefanten &n|eo 
lieb getbeilt toorben i% 

flSeweiS* 3n Fig. 141 fei wieber biefelbe Sonfhructtoq, wie 
Im §. 255 ^maöft, bann tfi' im Sreietfe EMA nadi^ §• 153 

. m* A «n (EM - MA) 
tng I EMA s= -: — /i,M ■ n;, A> • cot 1 FMB; 
° * sin (EM + MA) * 

ba aber ber Sogen PA ben SBinfel PMA^ unb ber IBo^en PB ben 
SBinfel EMB mif t, fo ifl . 

. «* . w.« «n PE 

1. tngjPA.tnglPB«^^^-^. 
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fiBirb nod} eine Gefante ECG geiogeit/ fo i{i a\x6t tng | PC . 
tng I PD = . ^- unb alfo 

** * sin Q£ 

2* tng I PA . tag I PB » tag I PC . tag I PD» 

3 Ufa 6* SBenn in Fig. 143 bie eine ®efante tu einet Sangente 
EG getootben i% fo ift alfo 

tagt EG = V^Ctog iPAtag I PB) «V^ 5^QE- 

§. 294. 

Se^rfag« X)ie Gotangente eines SBinfelS, »eichen eine SSe^ne 
mit einem Surd^meffer beS J(reifeö mad^t, unb beffen Sdi^eitel im 
Snneten beS XteifeS beftnblt((^ ifl^ ifl gleicf^ bem &)fi[nu$ bei <^aupt:s 
bogen», Yoelcbev ben Scheitel beft SßinfelS mit bem üRittelpunfte 
bed JKreifed loeibinbet, muUiylicirt mit ber Gotangente bet b^^lben 
Summe ber beiben Kreisbogen, toelc^^e ber SSintel unb fein SSerti^ 
fatffiinlel intercipirt. 

{Beweis* 3n Fig. 164 fei M ber 9RitteI)>un!t beS AreifeS, 
PQ ein S)urcbme{fer, mit xotUftm eine anbete @elj)ne AB ben SSSin^ 
fei PEA = BEQ = E mac^e, ME fei == e; \>on M fiOe man 
baS iotff Mm auf AB, unb jiebt man noc^ bie Slabien MA unb 
MB, fo ift baS gleic^fd^entelige S^reied AMB burd^ baS iot^ Mm 
in )U>e{ fpmmetrifcbe re^^ttointelige jSixiMt getbeilt« 

JDer aSBintel PMB 1)at aber jum ÜRafe ben Sogen PB»180<> 
— QB unb ba AP bat SRaß beS Sßinf eis PMA ifl, fo ift alfo baS 
SRaf beS SStnfelS AMB » 180<) — QB + PA, unb ba ber SBin^: 
fei mMA bat)on bie £&(fte ift, fo ift fein SRa^ = 90'> - 1 QB 4. 
I PA, »irb bi<n>on ber «ogen PA fubtrabirt, fo bleibt 90« — 
i (QB + PA) als baS 9Rap beS SßinlelS mME. 3m re^twinfeli# 
gen SDreiecfe MEm ijl nun aber cos ME = cot E . cot mME, 
alfo 1)üt man cos e « cot E • tng | (QB -f PA) ober aucf^ 
cot£»cose.cot|(PA + QB)«cos J(EQ— EP).cotJ(PA+QB), 
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Sebrfa^* S>ie Gontangente eineS SBinfelS, welcl^en mit einer 
burd^^ ben Sßittelipunft beS AreifeS gebenben ®e(ante eine anbere 
Sefante madj^t/ ift gleidi^ bem SofinuS beS ^auptbogenS/ toel^^er ben 
!Dtittel))un!t beS itreifeS mit bem au^erbalb beßnbli^en ©d^eitel beS 
SBintelS t)erb{nbet/ multipKcirt mit ber &>tangente beS ^aVbvx Un^ 
terf4>iebeS ber beiben JtreiSbogen, welcbe ber SBinfel inter(if)irt 

eeweiS. (SS feien EAB unb EPQ bie beiben Qüantm in 
Hg* 165, tooDon bie (e^te burd(^ ben Wtitttlpnnlt M gebe; man jiebe 
biefltabien MA unb MB, unb f&Ue baS fot^ Mm auf AB, bann ift 
PA + AB + BQ SS 180«, alfo AB = 180» — PA — QB, 

15 
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ba(ct {|t ta« SRafl beS maos AMm = 90» — $ PA ~ i QB. 
SBitb Wm ket »ogen PA abbirt, fo bat man 90«— {(QB— PA) 
M bai ÜRap beS SBinfe» EMm, unb ba im SDveiede EMm iff 
cos MEtscot E • cot EMm, fo {flcose«cotE. tng|(QB— PA, 
tvenn ME mit e bejetcbnet toivb, ober aucb 
colE=co8 e . cot| (Qß—PA)« cos{(EQ+EP).cotKQB— PA) 

3ufat 1* Sft e ber 9tab{uft beS ittetfeS, fo tfl PA = o unb 
man tt^lt bann miebet bfe ff>ectelle S^rmel bed §• 275. 
©le gormel cot E = cos e * cot $ (Qß— PA) gilt ojfciu 
bot and) bann hocb, totnn bie $un(te B unb A {ufammen^ 
faUen unb {tc^ alfo bie ®e(ante EB in eine Sangente ws 
xoanbziu 

3ttfa(i 2* 3n Fig. 164 iß tng Em » tng Em • cos E, aber 
Em s= I (EB — EA) unb EM= | (EQ — EP), alfo f)<tt 
man tng f CEß — EA) = tng | (EQ — EP) • cos C. 

3n Fig. etbilt man auf ibnli^^e Hrt bie Sormel 

tng $ (EB + EA) « tng | (EQ + EP) cos E. . 
3ttfa| 8* 3n Fig« 164 ifi sin Em = sin. EM sin EMm, 

allbsin I (EB — EA)«sin| (EQ-EP)cos \ (QB + PA) 

unb in Fig. 165 ifi sin | (EB+EA) = sin f (EQ+EP) 

cos I (QB— PA). 
3ufa6 4. 3n Fig. 164 iß cos EMm s=: cos Em « sin Eobet 
^ sin f (QB + PA) := cos f (EB — EA) » sin £ unb in 

Fig. 165 ifi ebenfo sin > (QB— PA) = cos | (EB+EA) . 

sin E. 
Sttfati S« ^a nacb Bufa^ 2 ifi in Fig. 164 tng HEB— EA)« 

tng I (EQ— EP) cos E unb alfo anöf 

tng { EP-tpg I EA _ tn g \ EQ-tn g f EP 

1 + tng| EB.tnglEÄ "" 1 + tug^EQ. tng|EP^®'^'' 
ba ferner tng | ER . tng | EA == tng | EQ . tng f EP 
ifi/ fo faOen bie gleicf^en §tenner m^, unb e9 ifi 

1. tngjEB — tngiEA=(tng|EQ— tnjg|EP).cosE. 

Sbenfo ftnbet man f&r Fig. 164 bie formel 

2. tng I EB -f tng | EA=(tngi EQ + tng J EP) cos E. 
Sie Sormel 1 tfi einerlei mit 

jAüJ (EB-EA ) _ sin | (EQ-EP) 

cos|EB. cosiEA "" cos |EQ«cos|EP ' 

ba sin f (EB— EA) = sin f (EQ — EP) cos { (QB + PA) 
\ft, fo ^t man nodf^ 

cos f (QB + PA) cos E 



' 



cos^^EB «cosf EA ~ cosfEQ.cosfEP* 

tmb fät Fig. 165 ftnbet man auf i^nlid^e Skife 
cos I (QB~PA) cos E 

^ coi S EB • cos I EA ~ cosJEQ.cos |EP * 
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Serben tiefe Formeln noc^ mit ber %oxmü 
mg I EB tng I EA = tilg J EQ tng J EP «etbunben, 
fo erhalt man noc^ 
cosKQB + PA) cos E 

^- 5^1 EB^sinlEA - si]i|EQsia|EP ^'^ *^*ß' *** «** 
. cosH QB— PA ) cos E . 

•• sinl EB.sinf EA ~ sinjEQsia|EP '"* ^'S* *** 

SfuS btefen Sormeln in fßrrbinbung mit 3 unb 4 l^ot man 
loeiter 
cos I (QB + PA) cos^ 

^* cos I (EB + EA) •" co8|(EQ+EP) ""* 
cos I ( QB + PA ) cos E 

cos fTEB^^A) ~ cosl(EQ-EP) ^^ ^^^* *** 
cos |(QB~PA) ^ cos E 

cos|(EB + EA) ~ cos|CEQ + EP)' 
cos i(QB-PA) cos E 

cos I CEB— EA) •" cos|(EQ— EP) ^"* ** *'*^ 

Kufgabe« 9)tan foQ ben Bufammeniftans unter ben SBinfeln 
ftnben, tvel^^e }n>e{ Zongenten dneft Areifeö mit einem burdj^ i^ren 
64^eitel ge^enben <^au)>tfreife mad)ttL 

Slttflifung. 3n Fig. 166 feien PA unb PB gwei Spangen* 
ten eineft JtreifeS, unb burc^ ben Sd^eitef P il^reS SBinfelS gefie ber 
«^uptbogen XY im inneren be« Sßinteld APB. ^an üt^t n^ 
bie Siabien MA, MB, femer na^ bem @di^eitel beS mnUti P bie 
Sinie MP unb auf XY baS fot^ Mm ; bann i^ im 2>reie(!e PMA 

sin MA » sin PM . sin APM, 
unb im iDreietfe PMm iji sin Mmss^in PM * sin mPM; ba< 
(er (at man 

sin MA sin APM 

sin Mm sin mPM 

Se^eic^net man nun ben {RabiuS M itreifeS mit r unb baS 
Sot( Mm mit u, fo ifl alfo 

sin r sin f APB 

sin u sin mPM 

Bejeicl^net man femer bie Sßinfel APT unb BPY mit a tmb 
ß,j0 ift kPB^a + ß^ alfo MPA»|(a + ^, baber ifi mKM 
=U^+ß)—a » I (ß—d), folglich bat man bie ®U\äfnni \ 

sin n sin | (ß — d) 

sin r "^ sin { (ß + d) 

15* 
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Cr^At man Me ®MdfunQ )um tluabtate unb fubtra^irt man 
{tc auf beiben Griten wn üini, fo iat man 

sin r« ~ sin|0? + Ä)» ^' 

sin mn • sin mn' sin o • sin ß 

*• 5m7» - sin|(/9 + a)>' ^^ 

sin mn • sin mn' sin APY • sin BPT 

sin J nn'a "" sin | APB« 

Semer folgt aus ber ©kfd^ung (l) 

sinr — sinn ^^ Bin {(ß+ d) -^ sin l Cß-^^^^ 

sin r -f sin u ** sin iCß + a) + 8inl (ß—d) 
tng I (r— n) _ tng | g 

• tng|(r + u) ~ tngl/y' 

iBeftnbet ftdi^ bie Sinie XY auf erbalb beS SSinfe», bur^^ bejfen 
Cöfütü fte gebt/ unb alfo aucb aufierbalb be$ iCrrifel, wie tn 
Fig. 167/ fo gelten bie t)origen Someln ebenfaQS, unb bte Spttld^ 
tung f&r biefen S<^U jUmmt mit ber vorigen iiberein* 

SInmetfung* Sin SSBinfel, in beffen Snnetem ftc^ ein JCretS 
beftnbet/ unb beffen 6(l{^enfel Xangenten biefeft iCrrifed ßnb/ brife 
ein um ben <fttri6 gefd^^riebener aßinfel. 

§. «97. 

Se^rfa^. @inb }»d SBinfel um benfelben Stxtxi aefc^rieben, 
unb iiebt man but4^ i^re ®(beitel einen .^au^tbogeu; fo tbeilt biefer 
leben SBinfel (innerlich ober &ußerli4^) in {toei Sbrile, fo, baf er« 
ftenft bie @inu& ber b^^I^en ttnterf^iiebe ber Sb^^I^ biefer Sßinfel 
^ ftu rinanber t>txf)aüzn, wie bie @inuS ber ^aVbm SBinfel felbfl; 
5n>eiten8 bie $robucte ani ben ®tnu8 ber Sbrile ber SBinfel flcb vi 
einanber i^erbalten, wie bie ^uabrate ber 6inuS ber b^^Iben fB&inn 
fei; enblicb brittend, bafi bie Sangenten ber b<^(ben Sbeile beS rinen 
SBinfelS proportional finb ju ben Zanf^mttn ber ^aVbm SfytiU beS 
anberen ^infefö. 

SB e weis* Siebt man in Fig. i66 unb Fig. 167 t>on dnem 
anberen fünfte P' im «ßauptbogen XT bie 2angenten P'A' unb 
P'B', unb fefet man ben SBinfel A'FY *= «', B'PT= ßT, fo i% 
wenn bie &brige IBeieidi^nung beS §. 296 beibel^alten wirb, 

sin n sin | (ß — o) sin u sin j 0''— a > 

sm T sm| Cß-^ä) sm r sm | (^ •}• a > ' 

sin I Cjg— tt) _ sin | (ß^—ay 

«in I 0»+ a) ~ sin I (/T + o')' 
^ ^ sin mn • sin mn' sin APY . sin BPY 
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ün mn . tin nm' sin A'PT . sinB'PT 



alfo 



sin r« sin | A'P'B'» 

sin APY , sin BPY _ sin aVy ♦ sin FFT 

sin f APB« ~" sin J A'Fß'» 

(art,n« iH -^^ = ^-^gJ^'7"^ unJ) au4 
* ^ ' tng I /* tng i Cr + «) ^ 

___-— 55 — . r—r--. — r, tUtb fttfo 

tag ? P tag I (r + u)' 

tag I « __ tag|o' 

tagl/» tag J/J' 

Bufa^. Sic^t man oom §>unfte m tMi Me Sondenten m/« 
unb w, fo tna^ f!e mit XT bie SBinfet vmY<s/S" unb 
|umY=a", unb ba nun a"+/J"el80»alfo*o"+/>"=90», 
i|l/ fo ip /S" = 180» — o", alfo | (/T' - a") = 90» — o"} 
unb alfo 

I. cos o := -: — , . ., , ^ , 

sin 1 O'+o)' 

sin a . taa ß sin a"' „ 

*• sin 10»- 5 = ^^STIPS = ^ß « '' 

tngfa . 

tngf/? "'S* 

Snmettung 1* JDie Dorftel^enbm ®2|e finb nut t>et:: 
fddtebene Sonnen beS SluSbmdtS dneS eimigen/ loeU^er bet 
ted))toIe iDon bem im §• 255 bmiefenen Ga^e i% unb aud^ 
baraud auf eine einfache Vrt but(|> Sonfhuction bed recü>ro<: 
f en XrdfeS l^&tte hergeleitet »erben Ihxcavx. S>te bdben ®&^ 
erfdddnen nod(^ gld4!(autenber, wenn xaaxi ftct^ ni(!tft bie ttm 
ben J(rett gefdl^debenen Sinfel APB unb A'P'B', fonbem 
tbre iRebenwintel Don ber einte XY getbei(t oorßeQt 2>ie 
jwdten ®4fen{el biefer Slebemoinlel ftnb bann Sangenten eis 
neS anberen JtrdfeS, toeli^er ber (SegenfrdS beS ^en ift. 

S( n m e r ! u n g 2* 2>{e ^ier bezauberten Sormdn gelten a\xöi 
uuDet&nbert im analogen SaOe ber ^lanimetne/ unb ftnb aud^ 
in biefer «^inftdjit no^ neu* ®{e brfiden au^^ bort baS tRu 
dyrofe t)on bem 0efe^e aus, nac^ toeldj^en bie auft benS^ei:: 
len ^tpder fldS^ fdj^ndbenben ^e^nen eines J(re{fe0 confhntirten 
Stedl^tecte gld^ grof {tnb. 

S« 298. 

Se^rfa^* Sielet man i^on ieber 6(fe dned £)re{edS PQR in 
Fic:. 1^ unb Fig. 169 m dnen itreift ^n 9>aar Sangenten, 
fo werben bte asinfet biefer Sangenten ^^^aare von ben 6d$ 
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teti beS IDtcletf» PQR {nn(rn<^ ' ober a\x^ iu^txli^ fo get^^eitt, 

sin aRQ «sin bPQ sincQR.sindQR sin eRP . sin fRP _^ 
fmaPRTsmbPR * sincQP.sindQP * sineRQTsinlRQ ~ '* 

IßtxotU. 9ta4^ §* 297 ^at man bte folgenden Proportionen 

inaPQ^ittbPQ _ ysi n | aPfa v« 
iircQPT8io"dQP ~ Vsin | cQdA 



s 
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incQR.sindQR ^ / sin f cQ dy 

sin'eRQ rsin fRQ ~ Min i cRfA 
sineRP^sinfRP _ y sin | cRf v« 

i^aPR.sinbPR ~ 'sin|aPb/> 

uttb werben bfefelben mit einanber multipUdrt, fo erhalt man o^ne 
Seitered bie im @a|e aufgejieOte Slelation. 

SInmerlung. j£)iefe aQgemeine Stelation ifl offenbar bte rc» 
ciyrofe oon ber im §. 270 bewiefenen abmieten, unb fo aOgemein, 
baf fie sugteicf^ t)on ben ebenen unb fplfiarifc^en itegelf^^nitten uber^ 
(aupt gilt. 

& 299. 

Se^irfag* ffienn man bie gegen&ber{te()enben dden eineö um 
üaetx Xxzi^ gefc^riebenen Secbftedd burc^ ^auptbogen oerbinbet, fo 
f4ineiben ftcf^ biefelben iebeSmal in Cinem fünfte. 

fBen>eiS. 3n Fig« 109 fei PR'QP'RR' baft um ben JCretS 
gefc^rtebene SSec^detf; a, b, c» d, e, f feien bie U^i IBerubrung^ 
fhtntte, wot)on in [eber ®eite bed 9it6)iidi einer enthalten ifi; RR', PP*, 
' QQ' futb alfo bie Sinien, wobur4^ bie gegenuberßet^nben Sdtn ha 
9kS)itdi mit einanber loerbunben worben, unb n)enn {le gejogen 
toerben, fo ift }U betoeifen, bap {te ^ in (Sinem fünfte f^^neiben« 

SSan jielt^e no(f^ bie brei 2>iagonalen PR, PQ unb RQ beS 
etdßO^, fo entfielt bad 2>reie(f PRQ; ba {t^ nun bie Sc^eitel^ 
Sinien QR\ PK unb RR' beffelben in 6tnem fünfte R' fc^nefbei^ 
foifl 

sin R'RQ sin bPR sin cQP J^ 

sin R'RP ' sin bPQ * sin cQR "" ' ^^^ 
sin R'R Q _ sin bP Q sin cQR 

'• sin R'RP ~ sin bPR * sin cQP* 
2)a ftd^ ferner bte 64)ettekS{nien QQ', RQ' unb PQ' im 
f>unfte Q' fc^neiben, fo ifl 

sin Q'Q R sin aPQ sin fRP ^ \ 

sin Q'QP ' sin aPR * sin fRQ "" ' ^^^ 
sin Q'Q P _ sin aPQ sin fRP 

*' sin Q'QR ~ sin aPR * sin fRQ ' 
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T>a fl(b tnWdf bt< tvd ed^tth&nitn PF, AF tmt QF im 
fünfte F id)nübm, fo i# 

sin FPR sin eRQ «ndQP _ 

sin FPQ * iin cRP * smdQR ~ ' ^^^ 
sin FPR sin eRP sin dQR 

*• sin FJPQ ~ sin eRQ * sin dQP* 

ffierben nun biefe brd 9>rot)0¥tionen tmiltipMtt, fo ift olfo 

sin R'RQ sin Q'QP sin P'PR _ sin bPQ sin cQR 

sin R'RP * sin Q'QR ' sin FPQ ~ sin bPR * sin cQP * 
sin aPQ sin ffiP sin eRP sin dQR ^ - c ««« ü 

SSTIM • rilSTRQ • ü^lSq • STdQP' ""'^ *^^ "^* ^'^^^ 

sinaP Q.sinbPQ sin cQR, sin dQR sineRP^sinfRP _ 

sinsPR.sinbPR ' sin cQP • sin dQP ' sincRQ.siniRQ ~ *' 
fo |t ülfo au4^ 

sinR[RQ sin Q^QP sin FPR 

sin R'RP • sin Q'QR * sin FPQ "* ' ' 

Met f4^neiben ftc^^ mbli^ auöf bic btei Gc^dtel^^inien PF, QQ', 
RR' in einem 9>unlte. 

i 800« 

Siefe« Xl^eorem; beflen Ctfuibung in ber Planimetrie man 
Criam^on jufcftreibt/ gilt ebenfalls t)on ben ebenen unb fpl^&rif^en 
itegelfd^ttten übzx^anpt, unb ber Bemeit (ann in iebem %aUt ol^ne 
bie gerii^fle SIb&nberung auf bie Dorber angegebene SBeife audj^ M 
ben Jteg((f(bn{tten gefäbtt »erben* Sfemer ifl biefer ®a6 ber recis 
yrofe t>on bem im §* 271 unb §. 272 betoiefenen ®a<&e 1>a8cal» 
vom eing(f(^riebenen &td)6tdt, unb fann oufi ibm bergeleitet werbem 
S>a tiefe {)erleitung ge»i^nli4^ bnx6f bie SRetbobe ber recit)ro# 
fen 9oIaret gefdi^ieliit/ fo mag ^ier biefer Verleitung eine onbere^ 
burcl^ eine tiod^ einfad[^ere ÜRetbobe beS ^pifaxi\d)in 23ualiSmu$ ge« 
gen&bergejteOt werben*' SBeil fi(^ bie gegen&berfie^enben Seiten eis 
na @e4)de(l£ im J(reife in brei 9)un{ten fcbneiben. welcbe in (Sinem 

J^auptfreife liegen/ fo conftruire man }u biefem Jtreife ben reciyro« 
en Arei« na^ §• 274, bann ifi iebe üdt be« i^origen ®e(^SedM 
baS Gentrum nneS J^u^tfreifeS, toeU^er ben jweiten Jtrei» ber&^rt 
unb biefe fec^l Sangenten U^ivmtn ein SecbSecf , welches um ben 
{Weiten Jtrei« jefcfn^iebeh ift; bie üdm biefe« ezdfitSi ffnb umge^ 
lebrt bie SRititipunfte ber Geiten be« erflen et^itd^i fd()ne{ben 
^ nun jYoei jegen&berfie^enbe Seiten bed erfien &tdf^zdi in tU 
nem fünfte , p ifi biefer $unft baft Gentrum eine« «l^auptfreifet/ 
loehf^er burd^ itoei geaen&ber{ie|^be Sdvx M ^weiten &tdfitd^ 
ge^t/ unb ba ^ bie Drei fünfte, in welchen fic^ bie brei 9aare 
gegenfiberftel^enber Seiten bee erfien Sed^«e(f< f^^neiben, in Ginem 
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Jßaup^ogen bejfnten, fo fi^nelbeti {tc^ Me btet ^auptfreife, beret 
9l{ttelf)un!te iene brei 9>unfte {tnb, unb bie burd^ bie gegenubecfb 
l^enbett Seiten bed itoeiten Sedj^detfS gebest/ in 6inem ^unlte. 

83enn aber fedj^S fünfte auf bem Umfange etne$ itreifeS <ii$ 
genommen ftnb, fo gibt ed nacb §• 273 fecbSjig ®e(b&e(fe, woton 
lebed biefe fe4)d fünfte ju Sden b<^t, ttnb ju iebem folc^en ©ecbSele 
gel^Srt ein/ aber nur m. reciprofed; baber \^X man überbauet fedS« 
)ig ®e4lSe(fe/ n^etcbe um ben reciprofen JCreiS gefc^rieben {tnb, tnb 
ibn in benfelben fecb^ fünften feiner 9)erivb^< tnit ibrett @etm 
ber&bren; e5 geftattet alfo bad vorige SSb^orem eine fe^^djigfacl^e Ski? 
»enbung* 

Son ben iCegeIfd()nitten iiberbau)>t fann ber vorige SetoeiS ebin^ 
faOft in t)6lliger Übereinjiimmung gef&b^t werben« S)iefe ^erleiting 
iji aber fo einfacb/ baf fie au4^ auf einer Augel bequem in i(rer 
t)oO{tinbigen gra;pbifcb^n ^(u^fubrung in finnlic^er &>nfirttction @(^ntt 
tor ^iß\\X nacbgewiefen n)erben fann* 

SBSiU man bie SRetbobe ber reciprofen 9)oIaren antoenben fo 
fie^t aucb Ite ber (Spb&^if iu ®ebote, unb ba ibre S(nn)enbut9 m 
ber Spbi^if nicl^t i»em>i(!elter alS in ber Planimetrie ifl , fo |tebt 
xa<kix alfO/ bag Kn ber @))b&ri{ eine gweifacbe SRetbobe ber 9ieii)ro$ 
cit&tanwenbbarift, wotoon aber berienigeu; toelcbe oben gebrau(bt n>or< 
ben ift, unftreitig ein grofer SSorjug toor ber anberen geb&b^t; nur 
gibt ed }u ibr (ein Sfnalogon in ber Planimetrie , ober xaim 
m&ßte ficb aUe geraben Sinien ald ^auptboaen auf einer JCug;! Dorss 
lieOen* Siber biefer 9tei(btbum ber @))(^&rir an 9Retboben na^t {te 
lel^rreid^er/ intereffanter unb iiberbau))t loicbtiger afö bie ^laiimetrte, 
beren weitere S(uSbitbang burd^^ bie ber ®)>bari( bebingt wtb, loie 
baS x^^ ber Sfnmerfung 2. ju §• 297 erwdbnte SSeifpiel/ unb eine 
ÜRenge anberer^ toelibe jum S^eil nocb intereffanter feir b&rfteu/ 
}ur €(en&ge jeigen. 

jDiefer ni(|)t f&r Sfnf&nger bejKmmte |>aragra)>^ mag t)on i^nen 
fibergangen werben. 

3ufa^. <Sinb 12 ^au^tbogen ber Sage nacf^ gegeben, unb u>ets 
ben {te verlängert, \A% fte fi^^ gegenfeitig f4ineiten, fo erb&It 
man \ n (n — i) 2)ur(bfd(>nittS$$unfte/ wenn ton jwei ®e« 

Senpunften iebeSmal einer weggelaffen wirb, uib wenn mm, 
ie 9ol9gone j&btt/ beren iebeg iene n^auptfogen, wenig« 
jlent ber &age ober Sticbtung na4 ju Seiten '^^i, fo ift bie 
SRenge biefer 9)ol9gone == 1. 1 • 2 * 8 • • . • (ti--2) ♦ (n— 1). 
S)er JBewei6 lann ebenfo gef&brt werben, nie im §• 273/ 
aud^ folgt er unmittelbar auft bem ®a^e im §• 278, wenn 
xs^"^ f!^ nur borfleOt, baf bie bortigen Polygone bie reci# 
yrofen von ben Ij^ier in Siebe fiel^enben {tnb. 



i 
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S* 301. 

Aufgabe. fBtotn bie t){ev Seiten efneS in einen Sxzii %u 
f4^riebenen SSietetfS eine fünfte Gebne ober ®e(ante fcbneibet/ fo 
ibt e6 fecbS Xb^ifpunfte auf biefet ®^ante, unb man foll eine Sorntel 
ixt ben dufammenbang unter ben ®rif en ibrer WiziU finben. 

STuflifuno« 3n Fig« 170 fei ABCD Hi SSiered im itreife^ 
unb QQ' eine fünfte @ebne, toelcbe gioei ®egenfeiten beS SSieretf^ 
in P unb P' unb bie beiben anberen ©egenfeiten in R unb R' 
fcbneibet ÜRan i^erl&ngere pei gegenfiberfiebenbe ©eiten, AB unb 
DG bis jum @(bneiben in M^ fo iji MRR' ein £)reieä, oon beffen 
@eiten eine iebe ben jtreid n ^wei 9)un{ten fd[fneibet j ba^er i{i mif 

§. 270 

sin RC . sin RD sin MA .sin MB smJl'QV^jinR'Q 

sin MC . sin MD * sinR'A . sin R'B ' sIdTÄQ' . sin RQ ^ '* 
Semer b^t raan 

sin PR sin RD sin MA ^ - . 

-: — ^Sd7 = "* — iCiK • "^ — orr w*^b ebenfo 

smPR sin MD sm RA 

sin FR sin RC sin MB - ^ „ 

ü^¥k = STmc • shTFB "^* §• *^ 
unb toerben biefe Sertl^e in bie erfie Sormel gefegt, fo \at man 

sin PR sin yR sin R^Q^ sin Kfj 

sin PR' * sin FR' * sin RQ' * sin RQ * *' 

unb biefe 9to)>ortion ifl mit ber ^rmel 5 im §. 237 aanj biefelbe» 
Slud^ im §. 237 würben bie Seiten beft SSiered« ABCD in Fig. 127 
wx einem .^auptbogen in P, Vy R^ R% gef^^nitten, ber sugleub bie 
beiben 2)iagona(en BD unb AC in Q unb Q^ fcbnitt; ieftt ift alfo 
ftatt ber beiben diagonalen ^ itreiS an bie Stelle gefegt worben, 
unb xMXi fiebt baf bemungea^tet bie Sorniel felbfi ni4^t ge&nbert 
iporben i% iRwx barf ober aucb einen toiltt&rlicben f))b&riftben SU» 
gtlfi^nitt fubfKtuiren, unb nicbt nur bie Sormel felbft, fonbem aud^ 
bie S(rt ibrer Verleitung bleibt gan) biefelbe, tote fe fo eben Statt 
ge^nben bat 

(Sine anbere, aber gtei(bbebeutenbe Sormel erb&It man, wemt 
man bie ©egenfeiten AD unb BC foweit t>er(&ngert, bi$ fe {td^ 
fc^neibem 

3ufa$. 9fu^ bie geometrifd^e SDeutung ber er^alttnen aOge» 
meinen %otmt\ iji ftbon im §. 238 angegeben worbem Se* 
gen ber gerinaen Statt ftnbenben äinberung mag fie bi^ ^^ 
einmal autgefprocben toerbem Schreibt man in einen itrei« 
ein beliebiges SieredC ABCD, unb w&bU man einen beliebig 
gen Dunft X, ma in fBejug auf ibn bie brti f^lgenben 9o$ 
laren ju confhruiren : 
er{len< bie 9>oIare ber beiben Seiten AB unb DC, 
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imitmi bic |)oIare bev beiben Gelten AD unb BQ v 

britten» bie |>oIaTe M Axti\a, 
fo f4^neiben f{(^ biefe brei polaren iebeSmal in 
Cfnem Duntte. 

2)a {!($ nut^ wenn ber 9un(t X feine Sage inbevt, audft 
bie 0li4)tungen bet brei polaren inbem, fo if! bat wtfbti 
benbe, aud|^ t)on aOen Jteaelfcbnitten geltenbe 2i(ieotcm in ber 
ft^at fe^r aOgemein unb nruc^tbav an Solgetungen. 

3 Ufa d 2. 3n STnwenbung ber SRetbobe be« fp^&rifc^en 2>ualtts 
mu6 ftnbet man auS bem vorigen Ga6e foglei^^ ben folgen^ 
ben* 8Benh man um einen Xxtii (uberbaupt einen AegeU 
fcbnitt) ein S^iered fcfireibt unb einen wiUfftrlidt^en ^aufU 
frei« )iebt; fo fc^^neibet biefer bie beiben ^Diagonalen be« SStet» 
tdt, unb n>enn man ju ben brei f)unlten auf ieber S)iago$ 
naie ben vierten b<(nnonif4^en SKbeiI))unft unb auc^ ju bem 
»iOförlicben ^aut>t{reife ben $ol be6 itreife» bejKmmt, fo 
Hegen biefe brei fünfte iebe<mal in (Sinem |)aupt(retfe* 

i. 302» 

Aufgabe. IBemi Dict Gefanten eine» JtreifeS von üinem 
fünfte ausgeben, foQ mon ben Sufammenbang unter ben ®r&9cii 
ber Areiöbogen ftnben, n>eU^e von ben Getonten interciyirt iverbetu 

Kuflifung. Sßenn in Fig. 171 (eine ber @e(anten bun!^ 
ben SRittelpunft gel^t, fo jieliie man bur4^ ben aRittel))un(t M bie 
tanfie ^efante PQR, femer fei 

. sin I CD • sin { AB m 

«inyiC . sin i AD *" n' 
fe^nn m ri ni(QD^QC).sini(QB->Q A) _ m 
*^""*<* sin|cQC-QB),sin|(QD--QA) " n' '*^'^"^'*^^ 

man ju ben Gotangenten übergebt, 

(cotIQC— cotIQ D) (cot I QA — cot \ QB) m 
(cot i QB — cot I QCTCcöT i Q A — cot J QD) ^ n * 

9htn iß ober nadi^ §• 290 

sin QP 
tnglQAtnglQA'« ^^^-^ ober au(» 

cot S Q A «a -:; — j^ ♦ cot J RA . 
• ^ sin QP * 

ikin RP 

Ceftt man alfo jur abffirjung ^ gp = k, fo ifl alfo 

cot I QA a= k . cot I RA', unb ebenfo 
cot 1 QB « k . cot I RB% 
cot } QC « k . cot J RC, 
cot I QD » k . cot I RD'; 



— 836 — 



toerben aber tiefe fSert^e in bem oorigen SluSbrudfe fär — fubfh's 

tuirt; fo (ebt ft<l^ bet Jactor k> im Qilfylfx unb 9lennev auf, unb 
man ereilt alfo 

(cei \QC— cot I QD' ) (cot | Q A' — cot | QB") _ m 

CcotiQB' — cot J QC) (cot | Q A' — cot | QD') ~ n ' 

ober wenn man tvieber m bem ®inU9 Aberaej^t, fo iß 
sin I CD' • sin J A'B' m ^ ,^ 

sin I B G • sin f A D n ' 

sin I CD , sin | AB _ 8in|CD\sin| k'V 

*• sinlBC.sin^AD ~ sin | B'CT . sin | A'D' * 

SIbbirt man auf beiben Seiten dini, fo ftnbet man na(|i §• 182 

sin| AC,sin|BD _ sin J A'C . sin | B'D' 
*• sin|BC.8in|AD "" sin J B'C . sin f A'D" 

unb »irb bicfe ^o))ottion bnxH) bie torige bioibirti fo l^at man 
enbli(^ nod) 

sinfAC.sin |BD _ sin ^ A'C >»in|B'D\ 
'• sinlCDTsinf AB "" sin | CD' , sin f A'B' * 

äufat* £){efelben etl^att man, unb ^toax auf ganj gleich SBeife, 
»enn in Fie. 172 be( ^unlt P^ butdi^ toeld^en bie loier &t^ 



rie 



nen gelten/ fti^ im 3nneven beS Jtreifed beftnbet 

r 303. 

Cel^rfa^« SSenn ftc^ brei Seinen eines iCteifeS in (Sinem 
fhtntte fctineiben, fo t^Ien fle bie $eri))^erie in fedj^S SEbeile fo, 
bafi baS 9tobuct betr @inu9 ber ^il^en i»on brei abtoecbfelnb q^ 
ttommenen Steilen ber 9>eripl^erie gleidj^ ift bem ^obucte bet Sinui 
bet i^&Iften bet brei fibrigen Sl^eile* 

iBeweiS. G^ineiben ftc^ in Fig. 173 bie brei Ge^nen AA', 
BB', CC im fünfte O, fo i{i nai) §. 286 

sin l AO . cos | OB' sin l Äff 






cos i A'O . sin | OB ~ sin J BA'* 
cos I OB « sin | OCT sin | BCT 



sin i OB' . cos f OC ~ sin | OB' ' 
sin I OC ♦ cos f OA' _ sin f CA' 

^* cos IOC . sin I OA ~ sin | AC 

imb werben biefe brei Proportionen multi))licirt, fo erlitt man 

sin I AB* sin|CA' sin | BC tng { OC . trig | OC 

sin i"BA' * sin j AC * sin | CB' ** tng*i OB . tng | OB" ""^ 
ba nac|^ §. 286 tng | 00. tng | 0(7 « tng { OB • tng f OB' 
Ifl, fo iji alfo auA 
sin^VB'.sin|CA'.siniBC«sin{B'C.sin{A'B.siniCA 



unb 
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3ufa<i 1* 8tttltt))Udrt man )^en in be? obigen SM^trns tot^ 
(ommenben ®inu0 mit bem ®tnu< M iCreiSbaibmefferS, fo 
et^&It man \tMmal ben SinuS bev b<(Iben Gd^ne eineft So* 
gen<, unb biefe fed!^^ @ebnen machen rin (5e(^&ed AB'CA.'BC, 
wel^cft in ben Jtreid gefcbrieben i% jDabet (ann bei obige 
Ga(i audS^ fo auSgefproq^en »erben : Sßenn ftd^ bie brei S^iuxpu 
biagonalen eines in einen JtretS gefcbriebenen ©ecbdedö ia 
einem fünfte f^^neiben, fo ifl baS $robuct bet ®inud bei 
^Alften Don brei abwecf^felnb genommenen @eiten beffelben 
oleid^ bem 9>robucte ber @inui ber i^&Iften ber brei fibrigm 
Seiten* 

Sufat 2. aSenn bie 9eri))(erie eine« itreife9 burcfi brei 6e^ 
nen in fe(|)ft Sbeile fo getl^eilt »trb/ baf bat $robu€t ber 
SinuS ber $&Iften t)on brei abn)ed[)felnb genommenen Sbei^ 
len ber 9)eri)pli^erie fogröf ift, ali bat 9>n)buct ber®inu8 ber 

lüften ber brei fibrigen W)tiU, fo f4»neiben fu(> bie bcei 

ie^nen in Sinem ^nnltL 

Sttfaft 8* Sielet man femer bie 2)iagona(en AC, B^A', CB, 
A'C, BA, CV, toü^t ft(^ in a, ß, y, S, c, ij fc^neiben, 
fo flnb biefe 9>unfte bie (Säen einet neuen et^iti^ unb 
bie brei .^auptbfagonalen iß, ai, yti biefet ^täfüH f^net^ 
ben ^ nat!^ §» 272 in bemfelben fünfte O, in n>el(bcm 
{tcb bie 2)iagonaIen AA', BB', QC fcbneibem 3m Gecbtetfe 
aßyStfi l&ft f[(b bie Dorige ßonfhuction wieber^olen, unb et 
f^neiben ^(^ alfo im 9un{te O bie brei <^att)>tbiagona(en 
t)on unji^Iigen ®e^te(fen. 

Knmerfung. S){e analogen @&|e loom Areife in bet 
Planimetrie, rozli^t toenigftent jum S^eil neu ftnb/ .tour^ 
ben mir t>on bem .^mn fBobenmiOer m&nblid^ mitge^ 
t%AlU 2)ie @&^e im Bufa^je 8 ftnben in ber Seigre toon ben 
iCegelfdi^nitten eine (Enoeiterung ; benn wenn ein @ecbte(f in 
einen i(egelf(bnitt/ unb }ugleicb um einen anberen^ftegelfc^nitt 

f|ef(l(;rieben ifl, fo gelten t)on i^m ebenfollt bie im britten 3u$ 
a^e aufgefteOten S3e^au))tungen fotoo^I in ber 9>lAnimetrie, 
alt \XL ber ®))^ariL 

S* 303. 

S)er im §• 802 Bewiefene ®a6 gilt anif bann nod^, wenn ft^ 
bie brei Ge^nen Seltnen A A' , BB' » CC einet itreifet auf er^olb 
beffelben in einem fünfte O f^^neiben* jDemi mif %. 288 ifl eben^ 
fallt in Fig. 174 

sin f OA , cos \ OH _ sia | AB' 
cos \ OA' • sin I OB ~ sin | BA' * 
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cos I OB > lin I PC _ ain f BC 

iSl OB' • cos { OC ~ sin f CB' "*^* 
sin ; OC . cos I OA' _ sin | CA' 

cos I OC . sin I OA ~ sin | ACT ^ 

itnb toerben tiefe brd 9ro)>ort{onen multi)>li€itt, fo tt^ilt man, tpfe 

tor^in 

siniAB\sin|GA\sin|B(r»sin|B'G*sinfA'B.8in|C'A. 

Bttfat« Senn bie im zotigen Sage aufgefteUte 9>ro)>ortton ober 
®Ul6)uni t^on ben Steilen ber ^etip^erie einet JCreifeS gilt, 
fo fdi>ne{ben fx^ bie @elanten AAS SB'^ CC in Ginem 
9)un(te O* 

Sinmerfung !• jDie mit *) beui^^nete 9to))ott{on folgt 
nicbt unmittelbar auS §« 288 ober §* 286/ fonbem man er^ 
b&lt ffe mit ben &^nli4^en übrigen Formeln , toenn man im 
§. 197 ftatt ber Seinen AG unb BD in Fig, 161 bie @eb« 
nen GD unb AB jtebt, tooburdE) bie Sbxtkdt EAB unb EGD 
entfleben, wel^e »ieber ben SEBinfel £ gemein ^ahctu Wlan 
tttfilt bann 
sin| (ED + EG) _ sin f (E D— EG) ^ sin|GD 

sin I (EB+'EA) ~ sin | (EB— EA) ~ sin | AB' 

toorauft baS Übrige folgt 

SInmerfung 2. 91u8 ben 9>to))ortionen im §• 303 lins 
nen ebenfaCd bie im §• 302 bewiefenen 9leIationen Berges 
leitet »erben. 

§• 304. 

SrK&rung« Biel^t man burd^ ^inen 2>urd[)fdf)n{tt8f9unft 
jn^eier itreife gwei Xangenten, f&r leben Greift eine, fo b^i^^ ber 
SSinfel biefer beiben Sangenten ber SBinfel, unter wel^^em ftdj^ bie 
beiben itreife f4^neiben. 

©cbneiben fi(b h* S3. in Fig. 175 unb 176 bie Jtreife (M) 
unb (N) nixaliö) bie itreife, beren üßittel^nfte M unb N finb; in 
ben fünften A unb B, unb jiebt man burcb ben 9un(t A bie beis 
ben |>au))tbogen Am unb An, »ooon ber erfte ben itreiS (M) unb 
ber jtoeite ben XreiS (N) berfibvt; fo iji mAn ber lEBinfei, unter 
loeUl^em fi(^ bie beiben Jtreife f4fneibem 

X>tt ^auptbogen MN, toelcber bie beiben Sßitte&punfte toerbin« 
bet, ^eift bie 6entral::einie; bisweilen l^eift hbtt^awft ber 
£au|>t(rei8, toeU^er bnrc^ bie beiben SRitteI)>unfte }»eier Areife gebt/ 
ibr^ Gentral^Sinie/ wenn eS nur auf bie Stidt^tung, nidj^t auf bie 
S&nge biefer Sinie aitfommt 

®(|ineiben fidi^ i»ei itreife in jtoei fünften A unb B, unb mt« 
binbet man bie beiben jDur(^fd^nittS$9)untte bttr4> einen «&aut)tbogett/ 
fo l^eif t biefer bie gemeinfc^a^li^^e Ge^ne ber beiben Jtreife* . flBemi 
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a nidft auf bie iin^t berfelben anfmnmt, fo ^dft ftbet^u^t ber 
hwcd) bie briben SDoT^^fd^nittSs^unfte {loeiei Jtveife gti^enbe ^awfU 
IteiS {(ire gemeinfcf^aftHcl^e 0e^ne* 

3ttfa^. 2)te gemeinfd^afttic^e ^bne )toeinr ft(!^ f^efbmber 
Jtreffe liebt auf (fyttx GentvakSinie fenfied^t, unb »{tb bo» 
burc^ batbirt* (Sft {lebt nhmli^ AB im 9)un(te O fenfrec^t 
auf MM unb eS ifl OA«OB. 

§• 305. ... 

Se^rfa^. Sielet man nai^ einem S>u¥4^f(^ttitte<9yunRe itoeier* 
ft(^ fclineibenber Greife in iebem Stxtift einen Stabiuft, fo tji b^ SBi<^ - 
(el biefer Slabien entwebev bem $ßin(el alei(|> , unter wtlö^im fi^ .. 
bie itreife f<^neiben/ obct ienet JBin!e( ergantt biefen- in ^wei xtdft 
ten Sinfelm 

SStxotii. 3n Fig. 176 iji ber SBinM MAm»=NAnt=.'90? 
unb ba {ie ben SBinfel AlAn gemeinfd(^aft(i(b l^aben, fo ifl berSin^, ^ 
fei MAN « mAiu Sn Fig» 176 bmgegen ijl M Am + N An= 180* ' 
unb alfo MAn + NAn+nAm:=l80<) ober audf MAN+mAn » 180<). . 

3ufa6 1. S^itl^mt man bie Slabien MA unb NA mit r unb - 
/> femer ben SSSinM mAn mit ▼ unb bie jSentraQinie MN 

mit b, fo ijl in Fig. 176 offenbar cos c=co8rcosr'+sinr . 
sin p' cos V unb in Fig. 175 ifl ebenfo cos c =: cos r 

cos r' — sin p sin p' cos v. 

3fl enblidf^ ber SSBinlel, unter weUE^em \iöf bie beiben Aretfe 
fdi^neiben; ein tt^tct, b. 1^. fc^neiben ^d) bie beiben JCreife 
ortbogonal/ fo ifl cos c s= cos p cos i^ unb biefer %aU 
flettt Fig. 177 bar. 

3ufa| 2* Sd^neiben fiäf {toei Jtreife, beren Slabien p unb p' 
finb, unb beren SentraSinie c fein mag, fo ijl immer 
p + i< > c unb r' — p < c. 

§. 306. 

Se^rfal. Sie^t man t)on einem fünfte auperbalb eineS Aret» 
feS ixoti Sangenten an benfelben, unb befcbreibt man au$ bemfeiben 
$unfte einen ^weiten JCreift, welcher burcb bie beiben SSeru^rungfr 
t>un!te gellt/ fo fdjineiben \id) bie beiben Areife ortfiogonaL 

ißetoei«. 3n Fig. 177 feien NA^NB jwei Xangenten bcS 
itreife» (M) unb a fei mit bem StabiuS NA auS N ein aioetter 
Xreift befAriebeu/ fo ge^t er burd^ bie 9>un(te A unb B; ^iebt man 
nun bie 9labien MA unb MB, fo ftnb bie SBinf el MAN unb MBN 
re4rter unb ba bie Stabien MA unb MB auA Sangenten M JCrei^ 
feS (N) jtnb, fo fc^neiben ^ bie beiben itreife CM) «nb (N) or« 
tbogonal» 
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S« 307. 

it^xUli* 64ne{ben ftcf^ iwei jtreife ortl^ogonal, fo tüfrb je* 
bet bur^ ben ÜRittel^unf t eine^ btefer Steife ge^enbe J^aupth^tn 
wn ben beiben Peripherien in ibten t)ier 2>ur(bfcbnittSs9htnften mit 
bemfelben femil^atmonifd^^ get^eilt, b* 1^. bie f^alben Sinienftöde 
ftel^en in ber gew&l^nli^ien barmonifcben ^xopoxtion. 

fStxotii. @t^t in Fig. 117 burc^ ben SRtttelpnnft N eine» 
^tt beiben ^4 ort](^ogonaI f$neibenben Greife (M) unb (N) ber 
4>auptbogen PRQS, welcher t>on ben Peripherien ber beiben Jtreife 
4ttP, ^ B, S aefc^nitten wirb, fo ijl 

sin I FR • «in I QS « sin | QR . sin f PS. 

2>a« n&mlidj^ NA eine ^naente unb NQP eine @efante beS 
iCreifeS (M) i^, fo ifl tng | NA« = tng | NQ . ing | NP unb 
bä NA = NR ift, fo ifl alfo 

tng f NR _ tngiNP 

i^ tpglNR — tPgfN Q _ tpgl NP-tnglN R 

tng|NR + tngiNQ ~ lng|NP + tng|NR ^^^ ^"* 
sin I (NR— NQ> _ sin j (NP— NR> 

sin I (NR + NQ) ~ sin | (NP + NR)* 

9lun ift aber NR-NQ=QR; NR + NQ=NS + NQ=QS, 

:NP— NR«PR unb NP+NR=PS, alfo M man 

sin|QR sinJPR . • it>d • t nc • t /m> • * «e 
- t /^c = -^-f-v;c ^^^ sin|PR . sm| QS »sin | QR . sin J PS» 
sin J Qb sin| PS 

®e^t bur4> ben 9Ritte(pun!t M ber «l^auptbogen prqs, fo 

lann man ebenfo bat^on betoeifen; baf sin | pr « sin | qs^sinlqr « 

sib I ps fei. 

äixfali. S){e9ro)>ortion siniPR.sin|QS»sin|QR.8in|PS 

fann au^^ bur4^ bie folgenben glei^lbebeutenben Sludbrfide er* 

fe^t werben: 

1. siniPQ.siniRS=2.sinfRQ.sinf PS=2^ sin|PR.sinJQS, 

2. cot I PQ = I (cot I PR + cot I PS) unb 
cot I SR« |(cot |SQ + cot I SP), 

8. cot I QP =1 (cot i QR— cot J QS) unb 
cos I RS = } (cot I RQ — cot | RP), 
^sin I RQv« _ / sin | QS ^^ _ sin NQ 

^- Vsin I RP/ - 'sin | PS/ ~ üTm' 

SEm analogen SaQe ber Planimetrie oertoanbelt ftd!^ biefe femi« 
|armonif4^e X^eilung in bie gewi^nlid^ j^rmonifc^c SÖt^eibuig. 

§. 308. 

Se^rfad« ^oben yoei J(reife eine semeinfd^afitU^e Ct^nt, 
unb ){eb( mm t»on beliebigen Vunlten biefer fkfynt Sangenten 
an bie itreifi^ fo fuib biefe Zangenten febeSmal gleid^ gtof. 
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ßtwtli. di fei ist Flg. 178 tnn bfe ^münfdfaftlUft 6c^ 
tu Ut beiben itreife (M) unb (N), unb t)on etncm ^mltt U bct^ 
fe(ben feien bie Zangeitten Uf« unb Uv an bie i(rei|e gejogeiv ^cam 
iji/ infofent Umn eine 6efante beS XreifeS (M) ifl 

tng J U/4 = y* (tng I Um . ing | Un), 
ttnb infofem Umn eine Sangente be$ JtreifeS (M) i^, iß Aenfo 

tng i Uy = ^ (iDff I Um • tng 1 Un), 

babet ifl tng I U^ = tn^ | Uv ober auct^ U/4 « Un Sbenfo tp 

U/4 =a Ur «= U// es Uy* 

3ttfa<t 1* 6tnb me^t att jwei J(re{fe gegeben, x»tl^c f[<b in 
benfelben jwei fünften m unb n fi^neiben, unb beten SKit^ 
telpuntte alfo in Sinem ^auptfreife liegen, fo (ann man wm 
fünfte U auft an leben Axüi eine SEangente jieben unb 
alle biefe SEangenten ftnb bem IBorigen gemaf gleicbgro^* 
SBefdbteibt man nun ferner mit einer fol(|^en Tangente einen 
SCxtii, fo ge^t er burdS^ bie fBerfibtungS^^unfte aOer Jttetfe 
unb fdbneibet biefelben naöf §* 304 fdmmtltc^ ortbogonaL 
Saffelbe ftnbet f&r ieben anbeten |>un(t in ber SSetl&nge^ 
rung ber @ebne mn Qtatt. Sfber aucb f&r bie fünfte in 
ber @ebne mn felbft gilt ein ibnlicbeS ©efe^. 9lennt man 
^auytfebne eines $un!teft im Areife eine folcbe @ebne, 
bie auf bem burc^ biefen 9>un(t gebenben Slabiuft beffelben 
JtteifeS fenfted^t {ie^t, fo fmb au^ äße butd) einen 9>untt 
O bet gemeinf4^a^i4ien ®e^ne mn mebtet Äteife gebenben 
^auytfebnen biefet J(teife glei(bgtof. @inb aa^ ß§^ bie 
but(^ ben ^yxxüti O gebenben $au]^tfel^nen bet beiben «Steife 
CM) unb CN), fo »erben {te oon MO unb NO bolbitt, 
unb eS ift 

tng f O« = ^ (tng I Om . tng \ On) unb 
tng i 0/J « V (t»g i Om . tng | On), 

babet i^ Oa=0/? unb alfo auc^ wizsißfl^ ^aben alfo 
mebte itteife eine gemeinfcbaftlicbe @ebne mn unb )iebt vadxk 
but(b einen beliebigen $unlt Kn ibt fe(b|l in iebem iCteife 
eine $au))trebne biefeS $unf ted, fo fann man auS bem fünfte 
mit bet S^hX^z einet folc^en @cbne einen AteiS befcbteiben, 
unb biefet J(teiS gelfit bann butdb bie (Snbpunfte allet gego« 
genen «^au^tfebnen« S)ie «^au^tfebnen tteten alfo f&t bie 
Tangenten ba ein, n>o bie S^ngenten unmiglic^ wetbem 

Sufal^ 2« S)ie Senttattinie MN toitb t)on bet gemeinf^K^ftlicben 
Seltne mn \xx ?>unfte G fo get^ieilt, baf ^^,,77 « ^^^ ^ ^ 

cos NG cos Nm 

ift, loeil bie Sinie mG im X>teie<(e MmN, tt)el<^eS bie <Sen^ 
ttaOinie mit ben beiben fltabien mac^t, auf bet (SenttaQinie 
fenfrcc^t \% 



\ 
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$. 309. 

it^xfa^. ^aUn ixoti SttdU feine gemeinf^iaftltcl^e @efine 
ttnb tbzllt man gleic^wo^^I bte (SentraUinie imö) einen barauf fenfs 
re^^ten ^aupthM fo, bap bie (SoftnuS ber Steile {t(b gu einanber t^er« 
l^alten^ wie bie (Softnud ber Slabien ber beiben Greife, fo 1)at ber 
alfo confhuirte $au)>tfrei8 in Slnfel^iung ber beiben Greife, abgefes 
ben baioon/ baß er f!e nic^t fc^neibet, biefelben (Sigenfcf^aften/ xotl^z 
bie gemeinfcf^a^lidi^e Seltne ^aben tpurbe* 

»ewei«. Sn Fig. 179 unb Fig. 180 feien (M) unb (M') 
mei Greife, beren SRabien r itnb r' unb beren ßentraüinie MM' = c 
lein mag/ ifl nun in Fig. 179 r + r' < c ober in Fig* 180 
r— r'>c, fo fcl^neiben pcb bie beiben Äreife nicjjt; t^eilt man aber 
in Fig. 179 bie (Sentrattinie MM' bur4^ ben $unlt O innerlich 
unb in Fig. 180 burc^ ben '$unft O &uf erli(^ fo, baf 
cos MO cos r 

cosM'O cosr" 

unb rctid)Ut man im fünfte O auf MM' ein S;ot(i mm% fo ^at 

baffelbe biefelben Cigenf4^aften in Slnfebung ber beiben Areife, xozU 

d)t iffxt gemeinfc^aftlicbe @e^ne f)aUn n)&rbe, wenn bie beiben JCreife 

«ine folcbe @el^ne (hätten* 2)enn nimmt man in ber Sinie mm' ei$ 

nen toiOfurlicben $unft P an, unb jiebt man t>on i^m ax\^ naif 

ben aRittel^unften bie Sinie PM unb PM', fo ifl, weil PO fenb 

rec^t auf MM' ift, cos PM = cos MO . cos PO unb cos PM' 

»«^ w.^ -I. cos PM cos MO 

=s cos MO . cos PO, alfo — ztjtt^ =s — u^Kh unbba 

' cos PM cos M O ^ 

cos MO cos r 

cos MO cosr '' * ' ^ 

cos PM cos r 

cos PM' "" cos p' 

toi^ wenn mm' bie gemeinfc^aftlic^e Seltne ber beiben Areife (M) 
unb (M') xoixt. 

3ie^t man ferner i>3n P ani bie Sanaenten Po unb Pß an 
ben Aretö cM) unb bie Sanaenten Pa unb r/T an ben AreiS iM), 

foijl 

cos PM » cos Ma • cos Pa » cos r • cos Pa unb 
cos PM' »= cos M'o' • cos Pa' =» cos r' • cos Po' 
, ., cos PM cos r • cos Po ^ ^ cos PM cos r 

«nb alfo — ö-Tjv = — y 5-7 unb ba - , p^/ = ——7 

cos PM cos r • cos Po cos PM cos r 

ift, fo folgt (hieran«, baß cos Po = cos Po' unb alfo Po «• Po' 
fei. 2>a^er ift hhttlfawpt 

Po = P/} = Po' SS Pß'. 

6tnb außer ben Ardfen (M), (M') nod^ onbere itrdfc (M"X 
(M'") etc. aeaeben, beren Labien p", p'' cic. fein, unb beren ÜRit» 

16 
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teb)unfte {t(b f&mmtlic^ in (Stoem «^auptbogen beftnbcn m&gm, fo 
^aoen fte offenbar ixt Unit mm mit gleicher Gigenfcit^aft in Stufe* 
buna aOet aemein/ toenn 

cos MO _ cos M^O _ cos M"0 _ cos W O 

• 5E5 f SS /# 2S //»^ etc. 

cos r cos r cos r cos r 

ift, unb ){ebt man bann loon einem beliebigen 9>unfte P ber Sinie 

mm' S£angenten an alle biefe itreife, fo ftnb aDe biefe Xangenten 

gle{(b(ang unb »enn man alfo au5 P einen SixM (cfcbteibt, beffen 

Slabiue eine fold^e SEangente ifl, fo gebt biefet itreid burcb bie S6^ 

r&btungSs fünfte aOer biefet Greife unb fcbneibet *{te fdmmtlt^ nacb 

§» 804 ortbogonaL 

3ufa6. äBegen biefet metfn)&tbigen (Sigenfcbaft, n)Otin bie Sinie 

mm' mit bet gemeinfcbaftlicben @ebne t>on Areifen ubetetn? 

ftimmt, l)ti^t bie Sinie mm' ebenfaQd eine gemeinfdS^aftlicbe 

®ebne bet Steife (M), (M') etc., unb {war eine ibeede 

gemeinfcbaftUcbe @ebne^ n>enn man fte toon bet teellen ge^ 

meinfcbaftUcben @ebne sweiet ober mebtet JCteife unterfcbeiben 

xoiü, b. b* ^on einem folcben <£>auptbogen, butcb beffen beibe 

Qnbpunfte bie 9ett))betie bet Areife binbutdS^ geben. 

SBiQ man abet biefe ttntetfcbeibung befeitigen, fo (ann 
man bie Sinie mm' bie Sbotbale bet Greife (M) unb 
unb (M') nennen, biefe (Benennung ifl Don bem ^etnt 
$rof. ^Ifidet/ einem febt auSge^eicbneten ©eometet, einge« 
f&bi^t obet n>enigfienft gebtaucbt wotben. 

S* 310. 

Sebtfa^. 3n>e{ Jtteife ber&bren ft(b/ toenn ibte 9)^ipbetien 
einen ^unft gemein unb wenn fte in biefem fünfte eine gemein^ 
fcbaftlicbe Xangente b<tben. 

2Diefe gemeinf^aftUd^e Sangente {»eiet Ateife ifl offenbat ib^^ 
Otjotbalz, benn fle fiebt auf bet SenttaOinie fenhed^t, unb wtm 
man t^on einem beliebigen fünfte in ibt }U)ei neue SSangenten an 
bie Ateife jiebt, fo ftnb fte offenbar gleid^gtoß. 

»et&bten ficb in Fig. 181 bie bre{ Areife M, M', M" im 
fünfte O, unb flebt OP fenfred^t anf MM"M', fo ifl PO bie ge^ 
meinfcbaftlidi^e Sangente bet btei Jtteife, unb alfo ibte Gbotbale. 
Siebt man i»on einem beUebigen 9>un(te P bet Gbo^bale an bie btei 
Jtteife bie neuen Sangenten Fo, Pa\ Pa"^ fo ift 

PO =s P«, PO = Pä', PO « Pa" unb alfo 

Pa = Pa = Pa". 

äufati. Senn fiäf a^^ ^^^f^ iufetl^ betftbten, fo ift bte 
6umme ibrer Stobien fogtof als ibte OtenttaDinie ; Betubten 
flät bie JCreife imtM^, fo ift bet ttntetf(bieb ibter Sobtcn 
^UUf bet (SentraDinie ; unb beibe G&^ gelten auc^ in bet 
ttmfel^ng. 
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§. 311. 

^ulf&fa^. %iiUt man wn einem fünfte O in Fig. 182 
bfc ?>er»)enbifcl Oa, Qß, Oy auf Wr ©eUen be« ©tdetf« ABC, 
fo werben {te bat)on tn ben t^unften a, /?, y, innerliA obev aucb 
au^ttlid), fo ittt)tm, ba^ i{l 

cos Ay cos Ba cos C/9 
cos By cos Ca cos Aß *" 

Sewei«. 3te(t man nodt^ bte Linien OA, OB, OC, fo i(t 

cos AO cos Ay 

cos BO "" cos By* 
cos BO cos Bo 

cos CO "" cos Ca' 
cos CO cos Cß 

cos AO "^ cos A/?' 

itnb merben btefe btet Proportionen multt))licirt, fo ereilt man mu 
mittelbar bie )u be»eifenbe SormeL 

^ .. - .-^ - ^ cos Ay cos Ba cos Cß 

3ufa6 1. SBenn umgefe^rt - — ^ • tt . r^ = 1 

^ ** ^ cos By cos Ca cos Aß 

Ift, unb man m\d)Ut in ben 9>unf ten a^ ß, y 9>eq)enb{Fel 
auf ben Letten BC, CA unb AB, fo f(|ineiben fid^ biefelben 
in Sinem 9>unfte O« 

Sttfat 2* 9Ra4t man femer oa'=90<^ ßß^^90, yy'»90<>, fo 
beftnben fiif bie fünfte a\ flT, y in Qintm ^auytfreife, 
beffen Gentrum ber 9>unft O ifl. 

9(nmerf ung. 3m analogen %aUt ber ^lanlmtMz fc^neiben 
fid> bie brei 9>er^enbire(, welche in ben fünften a, /9, y auf ben 
Geiten BC, CA unb AB eined ebenen S^reiedd txti6)Ut werben, in 
einem ?>unfte O, trenn Ay^ + ßa^ + Cß^^By^ + Ca« + A^J« 
i% unb ba biefe einfalle $orme( in ben gew&bnlidS^en it^u 
hiid)ttn ber DIanimetrie nic^t t)orf ommt, fo (abe iöf auf bie« 
felbe aufinerffam machen tooUen« 

S. 312. 

ee^rfa^. ^ie 6l^orbaIen breier JCreife (A), (B), (C> fcl^neb 
ben {tcb iebeSmal in Cinem fünfte, bie itretfe migen ^df berfi^ren, 
ober f(|)neiben; ober gar feinen 9>un{t i^rer $eri))berie gemein l^abem 

iB e tp e i 8. S)iebrei aRittelpunfte Fig. 182 A, B, C befKmmen ein 
£)re{e(I ABC; eS fei xy bie G^orbale ber JCreife (A) unb (B), jß fei 
bie (Sftorbale ber itretfe (A) unb (C), za fei bießt^orbafe beri(reife 
(B) unb (C); femer feien a, b, c bie Stabien ber Jtreife (A), (B), 
(C), y fei ber ^unft ber (Scntraüinie ber Jtreife (A) unb CB), in 
weisen fte von ber Cborbale biefer itreifc gefcf^nitten toirb; eine 

16* 
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i^nli^^e fBebeutung M ß in Stnfe^ung bcr itretfe (A) unb (C), 
tnbUcf^ o <n Srnfe^ung ber itreifc (B) unb CC); bann iff 
cos Av cos a 

COS By "* cos b' 
cos Ba cos b 

cos Ca *^ cos c* 
cos C^ . cos c 

cos hß "" cos a' 

itnb tocrben biefe ^toportionen myxl^Mxt, fo %cX man auf bn 
eteUe 

cos ky cos Ba cos Qß 
sin hy cos Ca cos kß 

bal^n fc^neiben {td(^ na(b §. 811 bte brei S^orbalen -ly^ yß unb za 
in einem fünfte O. 

Stnmevtung. SDieS^otbale jweier Jtreife CA) unb (B) fonn 
man bet itfitje wegen buvdi^ (AB) anbeuten, bte (SenttaUinie berfeU 
ben itoei ^eife aber burd^^ AB. 

S« 313. 

{Serben jwei itteife (A) unb (B) t>on beßebig t>telen anbeten 
itreifen (C), (C), (C) u. f. w. jef^nitten, fo fcbneiben pcb bie 
«mens?>aaTe (AC)unb(ßC), (AG') unb(BCO, (AG") unb(BCr') 
da jimrntliii) auf Sinem unb bemfelben «^auptfreife, welcher bte 
G^otbale ber beiben itreife (A) unb (B) 1% unb atfo nac^ bet futj 
t^orlSier angegebenen Sejetcbnung burc^ (AB) be)e{(l^net voiTb« 

2)iefer @a^ gilt nac^ §. 312 auct^ bann noöf, »enn bie JCretfe 
(A) unb (B) \)on ben Greifen (C), (G'), (C) u. f. ». ober wn 
einigen berfelben gat nid^t gefc^inttten n>erben. 

SBerben aber bie ^veife (A) unb (B), xoüi^t ftcb nt4^t f^^neis 
ben^ t>on in>ei anberen iCreifen (G) unb (G'), toüAt itbrigenft »tlU 
tiixUdf conftrutrt werben {6nnen/ gefc^nitten, unb fcbneiben fii^ bie 
6^orba(en (AG) unb (BG) in einem fünfte O, unb bie QJ^oxios 
len (AC) unb (BC) in einem O' , fo fann man bie ?)unfte O 
ttnb O' burct^ einen .^auptbogen Derbinben, unb biefer ijl bann bte 
(S^orbate (AB), wel^e alfo ^ittmd) auf eine einfad^^e S(rt befKmmt 
»irb, obgleich fid!> bie Jtreife (A) unb (B) ni6)t fc^netbem 

Seil ferner in Fig. 183 bie brei Areife (A), (B), (C) Don 
einem t)ierten itreife (D) auf aa' » (AD), bb' » (BD) unb cc'=^(CD) 
gefc^nitten werben, unb biefe Qborbale (^ier alfo (S^orben) Derüin^ 
Sert werben, bis {{4> (AD) unb (BD) in x, (AD) unb (CD) in j, 
CBD) unb (CD) in z fdSineiben, unb man bie ^eqpenbitel zy auf 
ABf 7ß 4ttf AG unb za auf BG \im, fo finb fie bie S^orbalen 
tet brei itreife (A), (B), (C), unb fcbneiben ^6^ alfo nai^ f. 8U 
in Vintm 9>unlte O. 
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Sufati. £)a bet 9vinft O ter S)utdl)rdi^nUM«9ttn(t t)on CAB), 
(AC), (BC) tft/ fo fann man i^n auf eine )>a{fenbe SBeife 
bur(|> (ABC) beie{4)nen; et ma^ ber 6(iotbal#$unft bet 
brei (A), (B), (G) Reißen. 3ebe brei iCreife ffabtn einen 
Qt^oibaU^txnft, welcher banm »enn bte 9>eri))^erien bet btei 
Ateife feinen fünfte aemein ^aben, na^^ bet «ot^in angegf 
benen Gonftruction gefunben toetben fann. 

S* 314. 

S)er SSegtiff einet G^otbale imitt Ateife ifl auc^ bann noif^ 
Itatt^aft, wenn einet t)on ben beiben Steifen blof ein 9unft \% 
ober wenn ftatt beibet Steife fünfte genommen wetben» 

S>ie Stidi^tigfeit bet legten IBel^au))tung etl^eQet fogleid^/ wenn 
man bte beiben fünfte A unb B butcb einen ^auptbogen t)etbin< 
bet unb in bet SS^itte beffelben ein ^etpenbifel etti(^tet; biefed i{i 
offenbat bie (Stiotbale bet beiben fünfte, unb witb alfo na4) bet 
angegebenen SBeife iux6) (AB) bejeidj^net wetben mäflen. £)enn 
nimmt man in bet Sinie (AB) einen beliebigen $un(t P an unb 
{iel^t man t>on ibm nacl^ A unb B ^auutbogen, fo iji offenbat APB 
ein gIei4)f4)enfeIigeS £)teie(! obet PA=PB. 

SBie abet ein ^unft mit einem itteife iufammeniufieaen fei, 
bebatf einet umflanbli^^eten St&ttetung* 

3n Flg. 184 fteüe (B) ben Ätei§, unb A obet (A) ben |)unft 
oot. jDenft man ^6) ben SRittelpuntt A jugleict) atö einen itteiS, 
fo ift fein SlabiuS » o unb alfo bet 6ofmu« feine« OtabiuS » 1 ; 
man ti^eile babet bie Genttallinie AB butcb ben ^unlt y fo, baf, 
wenn bet 9labiud t)on (B) mit r beieid|)net witb, fei 

cos By cos r 

cos Ay "^ 1 * 
unb ettid()te in / auf AB ein ^eryenbilel yX, fo ift eS bte gefugte 
e^otbale fut ben |)nnft A unb ben itteiS (B)^ unb biefe Sinie alfo 
mit (AB) }u bejeiclinen* 

SBablt man n&mli(^ in yX beliebig ben ^unlt X unb jie^t 
man XA unb XB, fo ift offenbat 

cos XB cos By , . cos XB cos r 

vT = T" UWb alfo aud& rr-r = —7- * 

COS XA cos Ay cos XA 1 

Sie^t man fetnet toon X auS bie Sangenten X/9 unb X/f' m 
ben Jtteid (B) unb ben StabiuS B/?, fo iü cos XBscos X/?«cosr 
unb witb biefet SBett^ in bie ootige ^o^ottion gefegt, fo iß 
cos X/9»cos XA obet X/fsXA; ballet ift iebe von einem beliebig 
gen fünfte im <^au)>tbogen Xy m. ben Sxt\% (B) gezogene Zan$ 
genten folang, alft bet Slbftanb beffelben ^unfteft Dom feften obet 
gegebenen 9>un(te As=(A), unb alfo ift Xy bie S^otbale f&t ben 
|)untt A unb ben Atet« B* 
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f. 315. 

^at a(fo eine Stelle Don Jtrdfen (A), (B), (G), etc. eine ge^ 
meinf^^aftlic^e @(orbaIe, fo beffnben ftdt^ H)xt SRittelpunfte in Cineiii 
^finptfxtiU ABCD etc.» welcher illire GentraDmie ift unb in 
bie 8ttit)z biefec JCreife ge^Sren audl^ nod(^ }we{ 9>unfte, »eld^e 
mit tenem Greife ebenfattd biefelbe G^orbale traben, ^tefebeibea 
9>un(te bcfinben ftd[^ naäf $. 814 auf entgegengefe^ten ®eiten ber 
genannten 6borba(e in ber GentraOinie ber genannten Jtreife nnb 
{war in gleichen SIbftanben t)on ber Gborbale* Sfl bie 6^orbaU eine 
ibeeOe ®cl)nt, fo {!nb jene beiben fünfte miglicb/ ift aber bie 
(S^orbate eine reeQe ®e^ne, fo ftnb iene beiben Ißunfte unm&glic^ 

j&ie beiben testen @a^e fonnen au4^ umgefe^rt merben. 

SBefc^retbt man ferner au9 einem beliebigen SRittelpunfte D, 
wie im §. 313 einen JCreiS (0), xotl^vc ben gegebenen Jtrei§ in b 
ttnb b' fcbneibet unb burd^ ben gegebenen ^unft A ge^ fo il^ bb' 
ober (BD) bie 6^orba(e ber beiben Areife (B) unb (D) unb t»emt 
man burcb ben 9un!t A eine Sangente an ben StxM D legt, fo 
fo ifl ffe bie S^orbale ffir ben SCxtU (D) unb ben 9>un(t A, vmJb 
a tann auf i^nltdi^e S(rt oom SDreiede BAD (wie im §. 812 t)om 
£)reie<fe ABC) beriefen werben, baf jt4^ bie 9ert>enbi(el xbb% xy 
unb xA auf ben Seiten BD, BA unb AD in (Sinem fünfte X, 
n&mlid^ im (S(^Drbat9>un{te (ABD) f^^neiben. 

§. 316* 

9tad) biefen oorliuftgen (SrSrterungen fann nun baS im §. 880 
bewiefene X^eorem mit ben ie^t ben>ie{enenl®i6en jufammengefaßt, 
unb alfo audgefprodSi^en werben* 

^aUn mel()rere ^eife (A)» (B), (G), etc., woju aud^ }wet 
$unlte P unb Q ge^&ren, eine unb biefelbe (S^oxhak, fo gel^t i^re 
GentraKinie burt^ bie feflen fünfte P unb Q, i^re 6^orbaIe aber 
fte^t auf PQ in ber ÜWitte fenfrecj^t. SBenn man ferner in ber 
(Stiorbale einen beliebigen ^unft A' annimmt, unb i9on i(m auS 
Sangenten an aaeitreife iitf^t, foffnb ffe g(eict)Iang/ unb wenn man 
enbiic^ au§ A' einen ÄreiS (A') befct)rcibt, beJTen Kabiu« eine foU 
^t Sangente i% fo f4)neibet biefer Ärjeiö aUe Äreife (A), (B), (G), 
etc. unb gellt auc^^ bnxd) bie feften fktnite P unb Q, unb wenn 
man au5 beliebig t>ic(en anberen fünften ber 6ll)orbale bie JCreife 
(B')/ (C), etc. auf ibnli^e »rt conftruirt, fo f*neiben atte biefe 
Äreife (A*), (B'), (C), (D') etc. aDe wrigen Jtreife orthogonal, 
unb ba fte aud^ aOe inxä) bie feßen $uncte P unb Q ge^en, fo i^ 
PQ bie gemeinfcl^aftlicl()e (S^orbale aSer. Sie beiben auf einanber 
fenfredS^ten ^anpttxtiU ABGD . « . PQ unb A'B'CD' etc., weld^e 
^df in O fc(^neiben m&gen, ftnb alfo )ug(et4 SentraUinlen unb 6^or« 
bale« ; brr erfie ift ndmlicj; audf bie S^orbale ber i(reife (A'}, (B'), 
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(C), (D'), tt. f. w«, fotoie iimgefe^vt bet ^atiytfcd» AVCU etc. 
bit (S^orbale bet itreife A, B, C^ D, etc. unb auöf bet fünfte P 
im^ Q ift 

9(nmet(ung. 2){efelben allgemeinen ®efe(ie gelten au4^ in 
bet (Ebene/ unb ^ben ftcb auSeinanbet gefe(it in mebteten ^^tifttn, 

tO090n biet »^Traite des proprietes proiectives des figures No. 69 

unt f. f. wn yoncelet'S unb t>S(nai9tif(l^$geomettif4^e Sntoidetun« 
gea etflet Sanb, von ^lidtf* genannt tt>eTben migen. 

§• 317, 

Sttfgabe« SBenn auSbrei gegebenen fünften A, B, C Sttti{t 
befdtieben werben mit t>etf4iiebenen Slabien/ fo foO man bie tßu 
bingtng ermitteln ffit biefe 9labien/ bei beten Gtifftüung bie S^or^ 
bakpunfte Don ie brei \ol^tn JCreifen {td^ in Sinem «^uf>tbogen 
befttben« 

es feien au« bem fünfte A Fig. 185 bie itreife (A), (A'), (A'') 
mit )en9labien a, a, o''; au« B biei(reife (B), (B'), (B'') mit ben 
«abfen /?, /T, (T' unb au« C enb«(^ bie Jtreife (C), (C), (O 
mit len 9labien y, y\ f befct^rieben. 2>er SborbaU^unft (ABC) 
»erbe bejeid^net mit p', bet Cl^otbat^unft (A"B"C") mit p' unb 
bet GotbatDunft (Ä"B"C") mit p '. 

Se^t mwi bie Sbotbalen pe obet (6C), pg obet (AC) unb 
pf obt (AB), fo fteben ite auf ben Seiten be« 2)teie(f« ABC fen& 
tec^t uib ifi p ba« Zentrum t>on QB, p' ba« Zentrum t>on Q'A', p" 
ba« (Seitrum oon Q"ft"» fo mfijfen ^ bie genannten Jg^auytbogen 
in einen fünfte S f(|fneiben/ »enn i^re !D{{ttel))untte p, p', p'' \\ii 
in einen <£)auptbogen beftnben foSen; ba^er m&ffen bie Sinlen 
CRB'R"unb CQQ'Q" l\fciMi get^eilt fein, unb e« muß a(fo 

cotCR — cot CR' cot CO — cot CQ' , ^ ,^ ^ 

OS Be cos ß 

c»s Ce "" cos y* 

sin RB cos ß ^^ 

unb »eil A=90<> \% fo ijl alfo -r— 57; = -' JBejei^nen 

' ' sin RC cos y " 

wir nun br itfirje toegen CB mit a unb CA' mit b, fo i|t alfo 

sin (RG — a) cos ß 

— : — 57; — = y ober 

;m RC cos y 

cot CR = ^\^y^ tl eienf, ,|, 

Sin a cos y 

-.^ cos b cos y — cos o ^ 

cot CQ= , , ' ober 

sin b cos y 

Ol» cos /J ^ 

col CR s: cot a . unb 

sin a cos y 



/ 
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cos a 



col CO = cot b — -? — r , 

^ sin b cosy 

cos /f 
cot CR' = col a — -t 7 unb 



cot CQ' = cot b — 



sin a cos y 
cos a 



/ f 



sin b cos / 

cos /J" 

cot CR" = cot a . „ unb 

sio acos/ 

cos a" 

cot CQ" = cot b ~ -7—, ~„ • aifo Ijl 

^ sm b cos/ 

cot CR - cot CR' - «<»/>'. CO« y -co« />;<»/ , 

sin a cos y cos ./ 
^«« cos Ä" cos y — cos ß cos y" ^ ^ ^ 

unb cot CR — cot CR"= — —. ^ ^ -77—^, unb hftec 

sin a cos y.cos y 
cot CR — cot CR' cos /J* cos y — cos ß cos y cos y" 

cot CR — cot CR" "~ cos ß" cos y — cos /J cos y" * cos y * '^ 

cot CQ — cot CQ' cos a cos y — cos a cos y" cos y" 

cot CQ — cot CQ" cos o" cos y — cos a cos y" cos y' * 

bälget ^at man bie folgenbe ikmliif tinU^t SBebingungS ? ® (ei^ung 

cos ß^ cos y •— cos ß cos y' cos a cos y —cos a cos y' 

cos/?" cosy — cos ß cosy* "" cos a"cos y— cos o cosy'* 

itnb tvenn biefe erfüllt tfl, fo beftnben ftdi^ bfe brei 6(iorbal 4)un!te 
(ABC), (A'B'C) unb (A"B"C") in einem ^ouptfreife. »iefe 
®Iei4iuns ifl loon ber Sdnge bet @eite CA unb CB unb vn bem 
SBinfelACB gang unabll^dngig/ unb brudt alfo, wie t)er(ano( tourbe^ 
eine Stelation bloß unter ben fRabien ber brei JCreife avA. ' 

§. 318. 

8el^rfat ©erben bie JRabien breier Äreife (A),(B), (C) 

(iWeimal (hinter einanber um gleid^Diel verlängert ober avk t)erf&r)i 
6 erb&It man jroei neue 6^orbaU?)unfte (A^B'C) unb£A"B"C^), 
ffir bie vergr&ferten ober Auäf t>erfteinerten Greife, toelfe mit bem 
Dorigen 6borbak$unfte (ABC) ^d) iebeSmal in Sinem ^auptbogen 
beftnben. 

«e»ei». ©inb a, fl, y bie Labien ber Äreife (i), (B), (C), 
io^n\> a + ty ß + i, y + S bie Siabien ber Äreife (A), (B'), (C( 
unb o+a', «+(r, y=a' bie «abien ber Äreife (A"),/CB"), (C"), 

Seifet man aber a=o + a, /?'=/? + *, / =y + 4 a'^a + d*, 
ß^'^ß+y unb y"==^+i', fo ift 

cos/f cosy -— cos/? cosy =asin(y — /?) sioJ, 
cos /?" cos y^^cosß cos y" » sio (y — ^) sin J*/ 
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cota^ cosy— cosocos/ »sinCy — a) sin 9 9 
cos a ' cos y ^ cos a cos/' »sin (y — a) sin f. ttnb alfo 
cos // cos y ^ cos /? cos / cos a cos y — cos o cosy' sin 

COS /f' cos y — cos ß cos /' "~ cos o" cos y — cos a cos y ' sin d* * 

ba^er Kegen nadj^ §• 815 Me brei SborbaU^unfte (ABC) (A'B'C) 
unb (A^'B^'C) in (Einem ^au)>tfretre« X>ie ®t6^en ^ nnb ^ f5n< 
nen aber fowolSiI yofttit)/ olS auc^ negattt) fein. 

3ufa^« 3(uf gleidtie STrt »irb bett)ieren, baß wenn man auS ben^ 
felben brei $Ritel)>unlten A, B, C Jtreife mit ben Stabien 

«, /?, y; a'=±(*-a), e^^±iS-ß), y'«±(J^y) unb 

a" = ±C*'-a), ß"=±CS'—ß} unb y'= ±(*' + y) be^ 
f4)nibt, bie bvei (S^orbaU fünfte (ABC), (A'B'C') unb 
(A'^"C") ftdb wieber tebedmal in (Sinem ^auytbogen bes^ 
finben, eS migen ^ unb S' pojttit) ober negatit) fein. £ie 
Soruid^en ± jfnb iebeSmal fo gu be^mmen, ba^ bie ^uis 
br&dfe ber Stabien )>oftfit> werben* Sßenn alfo aud benfelben 
brei SRittelpunften itreife befcbrieben werben, fo bleibt ibt 
<SborbaU9>unft (ABC) bo4) immer in Sinem <^aut>tfreife be^ 
finbli(b/ wenn auc^ bie 9iabien jweier itreife um glei(l^t>iet 
in bemfelben ®inne, Deranbert werben, wabrenb ber SlabiuS 
beS britten JtreifeS um ebenfo))iel im entgegengefe^ten @inne 
ter&nbert wirb, unb eS i|i gleic^giltig , wieviel eine folcf^e 
änberung betrage, ob {te t>ert&rienb ober berl&ngemb fei. 

S>a Dunfte als JSreife angefe^en werben t6nnen, wenn 
ber StabiuS eine» foI(ben Areifieft gleidt^ iRuO ifl, fo gelten 
bie obigen Sa^e au4^ nocb, wenn ftatt eines ber brei iCreife 
ein 9>un(t genommen wirb. 

$. 319. 

Se^rfa^. $aben jwei itreife, wet^^e auf er einanber ent^al^ 
ten finb, (einen 9)un(t gemein, fo gibt eS gwei Sinien$9>aare, welche 
gemeinf4iaftli(be Sangenten ber beiben Greife finb, bie 2)ur(!^f(bnittds 
fünfte biefer &in{en$|)aare befinben ^df auf ber (SentraDinie ber beu; 
ben itreife unb ieber folc^er jDur(bfcbnittd))un(t tbeilt bie GentraDinie, 
ber eine innerli(b, ber anbere iu^erlid^ fo, baß bie ®{nuS berSbeile 
ft4) {u einanber toerl^alten, wie bie ®inu8 ber Slabien ber Greife. 

£)ie beiben 9)un(te beißen @9mmetraU$un(te ber beiben 
itreife, ber eine ^eift ber innere, ber anbere ber &ußere @9m^ 
metraHDunft. 

Sewef«. 3n Fig. 186 fei tT eine Sangente ber beiben 
itreife (m) unb (M), beren Stabien r unb R fein m&gen; bie Gen« 
traOinie werbe babon in bem fünfte S gefdbnitten. Siebt man bie 
9tabien mtsrr unb MT=R, fo finb bie X>reietfe mtS unb MTS 
ted^itiotntelig unb eS ift alfo 
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sin Sm • dnniSls sinr unb sin SM« sin MST = tin & 

unb alfo 

sin Sm sia r^ 

sin SM ** siD ft 

Som 9ttnfte S ani lann offenbar nod^ eine atoefte gemcinfi^ftru^ 
Sanantte ber betbcn Ardfe (m) unb (M) gejogen »erben; er ift 
ber aufere 6entrat9>unft ber beiben Jtreife* 

Sit fT' eine britte Sangente ber beiben JCreife, t90t)on bie Seiu 
traOinie mM innerlich im 9>unfte S' get^eilt wirb, fo ffnb audf bie 
IDreiede MTS' unb mt'S' re^^twinfelig, unb man ttffÜt auf iinß 
lUft 9rt/ wie t)or6in 

Bin o'm sm r 

^ .-.^_ «2 ■ . ♦ 

sin S'M sin R 
««^ .^ .^ — . sin S'm sin Sm 

SBe« enblic^ -r— g-^irr = . ^^ ijl; fo ijl alfo Sm S'M ^ 

sm S'M sm SM • ' < < < ▼ 

monifi^ getl^eilt 2>U GentraDinie jweier JCreife wirb alfo 
ton i^ren beiben ®9mmetral$9)un(ten (armonifcb ats 
t^tilt 

§. 320. 

Swei Jtreife f)ahtn ni^t immer eine folcbe Saae, baf {wei 9)aare 
aemeinfcbaftlidder Sangenten miglid^ ftnb. 3n Hg. 187 b<^^ bie 
beiben streife (m) unb (M) eine reeQe ®e^ne unb ti finnen nur 

Jtoei Sangenten toom fünfte S gejoaen werben* 3n Fig. 188 ba« 
tn bie beiben JCreife (m) unb (M) gar (eine Sangente gemetiL 
Smmer aber (ann bie (SentraQinie burc^^ einen ^unft S iu^erltc^ 
»nb burdf^ einen |>un{t S' innerlicb fo get^eilt werben, baf ftcb bie 
Ginuft ber Sbeile gu einanber oer^alteu/ wie bie @inu8 ber Stabien, 
nimlid) baf 

sin Sm sin S'm sin r 

sin SM "~ sin S'M "^ sin R 

ijl, unb bie fhtnfte S unb S' f^ti^tn immer ber iufere unb ber 
innere (Spmmetrat^^unft/ glei(bt>iel, ob bie beiben Areife Dier, bret, 
ober )wei, ober eine, ober enblicb gar (eine gemeinfcbaftlid^e Sangen^ 
ttn baben* 2)(e angegebenen S^suren fieQen nidSit aOe m&gli(^ett 
{f&Qe ber Sage zweier nic^t concentrifcl^en i(reife bar. 

§. 321. 

Se^rfa^. Stellt man burd|^ einen Spmmetral^ f)un(t jweter 
Jtreife eine ®e(ante berfelben, fo madj^t ffe in ben i^ier Curd^fd^nittS^ 
f>un(ten ber |)eriy^erien mit ben entf))re(|^enben 9labien gleiche 
SBin(eI. 

SeweiS. aSirb in Fig. 186, 187, 188 bur4^ ben iuferen 
69mmetrat9>un(t S eine ®e&nte gebogen, weldS^e ben Jtrei« (m) 
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in a unb b unb bcn Sttrii (M) in A unb B f^ndbct, fo jiel^e 
man bie Stabien ma, mb, MA, MB, bann ift im ^Dreiede Sma 

sin Sm sin mab 

sin r *** sin mSa' 

^ . « .«ri * •« «n SM Sin MAB sin Sm 

unb im Drcfedc MSA Ift — t-k-«-: — rygr» «nb ba —. 

* sin K sin MSA sm r 

= -^=^—5- ip/ fo fotflt/ baß sin mabssin MAB ift, unb ba 

bfefe SBinfel glei^^artis f nb, fo ift 

mab =s mba == MAB ==s MBA. 

SBirb bie ®e(ante burcf^ ben inneren Sprnmetral^ 9unft S' dejogen/ 
fi> beweifet man ebenfo, baf ma'b'=mb'a'=MA'B'=:MB'A' fei. 
3ufa( 1* Segt man in Fig. 1S8 butc^ bie fünfte a unb A 
bie Sangenten aa unb AaS fo ijl maa'=90^ unb MAa' 

= 90^ unb ba.mab = MAB ifl, fo ijl alfo BAa'=baa. 

SSbnIicbeS fann äu4^ t)on ber butcb S' ge^enben @efante ae« 
{dgt werben. Sie SBinf e( BAa^ unb baa' unb ba« jtnb aber 
bie SBinlel, unter welcben bie ^eripb^en ber beiben J(reife 
(M) unb (m) ))on ber bur^^ S gebenben €Sefante gefcbnitten 
»erbem t>a^tt t^at man folgenben allgemeinen Sag: Siebt 
man burc^ einen ®9mmetraU$unft twefer Jtreife 
eine beliebige Seltne ober 6ef ante, fo werben bie 
9eri))^erien ber beiben itreife loon i^r iebeSmat 
unterffiinfeln gef4^nitten, wel^^e entmeber gleid[^ 
finb, ober fid|^ ju }wei Sledl^ten ergingen« 
Sttfat 2. SBerben bie |>eri)>berten jweier itretfe loon einer @eb« 
ne ober ®efante unter glci^^en SBinteln gefcbnitten, fo gebt 
bie Gef ante burdS^ einen oon ben beiben Spmmetral^s^untten* 

§. 322. 

Sebtfag. 6{nb in Fig. 189 itreife (A), (B), (C) mit 
ben Stabien a, ß, y conftruirt, fo bejiimmen ibre ÜRittefpunfte ein 
S^reied ABC in beffen ieber @eite ein innerer unb ein iußerer 
®9mmetratyunlt Hegen; triefe fünfte ftnb a' unb a, b' unb b, 
c unb c, unb oon ibnen liegen erftenS bie brei (iufieren, femer ein 
&uf erer mit ben beiben inneren auf ben anberen GentraQinien jiebee^ 
mal in (Sinem <l^u)}tfreife; enblicb fdl^neiben ftc^ bie brei |)auytbo« 
gen, moburcb bie inneren @9mmetraU |>un!te mit ben gegen&berfies 
penben !RitteI)>un(ten i^erbunben werben, in (Sinem fünfte* 

.^ ». -- •«W'* Ca' sin y sin Bc' sin ß 

«eweifc Cftift-7— ^- =: T-~, . . , Ä -T— ^ unb 

sin Ba' sin ß ' sin Ac' sm a 

sin Ab' sin a 

j?^-j^jj7 = -: — , unb werben biefe brei ?)ro}>ortionen multij^licirt, 
fo %oX mm 
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•in Ca' tin Bc' sin Ab' 



1. 



•in Ba' sin Ac' sin Cb' 

ba^ev <fi ABC ein 9>to)>ort{ona( üxHtd nrit ben f). fünften a', b', c' 
itnb et f(!()ne{ben ^^ alfo Aa', Bb' uttb Cc' in (Sinem ^unftt. S>a 
nun aber Ca'Ba, Ab'Cb, Bc'Ac (larmonifc^ getbeilt itnb, fo 
liegen erjlenS bie brei Jiuf eren ®9mmetrat9>un(te a, b, c in (Sinem 
«(>au)>tfreife; femer a, c^ b' in einem jioeiten; b, a^ c' in einem 
britten unb enblidl^ c, b^ a' in einem t)ietten ^au))t(reife. 

Sufaft» S){e vier 4>au))theire abc, ac^S ba'c', cbv Reißen 
bie toiet ®9mmetta(en bec btei Areife (A), (B) unb (Q 
unb jipat l^ei|t bet ^au))t(reid abc, in welchem ftcb bie btd 
iuferen @9mmetral:: fünfte ber biei paameife genommenen 
itreife beftnben, bie &uflere Spmmetrale. 

§. 323. 

Sel^rfa^. £)er iufiere @9mmetral«9unft jweier Jtteife tjl bat 
fp(2rif4ie Zentrum ber (Sl(^otbaIe ber beiben rect))ro(en Jtreife. 

jBeweiS« (Sonfhrutrt man bie S^orbale jweier Areife (m) 

unb (M) in Fig. 190, beren Ütabien r unb R fein m&gen, fo toirb 

baburc^ bie SentraOtnie Mm in einem fünfte O (nadl^ §• 307) fo 

cos MO cos r 

get^eilt, baf i|l ^^^ ^q = ^^^ , ba^er t^eitt bie C^orbafe 

ber beiben xtcipxolm Xni\t biefe ßentraOtnie in einem 9>un(te O 
^ ^ ^ ,^ CO« MO' cos (90° — r) , ^ cos MO' 

fO/ baf ifl Tzr = ^rrr — ijr Ober aUC^ TT, 

*^ * cos mO' cos (90° — R) ^ cos mO' 

= -T — g* Stimmt man aber im ^auptbogen MO'm, worin S' 

unb S ber innere unb äußere SpmmetraU $un!t ber beiben itreife 
fein m&aen, einen ^unlt x an, welcher 90° oon O' abfielt,, fo ift 
cos MO'tsfin MX unb cos mO'ssin mX, alfo f)at matt 

sin MX sin r 

sin mX "" sin R* 
. ^ 'sin MS sin r ,^ . ,_ _ 

sin MX sin MS ^ ^ ..•«.# m» 9 m *>^ 

-: TT = -: 5 unb ba bie 8in(e Mm iuflerlKift 

sm mX siu mS 

nur in (Sinem fünfte fo aet^eilt werben fann, ba^ bie SinuS ber 
Steile ein gegebenes 83erba(tntf ^aben, fo ift ber 9un(t X mit bem 
fünfte S einerlei unb alfo SO's:90°; ber 9>untt O' ift aber ber 
6(orbal«9)unft ber beiben xzciptoUn Areife, w&lj^renb S ber 2ufere 
69mmetrars9>unrt ber beiben gegebenen itreife felbfl ifl. 2)a^er tf( 
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S Hi CEentrum ber (S^otbale ber beiben recfprof en Avdfe, benn biefr 
e^oibde fle^t in O' auf bem fRaiivA SO' fenfvec^t 

§. 334« 

«ebtfaft. ®inb breiÄteife (A), (B), (C) geoeben/ fo M fl^c 
iufiete @9mtnctvale sum f))(^arif(^en Zentrum ben 6^orbaU9unft ber 
brei tedprofen Areife. 

SBetoeiS. 66 fd S ber &ufere Qpmmetrak^unft ber beiben 

jtreife (A) unb (B); S' ber dufere ® pmmetraU $unf t ber beiben 

jtreife (A) unb (B); S" ber ©pmmetraU g)ttnft ber Äreife (B) unb 

(C); bie reciyrofen Jtreife feien (a)» (b) unb (c); bann ifl nad^^ 

S« 823 ber $unft S baS Zentrum ber S(^orbaIe (ab); S' hai Zentrum ber 

ei(^orbaIe (ac), unb S'' baft Zentrum ber Sb^Ybale (bc), unb ba biefe 

brei S>titte())unfte nac^ §• 822 in einem ^auptfreife liegen; fo fcbnei:: 

ben ^df bie genannten 6(^orbalen in bem S^orbaU $un(te (abcj^ 

»eldi^er bai Gentrum ber auf eren Spmmetrale SS'S'^ i% 

3ufa^* 2>er t)orfle^enbe ^ag fann aucb alfo auegebrfidt toers 

ben: ber 6^orbaU$un!t breier Areife ift bad \pf)i^ 

rifcfie Zentrum ber auferen ®9mmetra(e ber brei 

reciprofen iCreife. 

§• 325« 

Sonjhuirt man in Fig. 191 jum jDreiede ABC, auS beffen 
ed en bie Greife (A), (B), (C) bef((^rieben ftnb, bie brei Slebenbreied e 
CBA', AGB' unb ABC unb befcbreibt auö ben ÜRittelpunften A', 
B', C' no* bie ©egenftelfe (A'), (B«), (C') t)on (A), (B), (C), fo 
bat man ein @9(lem t>on fec^e «ftreifen, beren rcci}>roIe Greife Va), 
Cßh (/)> CaO» (ß% (xO fein m&gen, fo baß alfo A aucb baS dms 
trum Don (o), C t>on (ß), C t)on (y), A' ton (a'), B' i^on (ßO 
unb C' t>on (yO i% 

3fl nu» o ber (S^orbalpunft (a/^y)» o' ber 6borba(yunft 
(a'ßy), o" ber (5<)orbarpunft (aßy) unb o'" ber S^orbaI<)unft (aßy*) 
ifl; ftnb femer a, b, c, »ie im §. 822 bie iu^tnn, a', bs c bie 
brei inneren 69mmetral$9>unfte ber Areife (A), (B), (C); ftnb enh» 
Ii(b a'', b'', c" bie ©egem^unfte Don a, b, c, fo ip nad^ §• 824 
o bat Zentrum ber @9mmetra(e/ worin bie fünfte a, b^ c, a'^ 
l>i ^" liegen; ebenfo ifi aber au4^ o' bai Zentrum ber Spmmetrol^ 
toorin bie 9)unfte a, c^ b^ a'' liegen; o'^ baS (Sentrum ber Spnu: 
mtttott, »orm bie fünfte b'S cS as b liegen unb o''' bai daifi 
trum ber @9mmetrale/ toorin bie fünfte c, b^ a', c'^ liegen* ^itts 
mit ift aber f&r iebe ber tier @9mmetralen baS f)>(^rif(9e Gentrum 
nac^getoiefen* 

§. 32& 

S>ret itreife (A), (B), (C) f&nnen im SOIgemdnett eine foUfte 
Soge l^ben^ baf aött nmt JCreife mftglii^ finb, t>on benm rin iebcr 
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bie brri gegetenen Jtreire berfil^rt« 3n Fig. IM betfi^rt ber itrdi 
(m) b(e btei gegebenen Xreifr, inbem er ffe aOe brei au^fc^Kcfr, 
tet Art» (mo berfibrt auäf bie brei gegebenen StxtiU, tnbem er fie 
umfcblieft, ber JtreiS (a) ber&brt ben StxM (A) einfdtinepenb unb 
bie JCreife (B) unb (C) autfcblie^enb , ber Jtre» (a') ber&bvt ben 
StttxB A audfcbliefenb unb bie Jtreife (B) unb (C) einfcf^ließenb; 
ber JCreiS (b) bzxhlfxt ben itreiS (B) einfcf^Iie^enb unb bie Jtreife 
(A) unb (C) audfcblie^enb; ber Xxzii (b') berührt ben itrett (B) 
au6f4)ließenb, unb bie JCreife (A) unb (C) einfcbUeßenb ; ber Jtreii 
(c) ber&brt ben itreiS (C) einfd^Ue^enb unb bie itreife (A) unb (B) 
ausr<b(ief enb ; ber JtreiS (c') ber&brt ben itrei« (G) auefcbUefenb 
unb bie Jtretfe (A) unb (B) einf^liefenb. SDie brei itreife (A), 
(B), (C) t6nnen aber offenbar eine fold^e Sage baben, ba^ fogar 
nur einer ober enblid^ aar feiner wn ben wtffUi genannten oi^t 
JCreifen {te \immtUaf berühren fann. 

§• 327- 

8e^rfa(}* 2){e SRittefpunfte Don jweiJtreifen (m) unb (m*), 
n)ot>on ber eine brei gegebene Jtretfe (A), (B), (G) einfdi^Uefenb, 
ber anbere autfcbliefienb ber&^rt, liegen auf einem ^auptfreife, xotU 
ditt bur4> ben (Sborbat9>unft ber brei gegebenen Greife ge^t, unb 
auf ibrer &u|ieren 69mmetraU Unht(l)t \t^t. 

{Beweis. 3n Fig. 192 feien a, ß, y bie Slabien ber brei gc^ 
gebenen Areife (A), (B), (C)^ x unb x' feien bie diabien ber itreife 
(m) unb (m') ; befcf^reibt man nun aud ben 9Ritte()>un{ten A, B, C 
brei neue itreife mit ben Stabien a + x, ß+T, y + x^ fo fcbneiben 
ftcb biefe brei itreife im fünfte m unb a ift alfo m ber QJfoxbaU 
9un(t biefer brei Äreife; ht\d)xüit man ebenfo auS benfelben Wiiu 
tel<)unften brei neue itreife mit ben Stabien x' + o, x* + ß, x'+y, 
fo fcbneiben ffcb biefe brei itreife im fünfte m^ »e((iber atfo ibt 
6borbak|>un(t ifi, bef4ireibt man enblicb nodt^ au« biefen SRittels 
»unften brei itreife mit ben Slabien (90®— a), (90^— ß), 90«— y), 
fo mag ber 6^orbal8 9>un(t biefer brei itreife o b^i^^n, unb na^ 
§. 816 liegen biefe brei 9)un(te m, m', o mit bem (Sborbal^^unfte 
(ABC) ber brei gegebenen itreife in Sinem .^auptfreife ; ba nun 
aber o ber CborbaU^unft ber brei redprofen itreife unb alfo nacb 
§• 824 baS Zentrum ber &uf eren Gpmmetrale ber brei gegebenen 
itreife i% fo fttf^t alfo ber «l^auptfreiS mm'o auf biefer Spmmetrale 
itntxzätti toeil er ibr fp^&rif^eS Zentrum entb&It IBe)ei(bnet man 
alfo ben (Sl^orbati9>un!t (ABC) mit O^ fo liegen bie brei fünfte 
m, mS O in einem ^auptfreife/ »el^er bie innere ^^mmetrale 
ber brei gegebenen itreife unter recbten SEBinfeln fcbneibet, unb in 
wetdi^em ]t($ no4^ unjibüg^ anbere Sborbats$unPte von \t breiitrei« 
fen beßnben, loeU^ avA ben SRittelpuntten A» B^ C mit ben Sto« 
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bieii a + S, ß+i, Y + S, tibtt auif mit ben StaiUn i—a, i-^ß, 
J— y befc^rieben finb, wobei i eine xoiVXixxUöft S&nge (laben batf. 

§. 328. 

SBenti in Fig. 192 ie^t bie Stabten ber itreire a unb a' mit 
X ttub X' bejei^net tottitn, unb man ani ben ÜRittelpunften A, B, 
C Äteife mit ben Siabien x— a, x + ß, x + y befc^retbt, fo f(|>nei* 
ben fle ftd^ im 9)unfte a, totldftt ber G^orbaU^unft biefer itteife 
ifl; bef(t)teibt man auS benfelben !Bl{ttel))unften Greife mit ben fRoß 
Wen x' + a, X'— A X'— y, fo f(|^neiben pe fic^ im fünfte a', toel« 
4ier ber 6^orbat9>unft biefet brei iCreife ifl; befdi^reibt man ettblldf 
aui ben genannten fERittelyunften JIreife mit ben Stabien 90^ + a, 
9ffi^ßy 90^— y, fo tann ber erfte Jtreid aud^ au8 bem ©egenyunite 
t)on A mit bem 9{abiu8 90^ ^a bef^^rieben werben, unb wenn bet 
Gborbal^^untt biefer brei itreife, wie im §• 825 mit o' be^ei^inet 
wirb/ fo Hegt ber 6^orbaIs9>unIt (ABC) ober O mit ben fünften 
a, a' unb o' nacl^ bem Sufa^e ^u §• 318 in (Sinem <^au)>tfreife* 

9lun ifl aber o' naii §« 325 baS Zentrum beS <^au))tfreife8, 
worin ftc|| ber aufere ©pmmetraU^unft ber ^eife B unb Q, ferner 
ber innere @9mmetrals¥untt ber Areife (A) unb (C) unb ber in« 
nere @9mmetraU 9)unft ber streife (A) unb (B) beftnben* jDa^er 
ifl ber ^auytfreiö Oaa'o' fenfrecbt auf biefer inneren ®9mmetrale* 

3n bemfelben «^auptlreife Oaa' beftnben ^xif unj^l^lige 6^or$ 
baU^unfte t)on ie brei Greifen, xotl^t avA ben ÜRittelpunf ten A, fi, 
C mit ben JRabien *— a, * + /J, * + y ober * + «, *— A i—v be» 
fd[yrieben ftnb# wobei 8 eine beliebige S&nge baben (ann* 

@benfo wirb bewiefen, bag ber ^borbat^unft O ober (ABC) 
mit ben fünften b unb b' in 6inem|>au9t(reife liegt, welcber fen^ 
redi^t flebt auf einer inneren ©^mmetrale, worin ber äußere @9m^ 
metraU^unft ber beiben itreife (A) unb (C), ber innere loon ben 
J(reifen (B) unb (A) unb ber innere Don ben ^(reifen (B) unb (C) 
ftcb beftnbet S^ner liegen im ^auytlreife Obb' bie (Sl^orbal^$unIte 
unj^blig^ itreife, .welcbe au8 ben SDtittelyunRen A,,B, C mit ben 
{Rabien * + «, * — A* + y ober 8—a, i+ß unb i—y befc^ries 
ben {tnb* 

dniUö) )eigl man Möf ebenfo, baf ber S^orboli^yunft O mit 
ben ÜRittelpunften c unb c in Sinem ^auptfreife liegt, weldt^er bie 
britte innere ®9mmetra(e re(|^twinfelig fcl^neibet, nimlid^ bie, in web 
il^er fUS^ ber &ußere (SpmmetraU^hmlt ber beiben itreife (A) unb 
(B), ber innere SpmmetraU ^untt ber itreife (A) unb (C) unb 
ber innere Gvmmetrab^unft ber Areife (B) unb (C) beftnbet. 

3m ^uytlreife OcC beftnben ^dt tniliäf m^ unjal^lige (S^cu 
bakfhinfte i^on ie brei itreifen, weUj^e auS ben ÜRtttej^untten A, 
B» C mit ben Kabien i+a, i+ß unb i-^y ober audf mit ben 
Stabien ^— a, i^ß, i + y befd^rieben ffnb. e^^lieflid^ berbient 
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angenterft gu oetbett; baf ftd^ bte oter Einien aa% bbs cc^ nm\ 
wotoon iebe attf einet bet tiet Gpmmetralen ber brei itrdfe (A), 
(B), (G) fenfred^t ftt% in Siitem fünfte O fc^neiben, namtid) im 
6^otbaU9unfte btefet brei JCieife« 

hiermit flnb aber bte dtttttaUinitn ber t>{er ^aaxt t>on Aretfen 
confhuirt/ wot)on brei gegebene Jtreife ber&^rt werben, unb ^w^ 
jeber aM ber geometrifct^e £)rt unenblic^ vieler G^orbaU fünfte mh 
ie brei Jtreifen« 

S. 329. 

Sufgobe. ^an foS eine iBebingung unten ben StMm t>on 
Jtreifen ftnben, bie auft benfelben brei aRitteI))un{ten A, B, C be^ 
fd)rieben ftnb , wenn bie Spmmetralen biefer JEreife ^^ in Ginein 
9>un(te fci^neiben foHen« 

STuS A feien i(re{fe (A), (A'), (A'O mit ben 9tabten a, «^ «"» 
au9 B feien bie Äreife (B), (BO, (B'O mit ben SRabien ß, ß', ß'* 
unb aus C bie Äreife (C), (CO, (C'O mit ben »abien y, y% f* 
bef(f)rieben. SDie iuf ere Spmmetrale ber brei iCreife (A), (B), (G) 
l^at nun nadj^ §* 324 jum f))(^arif(ben Gentrum ben 6^orbaU |)unft 
ber brei reciprofen Jtreife, bie alfo mit ben Siabien 90<>-a, W^^ß, 
90^ — y befdi^rieben ftnb; bie iufere Spmmetrale ber Jtreife (A'X 
B0> (CO l^at ebenfo jum (Sentrufn ben 6borba(:s$unft ber tecipros 
en Äreife, beren »abien 90«- a', 90«—/^, 90°— y' ftnb, unb bie 
iugere ©pmmetrale ber Äreife (A"), (B'0> (C'O M enblt<b jum 
(Zentrum ben ^orbaU^untt ber reciprofen Äreife, beren SSabien 
900—0'', 90°—/»", 90°— y" jinbj wenn nun biefe brei ßborbaU 
fünfte in (Sinem «l^au^^tfreife liegen, fo fcbneiben {tc^ iene brei S^nü 
metralen in (Sinem 9>un{te« SRacb §• 317 liegen aber iene brei 
<S()orbat9un(te in Sinem .^aupAeife, wenn biefelbe Slelation, wie 
im §. 317, unter ben 6om))Iementen ber 9{abien ®tatt finbetj ba< 
^er tiat man bie gefu4^te S3ebingung6$®(ei(bung 

sin ß' siny — sin /9 sin y' sin a* sin y — sin a sin y' 

sin/?" sin y — sin/9 siny'' "^ sin a" siny — sin a siny'*' 

unb wenn biefe erfuQt ift, fo f^neiben ^\6^ bie &uf eren S^mmetrale 
ber Äreife (A), (B), (C), bie Äußeren ©pmmetrale ber Äreife (Jl% 
(BO, (CO unb bie äußeren (Spmmetrale ber Äreife (A'O, (B"), (0*0 
in einem 9>un{te* 

Ciefelbe {Bebingung8s®let(^ung erhält man aber audj^ ^t bie 
gleic^liegenben inneren Gpmmetralen. 

3tt fad* S(uS bet erhaltenen {Beb{ngungd^®let4)ung f innen &(ns 
li^e Skfultate, wie \m §* 818, §. 327 unb §* 82S ^ge^ 
leitet werben. 



I 
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S. 330. 

4> & I f S f a ^. SBenn auf einem Saujjtbogen ABjtoei Fig. 193 anbete 
Aa unb Bb fenfrec^t fttfftn, fo laft fi^ bie (Sntfemung ab i^xtt 
dribpnnltt auf folgenbe S(rt ftnben* 9Ran t)ei:ldngere Aa unb Bb, 
htt jte fidS^ im fünfte P fc^netben, bann ifi P baö 6entntm t>on 
AB, unb alfo PA^PB^QO^, aud> ift AB baS SRaf beS SBtnfeU 
P* Sfenier gilt ^on bem Sreietfe Pab bie gformel 

cos ab SS cos Pa . cos Pb-f sin Pa * sin Pb • cos P, 
ballet f^at man aVLÖf cosabs:sinAa«sinBb + cosAa.cosBb.co8AB. 

SBBenn bie $er)>enbifel Aa' unb Bb auf entgegengefe^ten Seiten 
wn AB ftt^zn, bann gilt t>on bem jDreiede Pa'b 

cos a'b:=cos Pa' cos Pb-fsin Pa' sin Pb cos P, 
unb ba nun cos Pa' « — sin Aa% sin Pa' = cos Aa' i% fo tfat 
man nun 

cos a'ba — sifi Aa' • sin Bb-f- cos Aa^ . cos Bb* cos AB« 

S* 331. 

Se^rfa^. fBenn dn JtreiS ixoti anbete betfi^tt, unb man 
t>on feinem 6enttum ein Sot^ auf i^re Gbotbate ^hUt, fo ijt baft 
fBetbAltniß i^ifcben bem ®inuft biefe« Sotl^ed unb bem ®inuS be9 
Stabiuö be6 betäl^tenben «ftreifeS f&t aOe Sagen beffelben t)on glei^: 
^ti ®t&|ie. 

fßttoi 
ttn Slabien 

beffen 9iabiuv * ,«»/ »• v,,» -^»».^^w» ^ •*«.v .. w^m^^m vv... ^*^ 
Ulpnnltt C fei fetner baS Sot^ Cc»:d auf bie (S^otbale PQ ber 
beiben Ateife (M) unb (MO gefaUet 

9Ran )ie]^e bie GenttaUinien MM', n>ot)on bie S^otbale PQ in 

O gettoffen »etbe ; fetner MC unb M'C, »etd^e alfo butc^^ bie ©e^ 

rfil&tung««|)unlte A unb A' ge^en ; bann ijl CM = R — r unb 

CM'=R' + r; feftt man fetnet Oc=c, OM=D, OM'=:D',foijl 

cos (R — r) = sin D sin d -f cos D cos d cos c unb 

cos (R' + r) = — sin D'sin d + cos D'cos d cos c. 

Sieil nun aber O bet 6^otbaU$unft ber betben Greife (M^ 

. — .« * - cos MO cos R ^ _^ „^ 

unb (Mm iff, fo bat man tt-t^ = — 5-, ober cos D . cos R' 

^ ' " ' ^ cos M'O cos R' 

= cos D' cos R; wenn man^ alfo bie etjte bet beiben zotigen 
(S(ei4)ungen mit cos R' unb bie jioeite mit cos R multiyticitt ^ fo 
^at man but4) ©ubttaction 

cos (R — ^r) cos R' — cos (R' + r) cos R 
as sin D fin d cos R'-f-sin D' sin d cos R« 

2>et 9(uSbtutf auf bet linfen @eite ijl = sin (R + ^O ^^ r» 
ba^et ^at man 

17 
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sin D cos R' + sin D' c^ — sin~ ^^^ ^"* 
sin d sin (R-|-R') cos D 

sin r sin (D -(- D') cos R 

SBeI4i€ Sage a(fo auc^ immer ber StxM (Q erbalten mag, fo 

sin d 

i|l ba* SBer^altnlß -: — immer bajfelbe, wenn ber Ärei« (C) m 

bie beiben Jtreife ung(ei4iartig berfi^rt. 
3 Ufa 6. Sßenn ber Jtret§ (CO bie beiben itreife in^ttliä) tn B 
unb B' berfi^rt, unb man wieber ba& Sotb C'c auf bie S^- 
bale PQ faSt, fo f)at man, wznn wieber Ocsc gefct^ 
wirb/ 

cos (R -f O ^ -* sin D «sin d -|- cos D cos d cos c 
cos (R'-f 1*)= + sin Dasind -f cos D' cos d cos c 
unb man erbalt cos (R'+ O ^osR — cos (R + r) cosR'=: 
i+ sin D' cos R -f sin D cos R') sin d ober andf 
sin d sin (R — RO cos R 

sin r sin (D -f- D' cos D 

S. 332. 

eebrfat SBenn jwei itreife CA) unb (B) in Fig. 195 im 
anbere Jtreife (M) unb (M') berfibi^^n^ fo liegt iebe&mal ein letd|t 
gu bejltmmenber @9mmetraU$unft ber beiben erflen itreife auf b« 
6^orba(e ber beiben anberen Äretfe. 

93et9eie. ®inb wieber R unbR' bieStabien ber beiben Jtreifc 
fM) unb (M), LM=D unb LM'=D', unb wirb ibre 6borbale 
PQ Don ber SentraUinie AB im fünfte N aefcbnitten, fo laffe mw 
noä) bie 9er))enbiFel Aa = a unb Bb = b auf PQ , bann i% 
wenn bie Slabicn ber itreife (A) unb (B) mit a unb ß bejdc^nct 
werbeh; na^^ §. 831 

sin a sin (R 4- R') * cos D 

sin a "" sin (l) + D') cos R 

sin b sin (R-fl^') cos d 

sin ß ~ sin (D + D') ' cos R 

Qiie la. **** * si" ^ «* ,« * sin Aa sin t 

Srifo ip -: — = -T— .• «Run ift aber . p. = -:-t 

sin a sin ß * sm Bb sin d 

sin NA ^_ ^ sin NA sin a ^ , .^ ^- ^ 

iupere @9mmetrak$unft ber beiben itreife (A) unb (B). 

SSirb jtatt bed ^reifed (B) ber ^rei0 (0) genommen, fo be» 
weifet man auf ibnlicl^e 3trt, baß ber innere @9mmetraUf>unft S 
ber beiben itreife A unb D ft(^ in ber Sborbale PQ ber itreife 
CM) unb (Mo b^ftnbe, wenn (D) biefe beiben itreife ber&^rt 
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Bufaft 1* Sßerben bte Areife CA), (B), (C) t)on ten Areifen 
(M) unb (MO ber&H/ fo beftnben ftcb bte brei au^erenjSpms 
tnetraU9>unfte ber brei erflen paanoeife genommenen Areife 
in einem .^auptfreife, n&mli4^ in i^rer inneren @9mmetrale/ 
ttnb ba biefelben brei äußeren @9mmetraU fünfte fidf audj^ 
in ber S^orbale PQ ber Areife (M) unb (M') bem t)orl^in 
S3en>iefenen gem&$ beftnben/ fo ift alfo bie Sborbale PQ bies 
fer Areife mit ber Rufern Spmmetrale ber brei Areife (A) 
(B), unb (C) einerlei* Sei einer anberen S3er&brung fann 
^ ^ eine innere @9mmetra(e mit ber 6(^orba(e ber beiben Areife 
(M) unb (Mo einerlei feim 

Sttfa« 2. 2)re{ Areife (A), (B), (C) finnen naä) §. 326 
im allgemeinen t>on t>{er 9)<taren neuer Areife be# 
ru(irt werben, unb bie Sbovbalen biefer t>iet 
9)aare finb alfo naö^ bem t)origen 3ufa^e mit ben 
t)ier ®9mmftra(en ber brei Aveife (A), (B^ (C) tu 
nerlei. 

3ttfa| 8. Seil umgefel^rt a\xä) bie Areife (A) unb (B) i^on 
ben Areifen (M) unb (M7 ber&brt werben, fo beftnbet ftdj^ 
ein @9mmetraU $unf t biefer Areife auf ber 6^orba(e pa. 
SBirb bie Centrale MM' Don Pq in O gefc^nitten, fo ift alfo 
O ein ®9mmetraL:9ttnft ber beiben Areife (M) unb (Mo, 
unb jtoar in ber Sigur ber innere @9mmetrat$unft @ben$ 
fo wirb auH) bie Sborbale ber Areife (A) unb (D) burc^ 
ben 6^orbal ^ $un{t O ge^en« ^ierburcb jtnb aber bie ® &^e 
im §« 327 unb §* 82S nod^ n&()er beflimmt. 

8. 333. 

Serben mehrere Areife ( A), (B) , (C), (D) etc. oon jwei anbe^ 
ren Areifen (M) unb (Mo berul^rt, unb ixoax bem einen einf4^Iie^enb, 
t>on bem anberen au6f4^Iief enb, fo fcbneiben ^d) bie I93er&l&rung8s®eb^ 
nen iener Areife unb aucb i^te 6borba(en in (Einem 9>unfte, im 
inneren SpmmetraU fünfte ber beiben Areife (M) unb (Mo» 

fBeweid* Sirb ber Areid (A) in Fig. 195 t>on ben Areifen 
(M) unb (Mo in ben fünften o unb o' beriil^rt unb legt man 
bur(b bie fünfte unb o' bie Xangenten oT unb o'T, fo iß oT 
bie Sborbale ber beiben Areife (A) unb (M), unb o'T bie G^orbale 
ber Areife (A) unb (M'), unb ba PQ bie Sborbale i»on (M) unb 
(Mo i% fo fcbneiben ftcf^ biefe brei e()orba(en in (Sinem fünfte T, 
bem ß^orbafc^unfte (AMM'). 3nfofern nun oT unb oT Zan^ 
aenten bed Areifed (A) finb, ftnb jte gieicb nnb alfo andf bie SBSin:: 
fei Too' unb To'o; weil aber oT unb oT au(^ Sangenten ber 
Areife (M) unb (MO ftnb, fd^netbet aifo bie @ebne 00' bie beiben 
}ule(t genannten Areife unter gleichen SBinteln; ba^er ge(|tb{e@e^« 

17* 
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ne 00' na^^ bem Sufa^e 2 ju §• 321 bur^^ einen Spmmetra&fhmlt 
ber Äretfe (M) unb (M') unb jwat in ber gigur bur4> ben inner« 
S9mmetrak9>unft O ber Jtreife (M) unb«(MO* Qin ®letc^e$ 
aber aucb t>on ben JBer&drungöfe^nen ber fibrigen «ftreife CB), (C), 
(D), u» f. ». 

anmerfung. ©ie DorJ^erge^enben 8eHi(|e reitben l&in, nm 
bie fogenannten Stppoaomfcben Slufgaben aufjuliren, toeldi^e tm^i? 
beten nietet fc^on aufge(6fet worben finb, unb welcbe immer barauf 
^{nau9 (ommen/ einen Arcid gu conflruiren, welcher brei gegebene 
jtreife berührt Unter bieren Greifen bfirfen ouc^ .^auptfretfe oor^ 
hnmtn, au^ f6nnen einer, ober gn>ei ober alle brei JCretfe fi^ blo{ 
auf $untte rebucirt ^aben. 2)ie le^te 9(ufgabe unb bie, in totU^ 
brei |>au))tFretfe gegeben ffnb, ftnb fcbon aufgel&fet worben unb eS 
bleiben ba^er loon ben Slufgaben biefcr 9(rt nur noc^ ad)t aufjulofcs 
ibrig. 

£>{efe 9[uf[&fungen felbjt fiberge^en wir ^itx ber Stutzt wegen, 
Yoeil fte )ufe(^r mit ben analogen planimetrifcben Abereinfltminfn, mU 
Oft ber .^err 9>rof* ^(itder in feinem anaUtifcf^^geometrifc^en (biU 
loicfelungen angegeben t)aU 

§. 334* 

&el^rfafe« Sie^t man \>ux^ einen $unft innerl^alb ober aufers 
l^alb eines Jtretfed (in Fig. 196) eine @el^ne AB, unb ^albirt man 
bie ®ti(de VA unb VB burc|^ a unb b, um in i^nen bie ^txptn-^ 
bi(el bß unb'aa gn errieten, welcbe t>on ben Sangenten ber9)unfte 
A unb B in a unb ß getroffen n>crben, fo beftnben ftcb bie fünfte 
o unb A iebeSmai in (Sinem unoerdnberIi4)cn ^auptfreife PQ> loel^ 
4ier auf ber Don V aix^ burc^ ben 9Ritte(punft ge^enben @dfnt 
fenfredSit jle^t 

SeweiS* Um ab^uffirjen/ lehren wir ben ®a% um, tnbem 
n>tr annebmen, bap PQ bie Gborbale ffir ben ^unft V unb ben 
Ärei« fei} auc^ nebmen wir in PQ wiüfurHdS^ ben ?)unft ß an, um 
Don ibnt an^ bie S£ongente ßB gu Rieben, wirb bann no4 ^AB 
unb ßh barauf fenfrecbt gefaUt, fo tji md) §. 814 V^ = Bß üni 
Qi^B ein glei4)f4^en!elige6 ^tzUd^, wel((^ed burcb bad Sotl^ bß in 
}wei fpmmetrifci^e get(^ei(t wirb. 2)aber iß b bie SKitte t>on VB; 
ebenfo wirb gegeigt, baf a bie ÜRitte t)on VA fei* 
3ufö6 1. Sebe t)on V aud an ben Ärei« gezogene SEangente 
VM ober VN wirb t)on aß f)albixt 2)a ndmli^^ aß bie 
Sborbale f&r ben $unft V unb ben iCrei6 ifl, fo iß nüif 
§. 314 mM = mV unb nN=:iiV. 
3ufa<i 2. 2)a Va = f VA unb Vb = f VB i% fo ijl ab =J AB. 
3ufa6 3. Zkift man von einem fünfte V auS )wei Zanicn^ 
teu/ fo ifl ein $au)>tbogen mn, we(4^er bie beiben Sangen^ 
tm ffülhixt, bie 6(^orba(e fftr ben ^untt V unb ben itretfc 
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Sufaö 4. e«tfling iVN ^yf tng J VA tag | VButtb alfo 
tag Vn» = tag Va • tag Vbj bef4)mbt man alfo au* V 
einen i(retS mit bem Stabiud Vn, welcher VAB in /li unb v 
fc^neiben mag/ fo tfi immer ^ai^b l^armonifc^ Set()ei(t 

5. 335- 

Sßcnn man in Fi^. 19T t)on einem beliebigen fünfte V auf er« 
l^alb be* Jtreifed nai^ einem fejfen fünfte O feiner $eri)>l^erie el^ 
nen £auptbogen }{e^t/ unb in feiner fDtitte b ein ^erpenbifel hß 
• auf VO ^rricbtet, fo wirb e§ t)on einem fiau^)tbogen mn, xoili^tt 
bie beiben au* V gejogenen Spangen ten VM unb VN l^albirt im 
fünfte ß iebe*mal auf einem fejlen <^au))tfreife, ber Sangente be* 
?)unfte* O, gefd>nitten* 

93en>ei6. £)a na4) Sufag 8* iu §.8S4 mn bie 6^orba(e fiir 
ben Dunft V unb ben J(rei* ifii wooon bie S^aiigente POQ in /? 
Sefc^nitten werben mag, fo ifl, wenn noc^ V/9 gejogen xo\xt,yß^Oß 
unb alfo SßO ein glet(!t^fd{^enfeliae* 2>reie(f ; biefeö n>irb aber burd) 
ein Sot^ ßh in ^»ei fpmmetrif^e get^eift, alfo ift yb:=Ob; im 
fünfte b {ann aber nur ein |>erpenbi(el auf VO enic^tet werben. 

1 336. 

eel^rfa^. Sinb iwei fefte fünfte V unb W in Fig. 198 
gegeben/ fo fann man einen beliebigen Sxtxi, ber iene fünfte nietet 
umfc^Iief t, unb von i^nen m^ }n>ei Sangenten^^^aare VM, VM unb 
VN, VN an ben itrei* )ie^en; bie beiben <&auytbogen mm unb 
nn, u>obur0 bie Sangenten eine* ieben $aare* lalbirt werben, fcl^neis 
ten fiif bann, wie immer aud^ ber ^rei* conftrutrt wirb, auf einem 
feßen ^au^^tfreife PQ, weldSitr bie &inie VW fenfrect^t l^atbirt« 

ißewei*. 6* ift mm bie ^^orale für ben $unft V unb ben 
Jtrei*, nn bie Gborbale für ben^unft W unb ben iCrei*, unb PQ 
iß bie (S^orbale f&r bie beiben fünfte V unb W, unb biefe bret 
G^orbalen fdi^neiben ^ iebe*ma( in (Sinem fünfte a. 

SSan fann aber au4>, wenn fi(|^ mm unb nn in a f4meiben, 
Va unb Wo jieM/ wel^^e = VM=: WN finb unb im glei(^f4^en« 
feHaen Dretetfe VaW ein &>tb aU auf VW faUen, wobur* VW 
l^irt wirb* 

§• 337. 

Slufgabe. SSennficl) Fig. 199 jwei JtreifeCM) unb (M0> beren 
fRabien runbr' feinm&gen, in einem fünfte A i^rer 9>eri|)^erie, unb 
}we{ anbere Areife (m) unb (mO, beren Siabien ^ unb ^' fein xah^ 
%ta, unb weI4ie fu^ ebenfaU* berii()ren, i9on ienen Jtreifen unglet(b<' 
artig berfi^rt werben , fo fann man bie ^er^enbifel mn s z unb 



.1 
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iD'n'=z' auf bie QznttaUinit AMM'BC fiUm, unb (d foD bcr 3u^ 
fammenbang unter ben ®rifen z, z'» p» q* ermitteft toerben. 

GS fei Aii = a unb An'«a; ){e(t man ferner bie dtnttak 
Mm, fo xft MiD=r-|-p unb alfo 

!• CO« (r^J-p) «5 C08 z cos (r — a) unb cbenfo 
2. CO« (r +p) = CO« z' CO« (a'— r); 

)ie^t man bie Centrale M'm, fo ift M'msr' — p unb alfo 
8. COS (r'— p) = cos z cos (r'— o)^ unb ebenfo 
4* cos (r'«— pO = cos z' cos (r' — o')* 

IBBeil [xd9 enblicb bie iCreife (m) unb (mO ber&^ren, fo ffat man 

5* cos (p-f"?') ^=^ ^^^ ^ ^^^ z'4"C0s z cos z' cos (a'— a)» 

S(uS ben beiben erflen (Bteic^ungen ftnbet man bur<^ Slimfnatii« 
t)on r bie (Sleic^ung 

cos p — cos z cos a sin p -^ cos z sin a 

cos p' — cos z' cos o' "" sin p' + cos z' sin o' * 

unb aus ben beiben anbeten (BIe{(^ungen erlitt man burcf^ GUmtmu 
tion von r' bie ®lei(^ung 

cos p — cos z cos o cos z sin o «— sin q 

cos p' — cos z' cosa *" cos z' sin a —sin p * 

sin p -4- cos z sin a cos z sin a -— sin g 

woraus no4) folat -. — r-^ #— • — # = #-.— # — = — 7» 

unb biefe ®j[eid[iung I&ft ft4^ }ufammen)ie^en auf 

cos z sin a cos z' » sin a 

Sin p sin p 

fte gilt immer, menn ^df an^ bie itreife (m) unb (m^) tAiit j 
berubtrcn, ba bie ©leicl^ung (5) ^u i^rer Verleitung n{(bt benuit 
»prben ifi- Semer erf^alt man no4^ auS ben beiben t)origcit ®lei< 
d)ungen sin p' (cos p — cos z cos a) s «in p (cos p' — cos z' cos a) 
ober 

cos p — cos z cos a cos p'— cos z' cos a 

sin p "" sin p' 

jDiefe ®(eid()ung, welche ^d) a^^ umformen Üifft in 

sin ^p' — p) = sin p' cos z cos a — sin p cos z' cos o' 

gilt^ ebenfaOS immer, menn fii) anö) bie Jtreife (m) unb (m') nt^t 
berühren. Serbinbet man bamit bie ®lei4^ung o s= sin p' cos s 
sin a — sin p cos z' sin a% inbem man jene mit cos a unb btefe 
mit sin a multiplicirt/ fo ^at man 

8* sin (p' — p) cosa =3 sin p' cos z^ sin p cos z* cos(a «»a). 

9lulti))Iicirt man aber iene mit sin a unb biefe mit cos a, fo 
1)at man 

9« sin (p' — p) sin as=sin p cos z' sin {d-^a)* 

SBerben enblidt^ biefe beiben ®lei4un9en <(uabrirt unb bann ab:: 
birt, fo erhalt man 
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10« sin (Q' — ^y 8 sin q^ cos z> — 2 sin q sin q' cos x 
cos l' t?os (a— a) + sin 9* cos »'*. 

2)a nun aber nacf^ tet Sormel (6) Ift cos z cos z' cos (a — o) 
« cos (^ + p ) — sin z sin z Ijl, fo erl&4ß man weitet 

sin (p'— ^)2 — sin p'« cos z« — 2 sin (> sin g' cos (p+p') 
-(- 2sin Q sin p' sin z sin z' -f- sin ^^ cos z'\ 
ffieil femer sin ((>' — ?)* + 2 sin (> sin ^' cos (fi + f) 
= sin p «^ — 4 sin p' sin ^'^ + sin p« id, fo f^at man 

sin ^'2 sin z^ — 2 sin q sin 9' sin z sin z + sin ^> sin z * 

« 4 sin p« sin (>'«; wenn auf befben Seiten bie Guabrati^ZJur» 
ie( au<geiDgen toixt>, fo ifi 

sin ^' sin z — >. sin f sin z' := ± 2 sin q sin ^' ober 
sin z sin z' 

sm ^ sin ^ 

« sin z 

gur ben Äref« (m) (ft aber offenbar -: 

sin r 

grJfer aU ber Äuotient -: — ; ffir ben Ärei« m'; ba^r ijl ba» 

sin f 

SSorjetdl^en + anjuwmben; mithin 

sin z sin z' 

Sin p sin ^ ' 

Slnmerfung* 2)afi biefe gormel, bere n analoge pfanimetrii» 
f4)e f(bon t>on |)ap9u6 ein alter '@a^ genannt wirb/ auf ber St^ 
gel gelte^ i{t jtterft t}om ^errn Steiner gefimben worben, welcher 
jte im jtoeiten Sanbe (S* 190) beft 3oumale^ fftr bie reine unb angc« 
wanbte SRat^emattf wn H. i. Grelle obne SScxoM mitget^ttlt 

Wtan fann nun eine ganje {Ret^e t>on itretfen (m), im'), 
im"), etc. confhitiren, beren ieber oom nS(b{tfo(genben unb Don ben 
beiben Areifen (M) unb (M') berfil^rt wirb, unb au$ bem belannten 

SBert^e beS Ser^iltniffe« ^^-^ f&r einen fol^^en itreiS (&f t ^vöt aU 

fo ber Sßert^ eineft fold^en SBer^&ItnijfeS für ben legten itretS 
futben* 

S. 338. 

Seit man in Fig. 199 Mm»l unb M'm = 2a — 1, fo ifl 
2asz:r-i-r' unb feftt man femer Mn«x unb M'ns=:2e — x, fo 
iß 2 e = r' — r. gemer b<tt man offenbar 

cos (2 a ^ 1) cos (2 e — - x) 

cos 1 "" cos X ' 

unbfitcraut folgt cos 2A-|-sin2atng l^cos 2e-f>sin 2etugx« 

eejeii^net man nun ben SBinfel CMm mit v unb CMm' mit y'> 
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fo ift tng X ^ eng 1 cos ▼ unb alfo cos 2 a «f sin 2 a uig 1 
^ cos 2 e + sin 2 e tng 1 cos y ober 
- cos 2e — cos 2 a 

mg 1 as -; — ;- , 

^ 8in 2 a — 8iQ 2 e cos v 

. sin 2 a — sin 2 e cos v 

ober cot 1 = -- ^ ^ — • 

cos 2e — cos 2 a 

Dtefer Sluebrucf U{it ^6) anit olfo [(^reiben: 

sin2a(cos|v2 + sin|v*) — sin2e(cos|v* — sin^Y>) 



cos 2 e — cos 2 a 
(sin2a — sin2e)cos|v>4-(sin2a«f sin2e)sin|v^ 



cot 1 = 

ober cot 1 =a o « 

cos 2 e — cos 2 a 

unb a ift olfo 

8in(a — e)cos(a«|-e)iCOS^T3-f''i>^'^+0<^os(a— e)sin|T^ 

sm (a — e) . sin (a^-e) 

Ober vxiUä) 

cot Iscot (a+e) cos 1 v> -f cot (a^e) sin | y>, 
tmb ba 1 = r + 9, a -|- essz^, a — e = r if, fo tonn man oxaSt 
fetten 

cot (r+f) =s cot p' cos i V* + cot r sin \ vK 

£)a nun aber sin (t+q) • sin ▼ ts sin z iftf fo erl^itt man 

burd|> bie 9Sulti))({€ation bfefer ©lefctiungen cos (x -f ^ ) » (cot r 

sin z 

cos i v' + cot I sin | v') . •: • 

■ * ' sm V 

jDa toeiter sin ^ = sin (r -f 9) cos — r cos (r -f f ) sin r \% 
fo tfat man alfo 

sin Q = [cos r — (cot r' cos| ¥^ -l" ^^^ ^^^ I ▼O ^^ ^] * 
sin z 

-: — ober enblfcl^ 
sm V ^ 

sin g sin (p' — r) 

I. -: = tt > — 7-- • cot I ▼, 

sm z 2 sm r * ' 

Um btefe Sormel in bie beS §* 885 )tt fe^en, fe^ren toir fU 
um\ bann ifl 

sin z 2sinr' ^ ^ «^ . 

■: — = -: — 77 — r tog I V unb ebenfo 

sm Q sm (p — p) ^ * 

sin z' 2sin]:^ 

-T y =: -^ — — , r tng j ▼, 

sm ^ sm (p — p) o » ' 

unb werben biefe 9uSbrfide toirhi^^ fubjlttuirt, fo ^at malt 
2- tngiv^tngjv'+ — ^j^^p 

Sdimerfung. jDie SRittel^utifte m, m'; wl', etc. befinben 
fiöf auf bem Umfange eineS Jtegelfi^nittS, ttnb bte ®4>en?el Mni^ 
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Mai', Mm'% etc« ber Sinf cl v, v% v'', etc.» »eUi^e na<^ bem hmä) 
bte gefundene einfacf^e Sormel ouSgebr&dten ®efe^e auf cinanbet 
folgen, befKmmen hnx^ bie (Sinfct^nitte in biefe Auvt>e bie Soge bet 
WtittüpunUt m, m\ m" etc. 3{i efn fol^^er äRittelpuntt gegeben 
unb bie ÜRenge bet Wtittüpmttt, toel^ie barauf folgen foflen, eben« 
fattS gegeben, fo jtnb i^re f&mmtlic^en Drter auf biefe SScife be^ 
ftimmt 

§. 339. 

jDa nadf §. 888 ifl cot (r+p)==cotr'co8|v« + cotrsinfv«, 
fo f)at man aucb cot (r-fp) .+ cot (r+p) tng | t^ = cot r' + 
cot r • tng I Y> ober 

^ ^ ^ ^ cotOr + ^-coM^ 

*» * ^ cot r — cot(r — q) 

^ yfin (p'— p — 9) sin Pv ^ - - 

^«^ ^ ==^ V C ÄTJ— • ST?) «"*^ '*^'^'' 

flSerben aber biefe SBert^e in ber legten Sotmel beS §» 28S 
fubßituirt, fo er^&tt man 

^ sin (/— p— p) ^ sin (r^ — p— f'> 8in{p' — p) 

V nT"7 ^ V HTTf + 



sin ^ ^ sin p' y (sin p sin x^) 

^ ^ Sin (p*— p) sin ^ ^ sin (p — r> sin q 
m^ sin (p*— p) 

+ V -= — ^: — ? ttttb wenn man toieber )u ben Sotangenten 

^ sin psin r ^ ^ 

fibergebt/ fo ifl alfo 

-^[cotp— cot(i<— r)l==^[cot9' — cot(r'— r)] + ^ [cotr— cotp']. 
9la4> biefer einfacf^en Sonne! f innen nun bie 9labien ^ , ^, 
fi\ etc. ber auf einanber folgenben itreife (m), (m'), (m''), etcj 
t9enn einet t>on i^nen gegeben ift, berechnet »erben. 

$. 340« 

Bleiben toir bei ben t){er itreifen (m), (m'), (M), (M') ffe: 
^en, tnbem toir bie brei erjien a(8 gegeben betracbten, fo ift ^M') 
ber Jtreid, ioeI<ber bie brei gegebenen itreife einfcbliefenb berubtt» 
fBe)ei(bnen toir femer bie (Sotangenten ber Labien ^» (% p mit a, 
ßi 1 unb bie <Sotangente bei unbefannten SabiuS r' mit <» fo i|t 

cot Cr' — r) s ' ^ ^ unb alfo 
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Sirb tiefe (Sldcf^ung georbnet unb in ^In^ö^t auf i aufgc? 
lifet, fo er^&tt man 

*= — (a+/J + y) + 2 V^ Cuß + ay + ßr-i^y 

S)iefe Sfonnel »eigt nun, wie man aM ben Gotangenten ber 
Slabicn breier it6 auferlicb ber&^renber Jtreife bie Gotanaente M 
Slabiuft eines itreifet ftnben (ann/ toeldS^er iene brei streife beru^, 
inbem er fie umf^^Iie^t 

iRinnnt man ftatt ber brei Stabien i^re Gupplemente , fo wxß 
toanUlt ^ + a in — a, + /» in — ^, + y in — y» ^^ 
bleiben aber bie Greife (m), (m')» (M) Don berfelben ®rofe unb 
man ereilt nun 

fut bie CEotangente beS SlabiuS eine« JCreifeS, welcher bie brei ge^ 
gebenen Jtreife ebenfalU, nun aber iuf erlid^ ber&l^rt 

SInmerfung. {Berfte^t man in bem analogen Sf^Oe ber 9>ra< 
nimetri unter a, ß, y, i, if bie reci))rofen ffiertbe ber Stabien, fo 
^at man bie Sformeln 

a*» a^ß^r + 2 V c«/^ + «y + W> 

webbe f4ion üon bem ^erm (Steiner im erf(en iBanbe beft oben 
erw&dnten Journale« f&r bie reine unb angewanbtev9Rat^ati( 
Geite 274 l^ergeleitet worben ftnb. 

§. 341. 

6S maa ie|t ani^ ber S^Q befonberS betracf^tet loerben, wenn 
bie Jtreife (M) unb (M') in Fig. 200 ffcb ^uferßcb berfibten, unb 
fle toieber Don ben streifen (m) unb (m') berührt werben, n>el(be 
jt(^ auferbem felbft ^ufierüd^ berfi^ren. Ge^en wir nun wieber 

An r= a^ An' = a , fo ijl 

GOs(r4-^)=co8Cr^a)«cosz; cos(r+ (>') = cos(r — a) . cosk% 
cosCi^+P)^^^^ (r'+a). cos z; cos(r' + (>')*= cos (r + a ) . cos z'. 
unb cos {ff 4- (') = sin z sin z -f cos z cos z' cos (a — ^ a). 

SiuS ben t)ier erflen ©(eidS^ungen jielit rtm nun 

sin ^ 4* sino cos z sin ^' -f* ^^^ ^ ^^^ '^ 

' = — , ; ; unb 

cosp — cos a cos z cosp *-cos a cosz 
sin ff — sin a cos z sin p ^ — sinaT cos z' ^ 

cos p — cos a cos z *" cos q' — cos oT cos z' ' 

l^ierauS erlitt man aber bur((> eubtraction unb SIbbition 

sin a cos z sin a cos z' 

= ; 7 7 unb 

cos p «— cos a cos z cos gf — cos a cos z 

sin ^ sin ff 

cosp — cos acosz "" cos f' — cosocosz 
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• I 

^altfer ffat man nun bie beiben (Slefd^nngen 



sin a cos z sm a cos z' 



unb 



sin Q sin f 

cos Q — cos a cos z cos ^' — - cos a cos z' 

sin f "" sin (►' * 

gan) ebenfo, wie im §• 885/ unb bie weiteren GdE^t&ffe bleiben eben« 

sin z sin z' 

fall* unt)etanbert; mit^naitt bieSormel -: — = -: — ? + 8 

' 7^0 u sin r sin r ■ 

au(^ bei bet ae8enn)&rtfgen Sonfhuction* 

2>a]^er tonnen toiv (lier toon ber weiteten Sfuiffil^rung abjte^en* 

§♦ 342. . 

SBenn in Fig* SOI in ein Sweied bie brei itveife (A), (B), 
(B) gef4irieben finb, n>el(|^e bie Seiten beS SweiedS unb einanber 
iu^erlicb in m unb n bet&bten, fo fle^ bie9iabien biefet JCreife in 
einem Sufannnenbange/ xoüöitt ie^t ermittelt werben foH« 

9Ran be^eic^ne bie Stabien ber Greife ber 9Ieibe naä) mit a, b, 
c, fefte Dms=m unb Dn=:n, ferner fei ber SBSinfel im 3weie(fe 
= 2v* S)ie SRittelpunfte ber JCreife liegen beTanntlicf^ auf einem 
^au:ptheire, wetdi^er ben eben genannten SBinfel l^albirt. £>a 
DA=m — a unb pB=m-f-b ifi, fo iat man alfo 

sin (m — a) sin yssin a unb sin im -f* b) sinysssin b; 

wenn wir unS t)orl&u^0 auf bie beiben itreife (A) unb (B) Us 
f(^r&n!en/ fo ift atfo 

sin m . col a — cos m ss . unb 

sm y 

m • cot b + cos m s 



sm y 

®e(|ett wir alfo jur Slbl&riung cot a = a^ cot b = /? unb 

cot c=y, -: — k, fo ifl 

sin y ' ' 

a sin m — cos m = k unb 

ß sin m 4* cos m =: k« 

(g — /y)k 

unb ba sia m' .f. oos m< = l {ß, fo ^ man alfo 
(o+/J)« = (a— /J)» k< -f 4 k« ob«c att(^ 

,. alfo .i, . ^ V" t(«-^' + fl. 

«TP 
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fBtrfi^rett ftdl» alfo }n>e{ Xreife iu^txli^, fo Ih^t Jx6^ na6f bie» 
fer ^ormrl bie .^alfte bed SßtnfeU bered)ncii, wel^ien i|^re aufmn 
Sangenten mit dnanber macben. fRan ftnbet au4i no4^ 

8. cos Y =s ^ /^ 

Auf aM(^e$(rt ftnbet man aber audi^ cos v « >- .^— , 
ballet ^at man bie ®Ie{(|iung 

unter ben Siabien ber btei Jtreife (A), (B), (G). SBtrb btefe ®(ri« 
d^ung ttitxoidüt, fo ifi fle burd^ a— y t()e{Ibar unb i^emanbeft ftc^ 
bobtttc^ in 

U)el(!^e, tote man iit^t, in 4)in{t4)t auf ß Dom btttten ®tabe iß. 

Snmerlung. 9la4> biefer 3lbfd(in>e{fung fommen »tr auf bie 
etgenfcf^aften bev ®9mmetraU |)unf te itoeier ifreife iwAd. 

§. 343. 

Sel^Tfa^. Stellt man in Fig. 202 t>om dußeren ^pmmetval« 
$ttn!te S jtodev itteife (o) unb (ö) eine ®efante burc^ bie beiben 
Jtreife/ fo liegen lf)xt $oIe in Sfnfe^ung ber beiben Jtreife mit bem 
®|^mmetrat|>unfte S in (Sinem S^awfnui\z. 

iBen>ei8* SRanl^abe bie @ef ante SnmNM gejogen, beren|>ole 
f unb F fein m&gem 3ie^t man bie @e(anten io unb FO , fo 
werben bie Ge^nen mn unb MN baburdt^ unter redj^ten SBinfeln 
N^irt unb a ift 

tng ok =: tng oSk « sin Sk, 
tngOKss tng OSK« sin SK, . 
tng ok sin Sk 

^^'^ ISiiOK = sI^SK" 

Sinter ifttng okstngonk . sinnk unb tng OK=:tng ONK. . 
sin NK» unb »eil, toie frfi^er betoiefen ifl, bie Sßintel onk unb 

^^-„ - .. - - . ^ .« „ tnff ok sin nk ^ , 

ONK gleic^grof finb, fo tjl aud^ J^foK ^ ii^KK* ^^^ **^ 
man bie |)rot>ort{on 

sin Sk sin nk 

*' imSK — 8"mNK* 

ffieil femer tng fkstng knf.sin nk unb tng FK=ttngKNF. 
sin NK i|t, unb au4 bie SBinlel knf unb KNG gbid^ltnb, fo 
l^at man 

tng fk sin nk 

"♦ 5pK = 8-taNK' 
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S)a weiter tng Ik^ tugkSf . sin kS unb tngFKsstsg KSF . 
sin SK i% fo 1)at man üuä^^ 

tng fk tng kSf . sin kS 

t-Hplt = tng KSF. sin KS ""** *^''> 
sin nk sin Sk . tng kSf 

ii^NK ~ sin SK « tng KSF ' 

unb wirb hiermit bie 9ro))ortion (1) loerbunben, fo folgt; baf 
tng kSf=tng KSF unb a(fo Mäf SSSinfel kSfr=^KSF fei; mithin 
gebt bie Sinie Sf verlängert audf bur^ ben {weiten $o( F. 
SluS bem t>orberge^enben fcf^Iief t man auäf bie t^royortion 

tng ko tng KO 

tng kf ~ tng KF* 

3ufa| 1. S3er(2ngert man ixt Sangenten MF unb nf^ bis fte 
{t(^ in P f^neiben, fo iji wegen ber ©leidbl^eit ber SBinfel 
PMn unb PnM and) PM=Pn unb ba^er i{i P ein $unft 
ber Sl^orbale ber beiben Jtreife (o) unb (O)» Serl&ngert 
man bie Sangenten FN unb fm, biS fte fidS^ in Q f^^nei^ 
ben , fo ip QN = Qm unb alfo Q ein jweiter ?)unft ber 
6f)orbaIe; wirb alfo bie Sinie PQ gebogen/ fo ifl fie bie 
Sborbale ber beiben Greife. 

3 u f a ^ a. fßf rl^gert man bie Stabien MO unb no^ bil fte ftdb 
in R f4)neiben, fo i% weil fie gleicl^e SDSinfel mit MnS mof 
(^en, RM = Rn; bef4)reibt man alfo aud R einen Arei9 
mit bem StabiuS RM, fo ge][)t er burdS^ bie fünfte M unb 
n, audS> berfil|irt er bie beiben Äreife (o) . unb (O) in ben 
genannten beiben fünften, ^enn man bie Stabien ON unb 
om bid )u i^rem 2)urd^f4^nittS :: fünfte R' t)er(angert; fo i^ 
au* R'N=R'm; man fantr alfo au8 R' mit bem Slo« 
biuö R'N einen Ärei« befc^^retben; unb bicfer Äreiä, welker 
burcj) bie ^uncte N unb m ge^t, berul&rt offenbar cbenfatt« 
bie beiben gegebenen Äreife (o) unb (O) in ben genannten 
beiben 9>un(tcn. 

3 u f a ^ 3* £)ie t)orile()enben @a|e gelten unb f&nnen au6) mit 
einer geringen SIbdnberung ebenfo t>on bem inneren ©pmme? 
traU^unfte jweier Jtreife bewiefen werben« SSenn man fer^ 
ner ben vorigen @a^ umfebrt, fo iat man tai folgenbe 
Sbeorem: SESenn ein Greift 5wei anbere Jtreisr 
fe berfi^^rt unb man bur^^ bie beiben S3er&^rungds 
fünfte einen ^auptfreiö legt, fo gebt biefer 
burct^ einen ©pmmetraU^unft biefer oeibenArei« 
fC; unb jwar burcb ben iufieren, wenn bie Se« 
rü^rungen ber beiben Greife gleidj^artia finb; im 
entgegengefe^ten %aUt ge^t ber ^auytfrei« inxäf 
ben inneren @9mmetraU9>unft 
(ÜRan vergleicf^e ben 3ufa6 3* )u §. 832)» 
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81D Sk sin So • sm Sok 

sin NK sin NO . sin NOK ,^ ^ ^ ^ 

sm SK sin SO • sin SOK * ' < ^ ^ 

pottion (1) im obiaen {Bmeife oem&ß 

sin no » sin nok sin NO • sin NOK. 

sin So • sin Sok sin SO • sin SOK' 

ba aber S ein ®9mmetrals9>unft bet beiben Jtrdfe (o) unb 

. sin So sin on 

(O) unb alfo . g^ = -^-Tvw i% fr tebucirt fUt bic 

^ ^ smSO smON ^ 

vorige 9>n4)ortton auf bie einfacl^ete 

sin nok sin NOK 

sin Sok sin SOK 

IDiefe 9>ro))ortfon Üf t ft(^ abcf ld(!^t umfrnnen in bte 
frlgenbe 

tng } Son _ ^gJJ^i^ 
*• tng I Som "" tog fSOM ' 

toüä}t man andf Ul^t nacb ber aQgemeinen Sinnet im 
S* 1Ö6 (verleiten lantu 

3ufa4 5. S>ai t»on ben Xattgenten ber fünfte M, N, m, n 

Sebilbete Siered FQfP bat bte befrnbere Sef^^affenbeit, bag 
^P + FQ = 1P + fQ ifl; im analogen gatte ber ^lanlme* 
trie ifi a ein 9)araUelogramnu 

S* 344. 

3Da ba* SEangentens:?)aat MP unb nP, femer NQ unb mQ, 
^xäf auf ber Sborbale PQ ber beiben Äreife (o) unb (O) fcbneibet, 
fr erbau man iuxö) Umfebrung ben folgen 6ag: SBenn man v>on 
einem ^nnltt ber Sborbale jtoeier itreife an einen ieben XxM eine 
Sangente jiebt/ fo pe(^t ein ^auptbogen, welcher bie beiben S3erub« 
rungen t^erbinbet, iebe$ma( burcb einen oon ben beiben ©pmmetral? 
fünften ber beiben Jtreife* 

3ie(|t man n&mli^^ bie SEangente PM' , unb oerbinbet man M' 
mit n burcb ^nen £>auptbogen/ fo gebt biefer t>uxä) ben inneren 
@9mmetraU|>unft S\. (Sbenfo fann man oon P aui eine jYoeite 
Sangente an ben itreid (o) sieben, unb verbinbet man ben Serub^ 
runggs^unft n' mit bem JBer&bningS::$unfte M burc^ einen <f)aupt^ 
bogen/ fo gebt er ebenfaQS burdb ben inneren @9mmetraU ^unft b'\ 
fo mie bie Sinien Mn ober Nm burcb ben duneren @pmmetral^ 
$unft S ge^en. 
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f. 345« 

aufgäbe* ÜRan foQ eine SttXaticn unter ben Zf)dlm bet 
®dEienfel eines SSinlelS ftnben, wenn fle \>on einem Greife unb fei^ 
nem SRittelfreife gefclinitten werben. 

3n Fig« 203 «»erben bie @^enfel beS Sßinfe» V wm J(reffe 
(m) ttt A unb B unb t)on feinem SRitteltreife in A' unb B' ge^ 
fc^nitten* SRan iiel^e bie Slabien mA, mB, mA', mB'^ fo fuib bie 
beiben legten £luabranten; femer )ie(ie man mV unb fe^e mA»iiiBssr 
unb mV^d, bann ifl nac^ §. 289 

cos m A . sin V A' s cos mA' • sin VA -|- cos mV sin AA' ober 
cos r • sin VA' = cos d . sin AA\ 
(Sbenfo ifi aber cos r « sin VB' = cos d • sin BF, imb 
wirb bie erfie Proportion burcb bie {weite bioibirt/ fo ff<it man 

sin VA' _ sin A'A 
sin VB' ~ siu B'B* 

3n Fig. 204 l^at man ebenfo 

cos mA' . sm VA = cos mV • sin AA' -f cos mA • sin VA' 
Ober aui) cos d • sin AA' » cos r . sin VA', unb ebenfo 

cos d . sin BB' sr cos r • sin VB'; ^ieraud aber ttf 
b&It man burtb Sioifton bie 9>roportion 

sin VA' _ sin A'A 

sin VB' ~ sin B'ß* 

. , sin VA' sin VB* 

Sufaft. aSenn umgef ebrt jj^-^;^ = Ji^^B^I ^^^ f^ ^^^ 

man inx^ A' unb B' einen .^au))tfreid legen, unb wenn 
man aud feinem ÜRittelyuntte einen Slebenfrei« befcbreibt, 
welcher burcb ben 9unft A gebt, fo gebt er au6f bnxd} ben 
?)unft B. 

§• 346. 

fEBenn jwei itreife gegeben futb, unb ber eine a(fo fortriiA, 
baß einer oon ben beiben SpmmetraU^nnften einen .^auf)tfreid MN 
befcbreibt, fo bcfcbreibt ber SRittelpunft M bewegten J(reife6 einen 
Jtrei6, welcher mit bem ^au))t(reife MN concentrifcb ift. 

{Beweis. 3n Fig. 205 fei c ber KabiuS beS fefien JCreifeS 
(C) unb a ber 9tabtud bed beweaten AreifeS ; ber innere Spmme« 
ttaU^nntt s ber beiben Greife befcbreibe ben flSoaen ss' bet ^anpU 
{retfe(( MM, wabrenb ber aRitte()>unft A nad) A^ fortr&cft 

^ sin Cs sin c sin Cs' sin c 

35a nun -: — r- = - — unb -. — jp? = -: — ift fo bat 

sin As sin a sm As sm a ' ^ 

man alfo 

sin Cs sin Cs' 

sin sA *~ sin s'A' ' 
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aber loegm biefet 9>to)>ortion beftnben ficb naä> § 844 bte Dunfte 
A unb A' in bet ^ttbplfttit eineS jum ^itptfretfe MN paxaUtUn 
ober bamit concentrifcben Jtreifed« ÜRan fann aber au(^ obne bcn 
im §. 844 betotefenen 6a( auf fofaenbe Hxt jur (Stnftcbt gefangen. 
SRan f&Qe bie 9>erpenbife( AP, A'V unb CQ auf ben AavüptXitii 
MN ; bann ift 

sin AP«=s sia sA « sin AsP unb sin CQs= sin As • sin CsQ tmb alfo 
sin CQ «io Cs , . ^ ^ 

-: — -Tp = - — 7} ebenfo finbet man aber oui^ 

sin C Q _ sin Cs' 

sinA'P' "" sins'A" 

sin Cs sin Cs' 

unb ba -. — r = -: — rp i% fo folgt alfo sin AP = sin A'F 

sin Soi Bin s A» 

Ober PA = FA% 

fßerl&ngert man mm bie |)en>enbtfel PA unb P'AS bis lie 
f[(b in X fcbneiben, fo ifi X baft Zentrum bee ^auptfreifeft MN, 
unb ba aifo XP^XFssOO« 1% fo ip au« XA=XA'; b. b. bie 
9)uncte A unb A' befinben ftcb <n bet 9eti})berie eines JtreifeS/ ber 
mit bem ^au})tfreife MN benfelben fSkitUifmtt X bat 

§. 347. 

Sebrfat» Sinb brci JCtetfe gegeben unb man fiOt auS ben 
SRittelpunftcn jweier oon ibnen auf irgenb eine Don ben oier ©pm^ 
metralen 9)eryenbi(el, fo ^ttfyalUn fldb iebeSmal bie ®inu5 biefer 
9er)>enbt{el {u einanber, toie bie ®inud ber 9labien> auS beren 9Rit» 
telpunften bie 9>eryenbi(e( gefiOt ftnb. 

3n Fig. S06 feien ab, ac, bc bie brei inneren unb a'b' fei 
bie äußere &9mmetrale bteier ^(reife (A), (B), (C), beren Siabien 
u, ß, y fein migen. 

$8on ben 9RitteIpunften A unb B feien auf bie Spmmetrale 
cb bie ^eryenbifel Am unb Bd, auf bie ©pmmetrale ac bie ^et:: 
))enbifel Am' unb Bn", auf ab bie 9)erpenbt{el Am'' unb Bo", unb 
cnbUcb auf a'b' bie ?)erpenbifel Am'" unb Bn" gefaUt, bann ift 

sin Ac • sin Acm =siD Am unb sin Bc « sin Bens sin Bn, 
sin Am sin Ac sin Ac sin a .^ . «. ^ 

alfo -: — u- = -: — — unb ba -: — =r = "- — 2 ^P* fr folgt 

sm Bn sin Bc sin Bc sin /r ' ^ 

alfo 



sin Am sin a 



» 



sin Bn sin ß 

®atn ebenfo wirb bte folgenbe ^ro^ottion beioiefen: 

sin- Am' sin a 

sm Bn $\n ß 
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%aVit man ferner no(|^ btt ^erpenbtfel Cp unb Cq auf bte 
Gvmmetralen ab unb a'b', fo ifi na6) bem t)origen 

sin Am'' sin a sinBn" sin ß 

. *' ^ S= -: unb -^ ^7" SS -; , 

sm Cp sin y sin Cp sin y 

unb »irb bte erjie Proportion burd^ bte jwette btt>tbirt, fo (lat man 

sin Am" sin a 

^ sin Bn" ~ sin /? 
SBeiter ifi Am'" =» sin Ab' . sin Ab'm'" unb sin Cq » sin Cb' • 
_, , . sin Am'" sin Ab' sin Ab' sin a 

sm Cbq, alfO -: — jr = -r— 7;r-„ unb ba -: ^Tj = -. — 

'^ sm Cq sm Cb sm Cb sm y 

Sin Am sm a 

fjj, fo ifi alfo ^j^-^i" ~ sl^' ^^"* *^"^^ *^*^^ 8«i«8^ »^äP 
sin Bn" sin B 

-T— ^ — = ■: — ifi/ unb aus biefen beiben ?)roport{otten folat 

sin Lq sm y 

enbli* 

sin Am"' sin o 

*• sin Bn": ~ sidH»* 

§. 347- 

3ie^t man in Fig. 203 toon einem @9mmetrak9unf te S )»etev 
dtretfe (o) unb (O) bie toiOf&rlic^e ®efante ober ®e^ne SmnMN, 
fo ifi na^ §. 241 

sin Sk sin SK. 

sin nk "^ sin NK' 

fotoie in ber Siic^tung ber GentraQinie felbfl i^ 

sin So sin SO 

- — ■ - • 

sin ao > sin AO 

t>\% crfle 9>ro|>ortton (&flt ^\äi auc^ umformen in ble folgenbe 

tng i Sn tag I SN ^ - , ^, ,, , 

tngf Sa _ tng | SA 

tng I Sb ~ tng f SB* 
®e|en toir nun f&r ben Sfugenblitf }ura[b(&r)un8tngiSa»a, 
tng I Sb sby tng f SA» A, tng \ SAsB, tng | Sm»m, 
tng I Sn»n, tng | SM»M mb tng $ SN»N, toobei alfo bte 
iBui^flaben m, n, M, N, a» h^ A» B t»on ben flSuc^ftaben ber Sit: 
gut unterfd^ieben werben mäffen/ fo ifi alfo 

m ' M ^ a A 

n = N "«'^b = 5' 



gemer ifi f&r ben itretS (o) belanntltd[^ mn«ab unb ebenfo 

^, AB 
fftf ben J(rei« (0) aucf^ MM » AB, ba^er \i^ man ^ ^ "^^ 

18 
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ab m M 

unb m = — ; toetben tiefe flBert^e in bet Vroportion — ss -j^ 

ab M' 

fubjlitttirf, fo i)at man -i « ts ober aud) M^ . n« » ab . AB 

«aB .Ab, unb ba aBeAbift, fo (at manau(^M*«nSaA*M 
ober auä) M . n «= A • b, unb ba M • n » m • N ift, fo tjl 
alfo 

tng i SM . tng I Sn a tng j SN . mg f Sm » tng § SB . 
tng I Sa es tng | SA . tng { Sb. 

gut ben inneren Gpmmetrals^unft S' I&nnen offenbar i^n^ 
({(^e Kefultate auf if^nliöft fBeife hergeleitet toerben. 

S. 348. 

Sie^t man alfo in Fig. 207 ettoa vom inneren G^mmetrak 
fünfte S ber Aretfe (A) unb (B) au8 bie ©efanten SNM unb 
SN'MS fo ifl tag i SN . tng f SM = tng | Snv tng | Sm 
unb aud^ tng | SN' . tng J SAl' « tng | Sn • tng | Sm^ bos 
^er ^at man 

tng I SN ♦ tng I SM « tng I SM' . tng | SN; 
wenn man alfo burdt^ brei bon ben vier fünften M, N» MS N" 
einen StxM \i)xtiht, fo gel^t berfelbe au4^ bur4^ ben vierten ^unff. 
Sßeil aber bie fünfte M, N, M\ N' in ber 9erit>^erie eine» Stxtis 
feS (X) liegen, fo ift, xomn bie @el&nen MM' unb NN' genogen 
werben, MM' bie (Sfiorbale ber Areife (A) unb (X); NN' bieS^ots 
bale ber itreife (B) unb (X), unb toemt cc bie Sborbale ber Jtreife 

(A) unb (B) ifl, fo fcbneiben ft4^ alfo MM' unb NN' auf bet Qi^ou 
halt cc im 6tiorbaU9>unfte (ABX). hiermit ^aben wir aber eine 
neue (Sigenfc^aft ber @9mmetral$9)unfte unb berbon i^nen auSge* 
jogenen ®efanten auSgef)>ro(^en. 

§« 349. 

3ie()en wir nad|^ bem gemeinf^^aftli^en 9un(te c ber |>erip^ 
rien ber Areife (A) unb (B) bie Slabien Ac, Bc unb nod|^ Sc» fo 
ifi nac^ & 178 

sin AS sin Ac • sin AcS 

sin BS '^ sin Bc • sin BcS ' 

unb ba, weil S ber Gpmmetraljs^unft ber beiben itreife (A) unb 

(B) ifi, au4^no(() ^^—^a = -)^^-^ ifl, fo ifl alfo sin AcS=sin BcS 

sin Bo sin Bc ' 

ober ber SBinfel AcS r= BcS; ber SBinlel AcB wirb alfo von 
Sc l^albirt.. 2)tefed ifi iebocb nur eine fpedeUe Sorm eine« fc^n 
frfi^er (ergeleiteten ®efe|ie8. 
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SRüc^t man nun Sv fo gro^, bafi mgj Sy=^(ingiSn. tng|Sro) 
ifl/ unb befdiretbt man mit bem Stabiud Sv au6 S einen Stxai^ 
if(jLfiv\ fo ifi na(|^ §» 805 bie Sinie myny femibarmonifi^ Beeilt, 
unb &berl^aupt wirb nun lebe burc^ S get^etibe @efannte MVNV' 
in ben genannten fünften unb ayxäf in ben fünften /ti'M'Vi"N" 
femi(armonif((^ getbetit S)a nun bie beiben Äreife A unb B fidE^ 
in c unb c fdt^neiben, fo mu^ alfo aucb ber audS bef^riebene Arei$ 
bur^ bie 9>un(te c unb c ge^eu/ unb ed ifi alfo, menn Sc gejo? 
gen wirb 

tng I Sc> » tng I Sn • tng \ Sm » tng \ Sn' • tng | Sm^ 

3ufa6* ©a Sn=Bn— BS=ßc— SB, Sin=::Am+SA=:Ac+SA, 
Sn'=An'— SA=Ac-SA, Sm'=Bm'+Sß=Bc+SB ijl, fo 
ifl alfo auc^ 

mg I Sc« « ine \ (Bc — BS) . tng \ (Ac + AS) 
» tng I (Bc + BS) tng \ (Ac — AS). 

§. 350. 

Senn in Fig. 207 alfo ein Sixtii (P) bie beiben iEreife (A) 
unb (B) in ben fünften M unb N beru^irt, unb ein SUz\^ (P') 
bie beiben <5(reife (A) unb (B) ebenfalls, unb jwar in ben 9>unF:: 
ten M' unb N' httlx^xt, fo ge^en na(4 §• 331 bie fiSerit^rungSfeb' 
nen MN unb M'N' bur(|> tun inneren Srjmmetral s ^unf t S bcr 
Areife (A) unb (B); ba^er fann nac^ §. 247 burd£^ bie vier SBe« 
rii&rungen M, N, M', N' ber Äreife (P) unb (P'). jebeSmal ein 
f&nfter JEreiS gef(|)rieben werben. 

Solcher Äreife f innen aber unjalSiUge (P), (P')/ (P") etc. con* 
ftrutrt, wot^on ieber bie beiben Areife (A) unb (b)^ unb ixoax ienen 
au^erli^^, biefen innerli^ berit^^rt, unb werben ]u }u jweien combi^ 
nirt, fo (dft ftc^ alfo iebedmat burcf^ bie loier fi3er&(^rungen eined 
folcf^en Areifed ein neuer JtreiS befd^reiben. SSir erf^alten baber nocb 
eine jweite Steige bon Greifen, wel^^e mit (p), (pO, (p'O etc. be^^ 
jeic^net werben migen, unb wotoon ieber burq^ bie t)ier Berührungen 
einei ^aareft Don Areifen ber erften Steige getit« 

Sie^ wir nun t)om @9mmetra($ fünfte S an trgenb zxntn 
AreiS ber einen ober anberen Steifte, etwa an einen foI4^en, ber burcf^ 
bie fünfte M unb M ge^t, eine Tangente unb feften wir V^xt S&n» 
ge = 1, fo ijl 

tog I 13 = tng I SN . tng I SM, 
unb ba tng I SIN • tng \ SM conftant unb == tng \ Sc« ijl, fo 
ifi alfo I«Sc; baber f^neitet ber mit bem 9labiu8 Sc befct^riebene 
Arei« aUe Areife (P), (P')» (P'O etc. unb au4> bie Äreife (p), 
CpO, (p")t etc. ber anberen Sleijie orthogonal, b. I&. ber ?)unft S 
tti ber S^orbal^^unft aller Areife ber genannten beiben ®(^aaren, 

* 18* 
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I 

§. 351. 

(Sine h\xx6) ben 9>unft S ge^otbe Gefanfe fc^neibet bte beiben 
Jlreife (A) unb (B) in Dier fünften, aUt biefe fünfte bfirfen, 
wenn bte em&IS)nten ®t\tiit fiatt ftnben foUm, n{t(^t loiafätUcI^ com 
binitt werben/ fotibern eS mitfren iebeSmal folc^e )ioe{ ju einem f>aatc 
oetbunben werben, baf bie Sangenten ber itreife (A) unb (B) in 
lenen fünften fic^ auf ber 6borbaIe ber beiben itreife f4^neiben. 
Swei folcbe fünfte fann man im IBejug auf ben Spmmetral^ 
yuntt coniugirte fünfte nennen« 

3ie(t man nadf itoti contugirten fünften Slabien/ unb t>erlan^ 
gert man fte, fo ma^^en jte iebedmal ein gletd^fdf^enEeliaeS Sretetf ; 
iie^t man aber naöf jwei nic^t coniugirten ^untten dCabien, unb 
oerl&ngert man {te ebenfaOS, biS fie {ä) fc^neiben, fo entfte^ iebeS^ 
mal ein ^reied/ worin bie beiben ben ni(bt coniugirten beiben 9unb 
ten gegen&berjtei^enben Seiten ftct^ m 180<^ ober einem «^albfreife 
erg&nsen. SUeft biefed ftnbet ®tatt ffir einen ieben ber beiben Spm^ 
metral^^unfte jweier itreife, in SSejiebung auf welcf^en jwei fünfte 
in ben $eri^^erien jweier itreife coniugirt ftnb; unb biefe Sejie^ung 
auf ben <39mmetraU9>unft felbft befleißt bariU/ ba$ ein <j^au)}tbDgen# 
wel^^er burc^ iwet coniugirte 9)un(te ge^t, bur4^ ^^n genannten 
@i^mmetrat9unft ge^t 

^at man von ben t){er fünften, in welclien jwef 9eri^^erien 
t)on einem bur4) einen ®9mmetrat$un!t berfelben gebenben ^aixpu 
(reife gefcbnitten werben / jwei cU conjugirte {ufammengeorbnet, fo 
ftnb bie beiben übrigen iebeömal aud^ coniugirt 

£ie beiben no6f übrigen Sombinationen unter ben t>ter |>un(f 
ten ftnb bie beiben ^aare nictit coniugirter fünfte. 

äie^t man alfo burc|^ einen @9mmetral s f>unft 
iweier itreife jwei <3e(anten, unb w&l^lt man aufie« 
ber @e(ante ein $aar coniugirter $un(te, fo fann 
inxd) folc^e loier 9>un(te iebeSmal ein neuer itreiS ge« 
fc^rieben werben; unb ba vier SBerbinbungen unter ben 
paaren coniugirter fünfte mig(i(^ finb, fo erl^ilt man 
alfo t^ier folc^e neue Areife* 

SSirb ferner bur^f jwei coniugirte|)un(te einitreiS 
gefc^rieben, welcf^er bie beiben ^eriplfterten in noc^ 
|wei fünften fc^netbet, fo finb aui) biefe fünfte in 
JHnfe^ung beffelben @9mmetraU9>un(teS coniugirt, in 
Slnfe^ung beffen bie beiben t>or{gen S>un(te coniugirt 
finb. 

S* 352* 

Se^rfa^. 6inb jwei fünfte V unb ▼ in ben 9>er{p(erien 
}weier itreife (A) unb (B) coniugirt, unb fc^neibet ein britter itreit 
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(C) ime 9>erip^eTten in Un Dunften V unb t, fo {inb bie SBili« 
fe^ unter welchen fte bat)Dn gef^nitten werben, gleichgroß. 

SeweiS. 2>a in Fig. 206 ber ^auptbogen Vv but4^ gwei com 
iugtrte 9>uttcte/ unb affo auö^ burd() einen G^mmetrab |>unf t (in 
ber Sigur burdi) ben äußeren) ber beiben Areife (A) unb (B) ge()t, 
fo f^neibet Vr bie Äreifc (A) unb CB^ unter gleiten SBinfeln unb 
es ifl alfo ber SaSinfel 

pvv = pvv ; 

ba ferner bie 6e^ne Vv ben itreitbogen Vv unter gleiii^en SSinfeln 

fc^neibet, fo ifl and) 

qVy « qvV, unb alfo PVv — QVv = pvV — qvV, ober aui) 

PVQ = pvq. 

T>zt Areid (C) f4>neibet bie beiben J(retfe (A) unb (6) in npd|^ 
2n>ei fünften w unb \9, unb bä naäf §. 250 aud|^ biefe beiben 
9)unfte coniugirt ftnb, fo gilt t)on ben Sßinteln an W unb w baf« 
felbe. 

es er^eOet aber avt^ o^nebied, baf ber ffiinfel PWQ=PVQ 
unb Bwq=spvq fei, unb fo wirb nidi^t nur flar, bap bie Siinfel 
PWQ unb pwq g(et4^ ftnb, fonbem baß j&ber|^aupt bie t)ier )uU^t 
genannten ffiinrel gleichgroß {tnb. 

3ufa^. SSenn ein Stxtii in)e{ anbere Areife unter gleicf^en SBin« 
(ein fd^neibet, fo ge(^en gwei ^uptlreife burcf) bie ®d^eitel 
biefer SBinfel unb iux6) einen G^nmietral^fJunft ber beiben 
JCreife. 

S. 353. 

Aufgabe. SRan foO bie beiben @9mnietraU5)unfte jtoeier 
Areife finben. 

9(ufl&fung. SBenn bie beiben Areffe eine reelle gemeinf^ft» 
(ictie €e^ne ^aben, wie in Fig. 209 bie beiben Areife (B) unb (C), 
weldde f{^ in p unb p' fd^^neiben, fo confhuire man bafi £)reie({ 
CpB ; t^albirt man nun ben SSinfel CpB burcb eine Sinie ps , vpo« 
Don bie Centrale CB in a gefd[)nitten wirb, fo ifl c ber innere S^m« 
metraU9>un{t ber beiben Areife md) §• 349; ^aliixt man ben huiu 
ren SBintel bei p , ober eni^tet man auf ps ein Sot(^ ps , »oton 
CB in s gef^nitten wirb, fo ift s ber äußere @9mmetraU$un!t ber 
beiben Areife (B) unb (G); bcnn eS ifl nun B<rCs ^armonifcl) ge« 

mit. 

' SSenn aber in Fig. 209 bie beiben gegebenen Areife (A) unb 
(B) feine reeQe Se^ne gemein (laben, fo confhuire man einen wills 
ibtlid)tn AreiS (C), nur fo, baß er bie beiben gegebenen fdj^neibet; 
beflimme bann nad|^ bem vorigen bie beiben @9mmetral $ fünfte a 
unb 8 ber Areife (B) unb (C) ; femer bie beiben GpmmctraU^unf tc 
a' unb s' ber Areife (A) unb (G); fd(^neiben ftcb bann bie beiben 
Gct^eitebSinien Aa unb Ba' in O , unb wirb AB Don CO in a" 



— 278 — 

unb eon 8s' in %" gefcfcnitten, fo ftnb &* unb s*' b<e beiben gcfui!^ 
ten @9mmctraU fünfte bet Äretfe (A) unb (B). 

Sd reid^t offenbar \ä^m ^in, bie beiben S^mmetraU fünfte « 
unb 0' toor^er ju beflimmen; (hieraus fi'nbet mm fcf^on a'^ m'e 
Dorbin, unb wirb (Ta'''geiogen, fo ge^t fte burc^ %"f woburc^ alfo 
biefer 9unft ebenfaUS fd)on gefunben wirb (nac^ §. 822). 

Bufa^. ^an fann aucf^von ben @9mmetrals|)unften für einen 
$unft unb einen iCreid reben, aber bie beiben SpmmetraU 
fünfte faUen bann mit bem t)orgelegten fünfte jufamiiien. 
SSirb alfo in Fig. 209 ein ^untt A mit jwet JCreifett (B) 
unb (C) jufammengejlefft, fo fallen bie 9>unfte a" tinb s*' 
(ober fein ®eaen)>unft), femer bie fünfte a' unb s'mit bem 
fünfte A jufammen. Son ben oier S^mmetraUSimen (im 
§. 322) bleiben basier nur no^ ixotx, n&mli^f Aa unb As. 

4 

S- 364. 

« 

9 u f g a b e. SRan foll bie gemeinfi^aftli^^en Sangenten (iDeier 
iCreife lit^tn, fall» folcf^t Zangenten miglic^ ftnb* 

Slufl&fung. 9)tan conftruire nad^ §* 252 bie beiben @9nu 
metraU^unfte ber beiben Areife, gie^e Don itinen au9 an einen Jttet» 
jtoei Sangenten $9aare; biefe Sangenten hzxhfycta bann aud^ ben 
anberen itreiö. 

$. 355. 

3n Fig. 210 werben brei i(re{fe (A), (B), (C) Don einem 
britten itreife (O) unter ben SBinfeln o, ß^ y gefc^nitten; wir 
bejeicbnen bie CRabien ber brei gegebenen Areife mit a, b, c, unb 
ben StabiuS be» itreifed (O) mit r, bann i|}, wenn wir wäi 
mif OA=A, Ofi=B, OC=C fegen, nacf^ §. 805 

cos As=cos a cos r — sin a sin r cos a^ 
cos Bs=cos b cos r — sin b sin r cos ß, 
cos C s= cos c cos r — sin c sin r cos /. 

Sefc^reibt man aber aud A» B, C brei neue Jtretfe mit ben 
0iabien A, B, G, fo f^neiben fi^ biefelben im fünfte O, unb ber 
aRittel))unet beS Areife« (O) ift alfo ber e^orbaU^unft ber brei fo 
eben genannten Areife. £)ur(l^ bie angegebenen brei Sebingungen 
iß nun aber ber AreiS (O) t)oll(ommen befKmmt. S)er AreiS (0) 
wirb ein anberer, wenn ^M ber SBinfei a, ß, y brei anbere SEBin^ 
(el a', ß'y y genommen werben, u;ib man er^&tt bann f&r ben AreiS 
(Oo bie brei ©leit^ungen 

cos A' s= cos a cos r' — sin a sin r' cos a'^ 
cos B' = cos b cos W — sin b sin r* cos /f, 
cos C = cos c cos r' — sin c sin r' cos y\ 
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Sur einen britten JCreiS (O") erj^alt man brei neue ®Iet(^un< 
gen, wenn fem diobini mit r" unb bie Sßinfel mit a'\ ß\ y" be^ 
}ei(^net werben, unter »€l4)en er bie brei gegebenen Jtreife fcbneibet. 

9{acb §. 817 befinbet ftcft aber bie SRittelpunfte O, 0% O" 

in Sinem ^auptf reife, b. (. ber SRittetpuntt O bei t)er&nberli4^en 

itreife$ (O) bef<|^reibt biefen ^au))t!rei$/ wenn 

cos A' cos C — cos A cos C , ^ ^ , 
1 , ^ . - o, eine conftante ®rof e be» 

cos A cos B — cos A cos B ' . *^ 

%cXtt bie wir mit k be^ei^^nen wollen« @e(r einfädle wirb iiber ber 
S3ert(i t9on k, wenn wir fe^en cos ß^m cos a, cos ff^m cos a , 
cos y =5 n cos a unb cos / « n cos a ; benn bann erjiilt man 
nadi^ einer geringen Stebuction 
cos A' cos C — cos A cos C «s (sin acos c«— n cos'a siq c) 

(sin r cos r' cos a — sin r' cos r cos aO unb 
cos A' cos B — cos A cos B' s (sin a cos b — m cos a sinb) 

(sin r cos r' cos a — sin r' cos r cos a'); ba(|er i|i 

, sin a cos c — n cos a sin c 

k = -; r : — r, unb alfo ton r, r', a 

sin a cos b — m cos a sin b 

und a' unab(^&ngig; ba^er ift k confiant, wenn bie fSer^iltnißjalSls 

jaulen m unb n biefelben bleiben; b* ^. wenn bie ^^oportionen 

cosy' cosi^' cosa' 

— - = — -x = unb 

cos y cos b cos a 

cos y" cos Ä" cos a*' ^ 

— — = — ^ = etM finben. 

cos y cos ß cos a ' 

Sdl^neibet alfo ein Areid O bie brei gegebenen Jtreife (A), (B), 
(C) unter ben S^inf ein a, ß, y, we((|)e t^&aig willffirlicf^ finb, fc^nei« 
b,et femer ein jtreid O' bie gegebenen streife unter ben 9Bin!e(n 
a'« ß'y /» enblic^ nodi^ ein S,xM O" biefe itreife unter ben SBin« 
fein d\ ßf\ y\ unb leijlcn bie <5opnu« biefer SBinfel ben Dorfle* 
(enben beiben 9ro))orttonen ©en&ge/ fo lieaen bie brei 9Rittel))unfte 
O, O', O", biefer Äreife in (ginem .^auptfreife. 

(S8 gibt aber offenbar uniä^)lige Äreife (O), (O'), (O"), (O") 

etc., woton ieber bie brei gegebenen itreife unter folgen SJinteln 

f^^neibet, ba^ ftcb bie 6o{tnud biefer Sßinlel iebedmal t>er^alten, wie 

1 : m : n unb bie SRittelyunfte aller biefer itreife liegen alfo in 6i« 

nem .^auptfreife*. Sine gleicf^e Sewanbtnif |^at eS mit bem analo^ 

gen Satle ber Planimetrie. 

Sufati L (&\xi einfacher (ie^er ge|)5r{ger ffall iji ber, wenn 

a^ß^y fein foU, bann muß offenbar aber au(l(^ o'«/9'«y' 

unb a"«/J''=:y" fein; bie Äreife (O), (O'), eta f^neiben 

bann alfo bie brei gegebenen Äreife tebeömal unter glei^^en 

fßinfeln/ i^re ÜRittel^^unfte beftnben ft^^ alfo in einem ^aupt« 

(reife. Unter biefe Äreife reiben. ftc^ offenbar au(b bie bei:: 

ben Äreife, woDon ber eine bie brei gegebenen Äreife auS^ 

fc^liefenb/ ber anbere aber eben biefe Areife einfc^iefenb be$ 
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t&M, unb folglict^ bcftntfti fic^ i^re 9R{ttcr)>unfte ebetifon^ 
in bem Dorcno&^ntcn ßauptfrdfe; in biefem ^duY)tfretfe, 
welcbet na4^ §. 805 auf ber äußeren G^mmetrale bet bref 
segebenen JCreife fenfrec^t fte^t/ beftnbet ft^^ enblic^ auc^ noc^ 
b|T (SborbaUyuntt biefer bret Jtreife. 

3 u f a 6 2. (S$ laffen fiäf auf et bem emil^nten ^auptfreife no4 
brei anbere nad|^n>e{fen, n^orin bie !Dltttel)>un(te von folc^ 
JCreifen (O) liegen, toü6^ bie brei gegebenen Jtreife unter 
fol^^n brei Sßinteln fcf^neiben, beren doftnud ftc^ {u einatu 
ber vtxf^alUn, wie + 1 : — 1 : — I ober wie — 1 : + 1 : — 1, 
ober enbli(^ wie — 1 : — 1 : + 1, unb biefe brei |)au|9trelfe 
finb bann mit ben brei im §. 82S be^anbelten <£>au))trrftreii 
biefelben. 

§. 366. 

3n Fig. 211 m&gen bie itretfe (O) unb (O), beren S^orbale 
CG fein mag, ben StxM (A) unter bem 8Btnre( a fdj^neiben^ unb 
auf biefe ß^rbale fei ba« 8ott AP=d gefdUt, femer fei QP«:m, 
ber gtabiu« bed itreife« (A) fei a, bie Stabien ber JCreife (O) unb 
(OO m6gen r unb r' fein, au(^ fei QO^or, QO'«q'. 

3ie()t man nun noc^ bie Centralen ÖA unb O'A, bann t^ 
na4^ §. 305 

cos OA =: cos a cos r •— sin a sin r cos a unb 
cos AO' =: cos a cos r' — sin a sin r' cos a* 
Serner tfl nac^ §. 830 noc^ 

cos AO = — sin d sin a -|- cos d cos q cos m unb 
cos AO' =: -f sin d sin <j -)* ^^^ ^ ^^^ H ^^' ™' 

basier ip - 

cos a cos r — sin a sin r cos o ss — > sin d sin q 4" ^^ ^ 

cos q cos m unb auc^ 
cos a' cos r' — sin a sin r cos o = -f ^^^ ^ ^^^ ^ *f* ^^^ ^ 

cos q^ cos m; 
9tulti^Ii€irt man bie erfle ®Ie{d^ung mit cos q' unb bie jtoeite 
mit cos q, fo et^&It man burc^ ®ubtraction 
(cos a cosr — sin a sin r'cos o)cosq — (cos acos v •— jin a sin rcosa)cosq' 
= sin d ^in q cos q -f- ^os q sinq'). 

9u^er biefer ©let^ung ^at man noc|) eine iweitej weit nSmlt^ 
Q ber ^(^orbaU f>un!t ber beiben Jtretfe (O) unb (O') ifi, fo ift 

cos q cos r , ^. 

1 = 7 unb alfo 

cos q cos r 

cos q cos r =3 cos q' cos r« 

2>te vorige ®Ietc|^ung (ann nun aber alfo georbnet werben: 

cos a (cos r' cos q — cos r cos q') *— sin a cos a (sin r' cos q -— > sin r 
cos q) s sin d (sin q cos q' + cos q sin q), 

unb {ie iie^t fu^ ba(ier )ufammen 4uf 
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sin a cos a , 

(sin r cos q' — sin i^ cos q) • — : — -t — » sin q cos q + cos q 

sin q^, ober auif 

cos q' sin a cos a 

cosq(sinr ^ — sinr). — ;: — 3 — «sin (q«fq'); fubf 

* ^ cos q ' sin d vi ■ ^ ^ » • 

cosr' . cos q' 

{Htutit man hierin nod^ ben Sett^ für -^ , fo (at man 

atfo 

cosq ^. - ' . - sinacosa . , . rx 

^ (sinrcosr -^cosrsinr), — : — 5— » «m (q+q) 

cos r ^ sin d ^^ ^ 

unb entließ 

sin d cos q • sin (r — r') 

sin a • cos o *^ cos r • sin (q + ^O 

S&t alle Areife (A) alfo, bte oon ben Atetfen (O) 
unb (O') unter bem ffiinfel a gefc^nitten n>evben, ijl 

'^ sin a . cos a -v »^ 

®e(en wir a=o, fo bnrnien mr auf baS im §. 831 gefun^ 
bene Stefultat juvitf, unb ber Xf ei$ A ber&l^rt bann b(e beiben Jf(reU 
fe (O) unb (O'). 

$• 357* 

3n Fig. 195 mSgen nun bte Areife (A) unb (B) Don ben Arei» 
fen (M) unb (M') nic^t beräl^rt werben, obgleid^ biefen Sali bte {^ 
gur barjteOt, fonbem bie Areife (A) unb (B) migen i»om Areife 
(M) unter ben SBinfeln a mb ß, unb i9om Areife (M') ebenfalls 
unter ben Sßinfeln a unb ß gefcfinitten xottbm. 

Sielet man bann bie Centrale AB unb faOt man bie 9ttfvxi 
bitel Aa unb Bb auf bte Gborbale PQ ber Areife (M) unb (M')/ 
fo ifi alfo nad) $.356 

sin Bb sin Aa 

sin b • cos ß "~ sin a . cos o' 

loenn bie StaiUn ber Areife (A) unb (B) mit a unb b bejeicfinet 
werben. 

^an bef((reibe nun au8 benfclben 9littelpunften A unb B jwei 
anbere Areife (A') unb (B') unb jwar ben erflen mit einem StabiuS 
a' unb ben {weiten mit einem 9labiu$ b' bergeftalt, ba0 ifi 

2. sin a' = sin a cos a unb sin b' cssin b • cos ß, 

bann t^erwanbelt ^ö) bie 9>ro||>ortion (1) in bie folgenbe 

jin Bb sin Aa 

Sin b sm a 
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Berl&ngert man nun bie Centrale AB» hH bte S^otbale PQ 
ba^en in N ^eftf^nitten wirb, fo ift offenbar 

tin Bb sin Aa 

rinNB "" imlfi' 

ttnb wirb bie üoriae 9toportion (^ierburdi^ bit)ibtrt/ fo tat man 
sin NB _ sJD NA 

sin b sin a 

b. b* ber 9un!t N ifl ber äußere S^mmetrafs^unlt ber betben itreifc 

(A') unb (B'). 
Sufal^ 1* 8Benn breiJtreife (A), (B), (G), beren 9labten a,b,c 
fein m5gen, t)on gweiitreifen (M) unb (M') unter benSBin« 
fein o, ß, y gefcbnitten werben^ unb man beftimmt brri neue 

{Rabien a', b', c' fo, bafsin a' « sin a • cos a, sin b' »sin b, 
cos ß unb sin c BS sin c • cos y ifl^ yxxn mit {(inen auS 
ben aHittclpunften A, B, C brei neue Äreife (A'), (B'), (C) 
iu befdl^reiten/ fo beftnben ^ bie äußeren @9mmetraU$un(te 
ie (weier t>on biefen brei i(reifen in ber Sborbale PQ ber 
beiben itreife (M) unb (M'); ba^er ifl bie (S^^otbale 
PQ bie iufere Gpmmetrale biefer brei itreife. 
Sufad 2. Sfnfier ben beiben itreifen (M) unb (M') gibt e9 no^ 
brei anbere $aare t>on Jtreifen/ unb bie beiben Areife dneS 
foldj^en 9>aared fdi^neiben iebeSmal einen ber brei J(reife (A), 
(B), (C) unter bem gegebenen SBinfel/ w&^renb fte bie bds 
ben onberen Jttreife unter foI4^en Sßinfeln fcbneiben, wel^e 
bie Srginjungen ber gegebenen ®(li)neibung&:93in(el )u 180® 
ftnb \ unb fo bat man a(fo \m ©anjen i^ier ^^are t)on i(rei< 
\vcif welc^^e bie gegebenen itreife entweber unter ben gegeben 
nen Sßinfeln ober unter ibren IRebentoinfeln fcf^neiben, auf 
ibnlic^e 9(rt, wie ed im SaQe ber fBer&brung nac^ §. 326 
im ungemeinen t)ier ^aaxz t)on itreifen gibt, wovon feber 
bie brei gegebenen itreife ber&l(irt 



NeunttT aiiftclittitt 

■ 

fßom arit^metifci^en Sufammen^ange unter ben 9ta« 
bieit ber in unb nm ein SDreieif unb feine 9teben» 
breietfe gefc^riebenen itreife unb ben Seiten unb 
Sinleln beS urfyr&ngUd&en 2)reie(!<* 

S. 358* 

Serben bie Getten eine« 2)reie(f9 ABC burc^ a, b, c unb bie 
il^nen gegen&berfte^enben SBSinfel burc^ A^ B, G beiet<^net, ber 9ia# 
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biuö M um bad SDreietf gefcliriebenen itreifed aber mit r unb ber 
gtatiwi beS ^ineingefcl^vtebmen itreifeS mit p, fo i{l tta4> §• 181 unb 

§. 137 

sin [ c 

1. tng r SS 7 , 1 . ^ t 

° cos I a cos I b sin C . 

cos I C 
^ ^ sin I A sin I B sin c 

SDiefe Formeln (abcn bie eiufacf^lie gorm, aber eS ent^irt eine 
iebe vier bon ben fe^( jBefianbt^eilen ber (Sonfhuction M jDretedd 
ABC; balder »erben n^tr biefe Sormeln nun fo umformen, baf fte 
nur brei oon ben genannten 93e^anbt^eilen enthalten. SBerben bie 
leiten a unb b mit bem eingefi^loffenen SBinfel G aU gegeben bts 
trachtet, fo ift sin | c burc^ a unb b audiubr&tfen« (ii ifl aber 
naäf %. 150 

sin ^ c> » sin i(a — b)« cos|C>+ sin | (a + b)» sin | G> 

unb alfo 

•«« . >r [ri" I (a-b)' cos I g + sin i (a+ b)« sin | C«] ^ 
tng r» ' ; — -—__—• 

° cos I a cos I c sinC 

2){efer gormel (ann man aber aud^ eine nocf^ einfachere ®efia(t 
geben. (ES iü juerfi 

sin } (a — b)« . ^ sin f (a-f b)^ . 
^ ^ '^ cos { a» cos ^ b» * ' cos|a*cos|b» * -* 

"" sin C » 

toeil aber 

sin l(a-b) ^ . ^«n { (a+b) . . 

T^ pr- »tngia-* tng|b unb — r-^-^«tng|a+tng{b 

cos|acos|b °* ö* cos^acos|b ** ^ ^* 

ifl/ fo Iftat man 

.«« , V^[(tng ja~to gib)«cos|C« + (tng|a-h lng|b)«sin iC^] 
togr=: ^^^^ 

unb burcf^ eine neue leicht {u ftnbenbe Umformuna er^&It man 

f> •««,. V^[(tPgia"-2tDgfatngSbco sC+tngib «] 
° sm C 

3n &(^nl{(^er Seife ftnbet man bie $orme( 

_ •/'[(cotl A« + 2 col I Acot I B cos c + cot { B«] 

4. tng^s . » 

** . sm c 

t9ean )»e{ SSinfel mit bn eingef^t^toffenen Geite )ur (Berec^nug von 
9 gegeben Itnb. 



359. 

Ginb bie brei leiten beS 2)reie<f S gegeben, unb fubjKtuirt man 
ten Sert^ 
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1 w 

. lin C SS -: ; — r au« S* 14^ fo l^at man 

sin a sm b -r i t 

$iii r c siaa sin b 2 sin |a sin | b sin J c 

** cos|acos|b 2 w w 

ober aud) 

6. cot r = 
«^[sinKa-f b+c)«sinj(b-|-c«-a)»sin|(a-f c — ^b)sin^(a-f b — c)] 

2sin|asin| bsinfc 

6tnb bie btei ffiinfel gegeben )ut Oeret^nung oon f unb fiib* 
fiituitt man ben SBertb 

sin A sin B . ^^^ ^ ^ \ 

sm c = — Yw — ^^ §• '86^ f"* ^** ^^^ 

cos f C sin AsinB 2 cos | A cos | B cos | C 

^^^ *" siniA«siniB * . 2 W " W 

ober 

6. tng f Tss 

^[— cosKA+B+C)cosj(B+C— Acos|(A+C— B)cosKA+B~C)] ^ 

2cos|Acos;Bcos \C 
6tnb bie brei Stnfel beS S)rete(fS jur IBered^nung von r ge< 
geben, fo fann man bie Sormel ebenfalls burcb ®ubflttutton (d<^t 
aui ber Sormel 1 herleiten. jDaS folgenbe SSerfa^ren t>erbient aber 
ben SSorjug. 

e& ifi in Fig. 81 o naif S* 57 bie SBinfel MAB = MBA 

A 4- B G 

s y « — —^ , unb weil ba« ©teied ABM gteic^ftt^ 

Wtg i% fo ijl 

tng MA . cos 9^ s= tng | AB, ober . 

3n il^nlid^er SSSetfe ftnbet man mif §• .64 bte Formel 

8* tng 9 = tng I C • sin I (a-{-b — c). 

Sirb in ber Formel 7 ber SBert^ oon tng | c au« §• 186 fub^ 

ftituirt; fo l^at man auf ber SteUe 

^ cosf (B + C— Ä) cos J (A+C-B) cosKA+B—C) 

9«cotrs^ -,* , u , ^v » 

^ — cos|(A + B + C) 

unb wirb in ber Formel 8 ber 8Bert^ oon tng f C axA §. I4l 

fub{Ktuirt, fo Dervoanbelt fie {tc^ in * 

y* sin I (b + c— a) . sin | (a+ c — b) . sin | Cä+I>— O 
10.tngp-,r sinUa + b + c) 



SIttS ben Sformeln 7 unb 8 ge^en nod^ auf eine anbere 
bie im §• 148 bewiefenen 9ro))ortionett ^ert>or^ xoa auc^ fc^on bort 
angebeutet würbe. 
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§. 360. 

SRit bem Srefede ABC obet A ft^^en brei IRebenbteietfe A'> 
A"> A'" in tSerbinbuno; bie ©reietfe A unb A' l&abcn bic ®zxtt 
BC gemein, A unb A bie Seite AC, enbli* A unb A'" bie 
6eite BC. 2)ie Stabien ber \xm bie ©teiecfe AS A", A'" 8^ 
((^riebenen Jtreife mh^vx fein r', r'', t"\ 92a^ §. 181 i^ nun 

sin I a 

S cos I c « cos I b • sin A' 
.^ «in I a . 

^ sin s c • sii| | b sin A' 

sin f b 

. tng r«« . ■ — j : — 5$ 

^ cos 2 a . cos I c sin B 

,, ^ gJP ; b 

^ "^ sin I a sin I sin B' 

sin I 

^ cos \ a • cos ; b • sin C 

^„^-^ fllii '^ 

^ sin I a sin } b sin G* 

.^ieraut folgt bur(|^ S)tt>{{ton 

jjj|_ = ing 1 b mg 1 c; 
4?^ = tng i . tng J c; 

j^ = mg J a tng -; b., 

fBetra^iten toir nun brei bon ben biet Slabien r, t\ t", x^'\ 
ober borliu^g aOe t>{et aK gegeben, unb fe^en wir ber itib)e wegen 

tng r' = a, tng r"=/?, tng p'"«»y, tng r«^, 

fo {tnb bie brei t>origen (Sldcbungen 

i , d 3 

j^tngjbtngjc; jj = tng|alng$c, - = tngl a tngi b; 
ba< $robU€t berfelben ift alfo 

— . = (tng } a tng { b tng J c)\ ndÜfin 

tng I a tng \ h tng|c ^yf —. 

{ßtrb biefe (Blei^^ung ber Steige naci^ bur^ iebc ber borigen bi^ 
Dibirt, fo erift&tt man bie etnfa()Kn Sormeln 

l.tngJa=V^^; tng { b = V^ ^; tng {csr ^ ^, 
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naA totlättnbit Seiten beft Zxticdi ABC ani ben üter gegebenen 
®rp8en a, /9, x, i berechnet »erben t&nnen. 9iM ben gefunbcneo 
fiormeln leiten wir noc^ jum f&nftigen ©ebrau^^e bet 



sinf a 



>r 



a^ 



cos 



2. sin I b «B^ -rr-: — ; cos 



sin I c=y 



fii + ay* 
yJ + o/»' 



cos 



c»V" 



/»y 



»y - 

ßi + ay* 

afl 



^{crouS ci^tten ta»ft but4> 3ufatnmenf(|u*g 



yi-^aß 



sin 






COS a s 



•^y — aj 



/^i+«y «y+/?* 

2V (a/^yJ) a/^— y* 
sm c SS ■ \ ; cos c ss ■- r* 

S. 361. 

2)ie eigentbumI{(|>eSorm ber fo eben erhaltenen Formeln bringt 
eS mit fi(|^/ ba^ man au((^ anbere t)on ben @eiten bes 2)reie^ A 
abl^&ngige S^nftionen bequem burc^ a, /^, y, J auSbrucfen fann. 

IDa sin \ Ca±b) » sin | a cos ; b ± cos ; a sin { b ifi, 

fo ^at man 

1. sm { (a ± b) « -7577 — t^-t; j^ ■ jtm 

SSeil femer cos K<^±b) » cos | a cos | b q: sin \ a sin ^ b 

K% fo ftnbet man 

2, cos I (a±b) = ^^...j^-^^^ 

SSeit sin \ C&4- b±c) = sin |(a+b) co8| c ±co$| (a + b) 
sin \ c \% fo ^en toir iun&(!(>fi 

sm,C+b)oos,c= ^--—-^^-^-^^ 7c«>+^)» 

., j^u^ • . ty-J) V («/» >r(y«') .«k 

C0s|(a4*b)sm|c=: -77- — rsK7T~r~lvi * "7^7^^""»;» «'* 

ftlfo 

• • w ^kj. X _ («+/?+y~J)> r (ttAyJ) 

8. sin i c*+l>+c)= ^ [ißy+aiy Cay + ßp Cafi + yS}} 

4. sini(a+b— G)s= -/.— ,^-7— :ir";r.. 1 VFTTrrv":??;; «'««< 



fo ftnbet man 



-/" [f/»y + ««'> C«y +/»*} («/» + ytyy 
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S. .in J (a + c-b) - ^ ^^y ^ ^ ^^y ^^^ ^^^ ^ y^j • 

« • ./KJ.._^ _ + r + i-J) ^^ (.'^ßY'y , 
9. sin , CD+c aj = ^ ^^^ + «J) («y + /»^ («/» + m 

2)a bet ctwaS jttfammntgefe^te SSurjctauöbrad , wdd^er btt 
Stcnncr in bot oot^e^enben Sotmdn 8, 4, 6, 6 iii/ jtd!> im 3ladft 
^tacnben fe^t oft toiebetl^olt/ fo »erben wir bet Siinit wegen fe^en 

G - V [(^y + «*) («y + fi^y Ca/* + yS)], 

S. 362. 

SBetben bfe fo eben ct^attenen ^rmeln multiflUixt , unb tpitb 
baS 9>tobuct, wie im §. 142 mit w* be^eic^net, fo (oben wir 

c^+ß +r^^ (ßH+f-' O Ca+y+'-Ä (.a+ß-^s -r^CttßYJ)* 

unb a(fo, wenn wir nod^ fe^en 

g'-V^Ka+itf+r-^DC/y+y+'-aXa+y+^-ÄCa+zJ+'-y)]. 

gemer iPSsinS.sin Jb«inJc«?-LV^i?^ unb 

U9et( nac^ §• 859* ift 

1 W 

o 2 sin I a sin I b sm i c ^ 

1 o/?/J . g G 

tiefe ®Iet(t^ung rebucirt {t(|^ ober, wie man {te^t, auf 
2. g V Co/»yJ) = 2G. 

Streben wir biefelbe jum £luabrate, unb fe^en «oit ffir g> unb 
G^ bie Sebeutungen an bie ettUz, fo ^aben n^ir.biefolgenbe mtxh 
to&rbige ©leicbung 

2. (a+ß+Y-dy (ß+Y+8^a) Ca+y+i^ßJ (a+/?+*-y) . aßyd 

= 4 . (/^y+a*) Cay+ßi} Caß+yi), 
unter ben Dier ®rofen a, ß, y, 8 obet tng r , tng r , tng r 
unb tng r. Sertaufd^en wir in biefer (Sleicbung irgenb )toet i»on 
ben i>ier ®xbftn, j. S3. a unb i, fo bleibt bie (Bleicbung unge^ 
iinbert 

jDa« Sorbanbenfefn biefer 01e{(^ung gibt {u erfennen, baf 
nur brei t>on ben t>ier ®r&f en a^ ß, y, 8 brauchen gegeben ju fein, 
wenn bte Seiten bed S)reie(f(^ A berechnet werben foOen/ wie ftc^ 
t^orberfeben ließ. £){e t>ierte ®rif e mufl fo gew&blt werben, ba^ fie 
bie fo eben ge^nbenen jBebingungS > ®(ei4>ung befnebigt^ ober wad 



1 
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bamtt einerlei ffl, fie mufl mittelfl eben Mefet QUid^mi au« ben 
brei ii^ebenen ®r&^en beregnet »erben. 

®iel^t man aber )• fB. a, ß, y oX% g^eben an, unb orbnet 
mm. bte ©Mdtiung nad^ 9>otenun von ', jo tft fie Dom fünften 
®rabe; in i^r fe^It aber bat Ölieb mit '^, woran« man fdf^Iteft, 
baf bie ®umme ber fünf SBurjeln ber ®(ei4fung » o \% 

%. 363. 

S(u(^ bie SSinlel be« Dreted« ABC ttnnen burcft bie ®ti^en 
a^ /}, 9", i auf eine bequeme Seife au«gebr&(!t »erben. 6« ifl 

cos c — cos a cos b 

cos C := ; ; r , 

Sin t sin b 
unb alfo cos G s 

4 aßyS (aß+yi) 

Sirb ber Si^ltt enttoidelt unb rebucirt, fo t»ertoanbe(t er ^df in 
i aßyi (a« + /»*— y»-*«), unb e« ifl mithin 

h COS C SS — T-v-i-, -^— • 

2 Caß + yS) 

SBeil 1 ~cos C a 2 sin I C^ unb 1 + cos G » 2 cos | C^ 

iflr fo ereilt man 

cos , G « 5 V" -^^^-^^ 

S)ie 3&^Ier biefer^STuSbriitfe (äffen ^ aber in Steteren jerle; 
gen, u>oburc(> man erhalt 

2. sixijti«jV aß+^yi 

8. cos,C«jV^. j^^^^^ 

9fui biefen Formeln er^&(t man no4^ 
A t«« t r / (y + ^ + /y-a)(y + J +«-/y) , 

0e{( sin C « 2 sin I G cos J G i|l, fo ift nod) 
& sin C » ^ 



2 (aß + y* 

Slu« biefen gormeln erl^&It man Idcfet burd^ ein Sertaufn^ 
ber fBuc^ftaben a, ß, y bie Sormeln f&r bie Sunftionen ber SinM 
A unb B, 
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§'. 364. 

Vü^ tct Sl&^otin^alt A M ^ttitäi ABC I^f t ft(^ huOf 
a, ß, f, S auf eine bemetfen^ioect^e SSSetfe auSbr&den. <S9 ift nac^ 

§. 132 3uraO 1 

sin I a sin r b sin C „ 
»in {A --^r^ ' «^f'> 

' • g 

»«« obe» ^ SS /> * ^ ■, fo wbutirt ft* We fotmel auf 

«fit b«n ttmfana a + b + c be« ©reietf « A fanben »it fd^on 
sin 1 (a+b+c) = ^ — , 

»eil abe» y—^^^- =s - iff, fo rebudrt fidf bie gwmel auf 

' . TT 2 Ca + ß + Y—^ y 
sin s U ^ " ^— » 

wenn wit a -f. b + e = U %^n. ® e^ wir f&t g bie Scbeutund 
an bie GtcOc, fo ift bie Formel 

- . .TT_«r a + ß + Yjzl 

2. sin5U-2V (ß+y+i-dkä+Y+i-aXa+ß+i-Yy 



Qi iP rin J A'" - «o«i'^°'.^^"°^ » ^ -^- 
' * " cos I c «w + py 

r "y »g /- y^-H"^ ober 

'^ ßii-ar' 2ittß + Yi) ' ^ «/* ' 

sin l A'" = s-^ «wb Mefe goimtl rebutirt {t(^ wk^ auf 

'•in|A"''=^r;Ji.«'>«»t<>*f* 
•in|A"->r4t' 

fBctbcn We fJetimetet ber ©leierfe A'. A"» A'" ^ ^» ^# 

U'" bcaeic^net/ fo ifl 

19 
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§. 365. 

a3(tb<n Wc atabicn bct te Mc SDrdciIc A* A'. A", A'" dt' 
f^Ticbenctt JCtcifc mit f, (', (", ('" N^ci^mct/ nnb fc^t man jur 

cot c>'ssa', cot ff"sslf, cot (f'ssy, eotfs^, 

cos s G 

' "^ Sin ; A , Sin I B . sm c 

cosiC-IV ^iß^:^ ' 

sin J A = i -/• ^— , , 

sm 5 B - j V^ -^^^, , 

sm c «s 7- — 2 — » 

nnb tverbcn tiefe SS<rt()c fublütuirt, fo «r^aK man 
.. G. V Ctt+/?+y~J> 

T C«^/*) * v^[0»+*+y-«X«+'+y-^/»)(/»+'+«-y)] 

Seil aber , , ^ *. = 1 g t ji/ fo tebujirt fi* Me gotmer auf 

®an) cbenfo ober aucb f(||on burc^ ein IBertaufcf^ttt bn 0u4^ 
flaben ftnbet man nocb bie Formeln 
« = I (/J + y + * — «), 

(2). /J' «I (« + y + *-/y), 

Serben bie ®lei(bungen 1 nnb 2 iu einanber abbirt, fo er^ 
b&lt man 

(8). a+lf+y+y « a+ß+Y+i, mt> alfo audb 

5 («+/^+y+*) = i (« +/^+y +^)» fubtrabirt man f^itmn 
aber bie ®(ei(bung i (o+i9+y— ^ = J', fo erbilt man umge? 
(cbrt 

(4)- *«!(«'+/»'+/— O, 
imb in &bnlt(ber Seife erbalt man burd^ bat 6ubtra^{ren ber fibri^ 
gen ©fei^^nngen bie jformeln 
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(6). /? = H« +/+J'-/^), 

68 ftnb itmnad) nun au<|^ r&tfwattS tie ®ri^en a^ ß, y» ^ 
buYdj^ o' /^, /» d' auSgebi&dt, itnb i»ergleid[)t man bie S^^nteln (4) 
unb (5) mit ben Sormcin (1^ unb (2); fo flebt man, baß bie ®ri^ 
fkn a , fi^j /, d' ebenfo abfangen t)on ben ©r&pen a^ i^, y^ i, wie 
umgefel^rt biefe wn icnen. 

3^ mittelji bet ©leicbung 2 im §. 362. bie @r6ße i aui ben 
bret gegebenen ®r&0cn bcffimmt^ ttnb fubjiituirt man bie gefunbene 
SEBurjel in ben 5 (Slci^ungen (l) unb (2), fo erb&it man- in biefem 
Serttie Don t iuge(^6rigen 9Bertf)e ber 4 @r6^en a, ß', y, i\ 

S. 366. . 

9Ran äber^eugt ^i) auf ber ®teae «on ber 9iid|^tig(eit bev ®(ei« 
cl^ungen 

©efetmanalfo J {a+ß+y + d) =^ J (tt'+/r+/+ir)==^,foljl 

o' » er "" 09 
2- / » a - y, 

aifo ijl /^/ = <F»-OJ+y)<T + /Jy unb 

wit(>in /J'/ + a'J' = 2 cF^ — (a +/^ + y + J) a+ ßy +0*, n>eil 
abev a+/9+y+j as 2 (T ifl, fo etfialt man burc^ bie @ubfKtution 
tiefet SSertbed bie ®(eid>ung 

ß^y + o'<r = /?y + arf, ebenfo finbet man 

8- ay+ßry = ay+/ya unb 
a§[ -Vyif SS aß-^yin 

S« ifl mithin aucb 

4. G» == G'2 = iaß^ySy (ay + ßi) (ßy + ad) sz (j/ßT +/i') 

(ay ■!-/?'<>') O^y +acr). 

gerner ifl g^ = 16 . a/f/a', alfo g = 4 >/" iaßTy'i^), wirb 
tiefer ffiert^ in ber ®Ui^ung g V («/^^'^ = 2 G fubftituirt, fo 
iKit man 

4 y* iaßySaßTyy-) « 2 G «= 2 V" (G . G') ober au4^ 

5, G • G^ « 4 aßyiiiffy'X. 

2Diefe ®tei(()una iß f^mmetrifcb in 9(nfe()ung ber 8 ®r60en 
o» /}> y, J, a , /f , y , d', b. b- fte bleibt unoeranbert, wenn irgenb 
{wei Don biefen ®r&fen ))ermutirt werben. 

19* 
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1 



fo ijl g'^ ^ 10 * aflyi ; wirb aber 4 aßyi « { g'> tu bct Dorigca 
®(e{4>ung fubfütulrt unb G' ffir G gefe|t, fo (lat Jüan 
4 G'« = g'« . a'ßyi' ober 
& i' yT («VJy'O = 2 • G'. 

2){efe Sleic^ung/ in we(((^er bie <Br5f en o, ^9, x» ' niif^t me(z 
enthalten ftnb/ jetgt nun ebenfalM/ ba0 ber Sufammenbang unicr 
ben ®tifen o', /^s r', 8* i^iaig fibereinftimmt mit bem dufammen« 
^ange unter a, /^, y, 8. @tnb brei von ben 9r&fen aS ^% y", i' 
etwa oS ^, r' gegeben, fo ifl babur<b bie ®r&f e ber Dierten 8' bc< 
fKmmt/ unb tfi fie gefunben, fo ergibt ff^ bie ®r6f e pon «, A ^ ' 
na4^ ben gormein (4) unb (5) im §. 865. 

S. 367. 

3n Stnwenbung ber ®r5^en a\ ß', f^ 8» (a{fen fi(^ bie ^nc» 
tionen ber Sintel beft 2)reie(!4 ABC fe^r bequem auSbrucfen. 
& ijl 



''^**^"'^ Jf±^*^ hieraus folgt 
«• "- C = ?-;^-^^^^ unb ba 



ifc fo folgt/ ba aucb nod^ ciß'^y8 = o'/?' + y'J' ifl, ba# 
sinA _ sioB _ sinC _ y C«'/^yJO g 

sin a "~ sin b "" sin c ^ ^ C^ßy8} ""g' 

2)er 9Hgoritf)muS mit ben ®rißen a, fi, y, 8, «', /f^ y, '', 
ift &ber^au)>t t>on fo einfacf^er 9rt, baß, wenn eS nocb neue interef« 
(ante metrifd^e Sielationen unter ben Seiten unb SBinfeln eiiu^ 
fp^&rifclien 2)reie(Ift gäbe, {te in Jolfle beft einfallen 3ufammen(an' 
get unter ben ®r&f en a, ß, y, 8. a% ß% y'^ 8' Itiäft gefunben wa^ 
ben t6nnten. 

Semer ifl 

f8' — a'ß ^ 

5- ^ö* C •=• y'^F+;JvF 
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©ie f)eTimeter bet »ler i^tMt At AS A'\ A'" laffen pcft 
am etnfacl^ften biir4^ bie ®r69en a', ß', y, i' auSbr&cfen; bic 2ot< 
nu(n ftnb 

unb iobttt nun mit bcn ^rmeln ffic tia | A> «o i A'» *in 1 A"» 
sin I A"' Me stifte ^^nli^Uit. 



alf» 



{. 368» 
Sowie g'< s 16 o/9yJ ijl,. fo {{i au(!{> g* = 16 . o'/yy'^ utfb 



g« g'3s256 . ttßyia'ßyi'-^ 



wett ab(c G> » 4 . aßfia'ß'fS* i% fo (|l au^ 
g> . g'3 s 64 . G<, obct alfo 

!• g.g'«»8.G»16.>^ 0»ßri»'fiYf'> 

S&ft man «on bcn CAn A, B, G ^crtxnMftl p> p', p"» «nf 
bi« gtgcttiibcrßc^enbtn Geiten, fo ifi 

sin p"BtiD a . sin Bsssin b . sin A. 

Ift fo ifl 

sin p" OB ^_I — iZi — j^ * ' 

unb w(i( 4 ^iaßyia'ß'yi^ « 9 G iii, fo ijl alfo 

S G aG . (o/J + y*) 

P - (oy + /»J) (Ay + o^) = G« 

s= — — Q } «W« ab« sin c s« Vy . y^ »P» f* »P 

sin p" . sin G > • q = fe •*« 

sin p" . sin c — - unb alfo abcd^auyt 

^ .8 

2« sin p . sin a SS sin p' . sin b SS sin p''> . sin c SS — 

2 

y ia'ßyd^* 

wtn\o jtnbet man bte S^rmel 

8 2 
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ffctnet {# a^nl(<^ tet formet 
sin p"« g , 

„n p' = g , 

«in p = ^ , 

^ittitti tt^ilt man tüx^ 9Ru(ti)>({cation sin p . *ia n' . sin p" 
8 . G» ^ 

4..inp.smp'.s,np"-g = ^ = ^cSÄ^räÖ" 

S. 369. 
tun bie Sric^Hgreit brt {Rt^ncne mit ben 0rifen «, /9, j', ^« 
«'* ß', r'» ^' An dnem fc^idUc^tn fBeif))!«!« mc^t inS itlatc ju feien, 
(cittn wir bfc @au^'f(d(Kn fho^rttoncn in Slnwenbuns bec genomt« 
tot ^IfBgtifen (ler. SS ifl 

* * ^ aß+yo 

C0.5C-.V C«+/>+y-^ (.+/y+J-y) 

«b«RfO iß 

- ß'y' ^ a'8' 



•in ■ ■ ■ 



'»JB->r;xSÄfä:'«°*^B«v^ 



SBdl nun co8|(AqpB)»cos|Acos|B±8m{A8in|B unb 

sin KAipB)» sin | Acos^B 4: cos J Asin \ B \% fo 
ftnben toit bur4^ Sufamoienfe^ung 

sinWAlBl-- _J^^«')_Vlö'i') 

sin 5 CATB^ ^ [0?'y'+«'*') («r+A'*')] ' , 

wcIcpcwtSbtuae aucj» no4> )U anbem Swetfcn gebraucht wtrben mf 

n«n. GS ijt alf» 

CO« I CAtB ) _ ( J^±yO + (a</?'+y*J9 

■• sin I C ""7" (0»y+«'*') (oy+/*''')J 

(i'±y') . («•/?'+y'*0 . 
V, unb 
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^' cos i C "" G ' 

^' ^sinic"'" G = G ""' 

cosjjCajb) (y±J) (a/gf y^) _^ (y±J) (a'/?' + y'^0 . 

coSjC "^ G ' G * 

JBJril nun aber J'+y'=«+j*, ^'— y'=y— J, ^'^a'^+ j unt 
ß'—tt-^a—ß ift, fo entfielen auf bet ©teCe tie gtfu^ttn ®(ct« 
4>ungcn 

cos i (A+B) cos I C*+b) 

sin I G cos ^ c ' 

cosJjA— B) _ sin f (g+b) 

sin I C "^ sin 5 c 
sin I (A+B) cos f (a— b) 

cos ~ C oos J c 

sinJjA— B) _ sin | (a— b) 

cos j C "" sin { c 



Zefttttet 91isc|ftttitt 

£aS trei::re4)tn)tn(eUge iDteiecf in fetnev Untoinbunt 
^^x eeftittittung ter Sage unb ®rife. 

S. 370. 

Set ®ebrau<ft eined breirec^twinhligen IDtetecfS {ur SefHnx 
mung bet Sage ^m 9)un(ten unb t^ter Gntfnnungen toon rinanber, 
ferner jur {BejHmmung ber Sage ber {^auptfreife unb ber Sinfel« 
toeI(^e fie mit einanber mü^tn, tji fe^r wicbtig/ wcU bte befonbere 
fBefc^affenbeit jene« 2)Teie(fd einen ^oben ®rab ber (Sinfacbb^t ber 
Sormetn bei feiner SInwenbung }ur Solge bat 

S>{e iaai eined fünfte« M in Fig. SlO ijt befKmmt bunb 
bie brei Slbflanbe MA» MB, MC beffelben von ben brei ddm A, 
B^ C eines breire<btwinteltgen DreieifS ABC. 

eigentltcb rei^ien fdi^on )we{ wn biefen SIbjtanben, etwa MA 
unb MB, iur eeßimmung ber Sage beS ^unfteft M bin. SBerben 
au» ben Qdm A unb B Sxtift mit ben Slabien MA unb MB be» 
f(brieben; fo ift ibr 2>ur4f(bnitt« ^ |)unf t ber au beflimmcnbe 9^nft 
M ; ba ftcb bie beiben J(reife im StOgemeinen in »toei fünften fdpneit 
beit; bie auf entgegengefe^ten Seiten von AB Hegen, fo bringt biefe 
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ScfKnmtung bet Sage alfo eine Swdbeutigfdt mit {t<^, bie von friHt 
auR^6rt tocnn befannt tfl^ ob bcr $unft M {m S>tde(fe ACB ober 
in bcm Kebenbfciecfe ABC an bet Geite AB ent^attcn ifl; im n#at 
SaQe toirb ber britU Sibflanb MG fldner unb im ixoüUn Satte gr&? 
fer als ein £luabrant fein. 

ffiaft toom fünfte M gefagt iputbe, %\lt Don iebem anbeieit 
Duntte N in Ünfebung feiner biet Srbjl&nbe NA, MB, NC wn ben 
eden bejfeAen breirec^twinfeligen S)reie(f< ABC 

S« 371. 

jDie Summe ber £luabrate ber CtoffnuS ber bre( Xbffanbe ei< 
neS 9>un(te6 loon ben ddtn ^nti breirec^twtnf eligen SreiedS ift im 
mer = 1. 

S)a baS 2>reie(f AMB in Flg« 210 ein rec^treitige«, ober AB 
cinCluabrant i\t, fo ift cos MB = sia MA cos MAB, tmb eben^ 
fo cos MC BS sin MA cos MAQ itnb loetl anfferbem ber flSinfel 
BAG ein rechter ober cos MAG = sin MAB ijt, fo ijl 

• mrur» cos MC 
sm MAB « -: — — - unb 
I sin MA 

«iTAD <^os MB 

cos MAB« -: — — -• 

sm MA 

SBerben bie £Luabrate biefer beiben ®Iei(^ungen abbirt, fo ei^ 
^Slt man 

cos MB« + co s MC > . 
1 *■ ikjik9 I wer 

sm MA> ' 

sin MA^ SS cos MB' + cos MCS unb wirb no<( 1— cos MA< 
für sin MA^ gefegt/ fo ttft&lt man fc^on 

2. cos MA< + cos MB« + cos MC' ss 1« 

Ginb alfo MA unb MB gegeben, fo laf t ^ baranft f(^on MC 
bere^inen, benn e8 i{i 

sinMC»V"(co>^^' + co<^^') ^ *^° (180<»— MC). 
SDiefe Sfotmel bringt aber eine Bweibeutigfeit mit ft^, inbem 
babttr^^ jmei Slbflinbe Don C gefitnben merben, bie ftc^ aber ju 
einem ^albfreife erginjem 

$. 372« 

£>er Sibftanb |n)eier fünfte wn etnanber fann naä) einer eins 
fadE^en ^orme) au8 ben 9(bji&nben biefer ^rxnltt ton ben brei dätn 
eineft breired^twinf eligen £)reie(!$ berecfinet merben. Si feien in Fig. 
210 M utib N bie beiben fünfte, bann iß 

***« cos MB ^ -.^_, cos NB 

cos MAB aas -: zrjrr Unb COS NAB = -; jiTT $ 

sm MA sm NA 
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-., . »««« COS MC ^ . ^-.„ cos NC 

sm MA siQ Vk 

unb toelt cos MANs^os (MAB— ]yAB)»cosMABcosNAB-|* 
sio MAB sin NAB (fl, fe tfl 

** *, cos MB • cos NB + cos MC. cos NC 

cos MAN as • TLf 4 • -T ^A » unb »eil 

sm MA • sin NA 

cos MN = cos MA • cos NA -f sin MA . sin NA . cos MAN 

i% fo i» 

cosMNscosMA.cosNA«!- oosMB.cos NB -f- cos MC. cos NC 

fdi^on bie gefachte %9imtl, )u toelc^er man bmdf ün gleiches Sm 
fahren immer gelangt/ wenn auäf bie beiben Duntte eine beliebige 
anbete Sage auf bet Augel f>aitxL 

Ge^t man cos MA s a, cos MB s: b, cos MC s= c, 
cos NA s X, cos NB =: j, cos NC = x unb MN » d, fö iji 
na4^ §• 871 

a3«|-b'+c<=l unb x«+y* + »*=!# 
unb bie fo eben hergeleitete Sformel ift nun 

1. cos d SS ax -f by "f ^2* 

6S iji ni4^t feiten aud!> ber VuSbrutf f&r sin dn5tbig/ toeb^er auS 
bem gefunbenen f&r cos d lei(^t hergeleitet »irb. SS ift {ttna^^ft 

sin d = V^ [1 — (« + bj + c»)«]; 
man tonn aber biefem iSutbrutfe eine beinerfenSmert^c änbere (S(e# 
flalt geben. (SS ift n&mli4^ 

1 « (a«+b»+c«) (x«+x«+z«) 

« a«xa+aay«+aV+b*xa+b«j3^b«Ä«+cV+c«jr«+c«z* 
unb(ax-|-I|rjr+cs)) » a2z«4-b>y3-f c^3-)-2abx7-f 2ac3n-f 2bcjz; 

wirb alfo fubtra(iirt, fo er^tt man 

sin rs 8 (a2y>—2abx7-fb3x2) + (a^*— 2acn-|.c^2) -f 

(cM — 2 bcy» + !>***) ^^tr 

2. sin d « ^ [(•jr-bx)* + (ai— ex)« + (cy-bz)«]. 

i. 373. 

jDie Binome ± (ay— bx), ± (aa — cx); ± (cy— b«), beren 
Cluabrate im SluSbruae t>on sin d enthalten fnb, unb toelq^e aucb 
no<b &fter Dorfommen, Derbienen eine n&^ere IBetracf^tung. Qi ift 
in Fig« 210 iuerft 
a =: cos Ap • cospM, b s: cos Bp cos pM» 
X SS cos Ap • cos p'N, y = cos Bp' cosp'N, 
alfo ifl ay — - Dx s= cos pM cos p'N • (cos Ap cos Bp' •— cos Bp cos A p')^ 

SS cos pM coc p'N . (sin Bp cos Bp' — cos Bp sin Bp'), 
ober ay — bxacos.pM cosp'N sin pp'. 
9luS ben Sörmeln a» cos Aq cos qM, ccscosCqcosqM, 

zscosCq cosq'N, xscosAq cosqN» 
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folgt az 



— cxtaa (eosAq cosCq'*-c08CqcosAq') cosqMcosa'N 

» (sin Aq' cos Aq — cos Aq' sid Aq)cos qMcos q N, 

ober ai*- ex es cos oM cos a'N sia aq'. 



qol cos qii sm qq 



9l\Xi ben S<>nneln c»cosGrcosrM, bsscosBrcosrM, 

ysscosBr'cosrN, »«cosCi'cosr'N, 
folgt cy— bz« (cosCpcosBp' — cos Cr' cos Er) cosrMcosrN 

SS (sinBrco$Br'«i*cosBrsinBr) cosrMcosrN ober 
cy -«» bz = cos rM cos v'N sin n*'. 

Sie gefunbenen Sormeln (5nnen aucb alfo baraejfellt »erben 
ay -- bx = sia CM sin CN sin MCN, 
1* az — ex s: sin BM sin BN sin MBN, 
ay — * bz = sin AM sin AN sin MAN» 
»eil pp' bat SRaafl be« aSinfe» MCN, qq baS 9ßaaf M 9im 
Uli MBN unb rr' bad Wtaa^ beS SBtnfeU MAN ifi. 

IBerbeti femer t>on ben 6(fen be< Soorbinaten f SretedS 
ABC 9er|>enbi(el auf MN gefdQt/ unb wirb bat $er|)enbirel an« 
A mit r, ba* ^erpenbifel aud B mit q unb iai ^erpenbifel auS 
C mit p bejeiclinet, fo ijl nacb §. 124 Sufaft 1 , ba bie einte 
MN = d ift ^ 

sin CM sin CN sin MCN « sin d . sin p, 
sin BM sin BN ain MBN >= sin d , sin q, 
sin AM sin AN sin MAN s sin d . sin r; 

unb alfo aucb 

ay — bx s=: sin d . sin p, 
2. a% — ex =: sin d • sin q, 
cy — bz SS sin d • sin r; 
Qi finb. mitbin bie STuSbrürfe ± (ay— bx), ± (az — ex) unb 
± (cj—bz) ben @{nu6 ber ^erpenbifel proportional, n>el(be t»on 
ben dcfen beS 6oorb{naten$X)rele<lS auf bie Sinie MN gefaOt »erben- 

SBirb baS |>erpenbi(el p verlängert, bid AB baoon getroffen 
»irb, fo 1te(|t iS aucb auf AB fenirecbt, unb eS tjl a(fo 90<>— p ber 
Slbflanb ber Stnie MN t^on AB, ober bad 3ftaa^ be$ SBinfel«, utu 
ter »elc^em AB wn MN bei ber Verlängerung biefer Sinie gefcbnit^ 
ten wirb; ebenfo iß 90<»— q baS ^aa^ besaSinfeU, unter melcbem 
AC i)on MN gef(|)nitten »tcb, unb 90»— r bad ^aa^ Ui SBinfeK, 
ttnte( toelcbem BC Don MN gefcbnitten, »irb* 

Sft O baS (Sentrum beg ^auptfreifeS MN, fo ift 

OC ± p = 90S 

OB ± q SS 90^ 

OA ± r =r 90S 
alfo sin p a ± cos OC, sin q « ± cos OB, sin re ± cosOA« 
unb ba nad^ §. 870 i|i cos OA^ + cos OB« + cos OC» = h 
fo iji Olfo aud^ sin p^ + sin q> + sin r' » 1; eS ift mitbin 
(ay-.bz)H (az— ex)« + (cy— bz)« «= sin d», (sin p«+8>nq*+sinr«) 

a sin d^ 
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tinb ulfo bie vorige Sormel f&r sin A auf eine anbm 9lrt (ergeht« 
Ut toerben. ^ 

aSerben in Fig. 211 bie ®etten bei 6oorbtnatensX>te{e(fS t>on 
bev einie MN untev ben ffiinfeto D, E, P gefc^ntttett, fo ijl 

2=!5?«cosD, «/D=180o-OC /D « OC 
sind S I i 

8. ^^^^»cofE, .S/E-OB &|f=180«->OB 

sind 31 JJ I 

^^^«cosF IfpsOA rFsrl80<»— OA 

ie na^bem ber f))(2rif(f^e 9kltMsfi\xnlt O auf ber e(nen obet anbeten 
®e{te Dott MN genommen »irb* 

§. 374 

Siebt man buTC^ ben aegebenen 9>ttnft M^ beffen Sage buvd^ 
bie Dijtanjiißootbinaten a, b, c befKmmt i% einen ^auythei«, web 
4ieT bie @eiten M (Soovbinaten^iDreietfd in D, E, F fc^neibet, fo 
dbt es eine {Relation unter ben SIbfianben MD» ME» MF bet 
Sbuvd^fcbnittSis^^nfte t9om fejlen 9>un{te M, \»tlö)t ermittelt werben 
foH Sielet man noc^ CM snb CD» fo entfielt ein ted^tfeitigeS 
aDreiecf CMD, beffen Seite CD ein filuabront unb toorin ber SBins 
fei CDM«90<>— D ijl. 9» i^ nm cos CMssioMDcosCDM, 
ober 

1» c =5 sin MD • sin D. 

Sie^t man noc|^ BK unb BM, fo entfielet ein {toetteS recl^tfeitu 
geS 2>re{eif BEM» beffen &tlU B£ ber £luabrant unb worin ber 
SBinfel BEM=90<^~£ i|f ; weil nun cos MB » sin ME cos BEM 

ifr fo iH 
2. b SS sin ME « sin E« 
Sie^ man enbUdi^ AM unb AF» fo entfielt no^ ein brittet 
re^tfeitige« ^Dreied AMF, unb mittel^ beffelben er^dtt man bie 
Sormel 
8. a s sin MF . sin F. 
SBeil nun cos D« + cos E' + cos F^ = 1 ober sin D^ +sin E^ 
+ sin F^ s 2 iß, fo erl(ialt man 

shTWa +siS^a+ iSTWa -• * ^'^^ ^' <" + ^<>^MDa) 

+ ba (I + cot ME«) + a» (I + cot MF«) s t, unb pa m^ 
ai -f b> + c« SS 1 i% fo erb&lt mn enbli((> 
c* b> ^ 

*• tng MD»" + tng ME« + tng MF» ** *• 

ferner ijt im red^tfeitigen ^reietfe CMD offenbar 
sin CDM SS sin MC . sin CMD, ober 
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6. cot D s $in MC . tin CMD. 

2)a8 rcKf^tfeitfge jDrcted EMB gibt ebenfo bk Sonne! 
ff. cos E SS tin MB . tia BMF, 
unb boS rcc^tfdtfge jDreied AMF gibt enblic^ bic genncl 

7. cot F SS sin MA • tin AMF. 

£)ut<b bicfe brei Sormeln finb bie Sttird CMD , BMD unb 
AMD beßimmt, mlift bie Sinie MD mit ben brei 2){jianien i^rci 
9>unftet M Don ben brei 6<Ien beS (Soorbinaten^jDreiecM ma^t 

jDie £Luabrate ber brei Sonnein abbirt geben 
a lr»(l— c3)tinCMD) + (l*-b3)sinBMFH- (1— a9)smAME^ 

9(u^ ifi — cot CMD s= cot MC cot MD, cot BMD 
SS cot MB • cot ME unb <~ cot AMD «s cot MA . cot MF, 
alfo 

cot MD «- -- tng MC . cot CMD, 
9. cot ME 8 uig MB . cot BMD» 
cot MF B ^ tng MA , cot AMD ; 
ttnb werben btefc aSert^e in ber %otmü 4 fubjHtuirt, fo erlitt man 
l8tinMC3cotCMD3 + tinMB)tinBMD3 + tinMA)sinAMD^ 
loefabc %otmtl mit bet Sonnet 8 fibereinfommt, benn bie Summe 
Mber i(l 2 » tin MC» + tin MB^ -l- tin MA'. 

i. 376. 

Stimmt man ben Vunft N in D an, fo ifl 

iBCot AD«s — tinBD, jsscotBD unb zsso, 
ba^er oerwanbeln fic^ bie Sormeln cos d =s ax «f by -f cz, 

ay — bx s sin CM • sin CN sin MCN == sin d • cos D» 
gK .— cxcsssinBM.sinBNsinMBNsssin d. cos E, 
cy — bz SS sin AM • sin AN sin MAN « sin d • cos F, 

bann in 

1. — a sin BD + b cos BD = cos MD. 

2. a cos BD 4- b sinBD s= sin CM • sin pD =s sin MD cos D, 

8. c sin BD =r sin MD *cos E, 
4« c cos BD s= sin MD • cos F, 

aus ben Sonneln 8 unb 4 folgt rog(ei(|^ no^ 

& tng BD SS K' 

^ cos F 

9llmmt man ben 9>un!t N in E an, fo ifl 
X a COS AE, y 8s o unb z = sin AE, femer dss — ME, 
unb bie allgemeinen Sonnein t)erwanbe(n f!4> nun in 

6. a cos AE 4- c sin AE ss cos ME, 

7. b cos AE SS sin ME « cos D,* 
S. b sin AE =: sin ME . cos F, 

9* c cos AE — a sin AE s sin BM sin Etf ss sin ME cos E, 

unb aus ben Sormeln 7 unb 8 folgt foglei^f no* bur^» ©tDifion 
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• „ cos F 

10. mg AE = R • 

■* cos D 

Stimmt man ben ^unft N tnHid) in F an, fo tft 

1 BS o, y «cos BF, z ^ sin BF unb dsMF, alfo 

11. b cos BF -f c sin BP = cos MF, 

12. a cos BF =: sin MF • cos D, 
IS. a sin BF « sin MF « cos E, 

14« c cos BF — b sin BF s sin AM . sin Fr s= sin MF « cos ?• 

SIu« ben Sormeln 12 unb 18 folgt fogkic^ nodj^ 

_„ cos E 

15. mg BF = — fr» 

» cos D 

9(ud ben Sormeln 6, 10 unb 15 erhalt man enblic^ no(^ 

16. tng BD • mg AE » mg BF. 

«. iA ^ c -^-. sin DB sin BF sin AE 

C« itl «a« §. 186 ,-j^j = ^^ : ^^^, ««b ^,m 

aus folgt unmittelbar bie fo eben auf eine anbere Sfrt (ergeleitete 
Sormel 16. 

§. 376. 
SBerben in ben beiben Sormeln cos d ,= ax -f by •)• cz unb 

sin d = ->^ [(ay — bi)» + (az — ex)« + (cy — bz)2] bie t^ie« 

®r69en a, b, c, d alS unt)er&nber(i(b# (hingegen x, ^, % alS ver&n? 
berlic^ angefe^ien, fo beb&lt ber $untt M in ber Stgur feine Sage^ 
ber $untt N aber &nbert bie feinige, iebocb fo, bafii fein SIbflanb 
NM » d üom fejien fünfte M berfelbe bleibt; b. b- ber 9>unft N 
befcbreibt einen JtreiS, beffen (Sentrum ber fejte ^untt M unb befien 
atabiuS d ift. 2>a glei^^iettig 

»^ + y^ + »^ « 1 tt«b 

9X '^DJ ^ Cl ^Sl COS d 

ifl, fo fann man nur einer pon brei ver&nberlidi^en ®r5^en x» y, s 
n^iOffirlicf^e 9Sert(ie beilegen, bie Sßert^e ber beiben anberen @ro^en 
(innen bann fdi^on mittelfi ber genannten beiben ©leidj^ungen be^ecf^ 
nct »erben, unb finb bift auf eine tom 3(u$)ie(en ber £luabrat:> 
SBurjel (^enu^renbe Sweibeutigfeit tollig bejKmmt. Sebe brei ju^ 
fammengebirige SS^tbe Don x» y, s, b. (. fol(|)e, weldj^e ben beiben 
@lei(bungen ®en&ge leifien, beflimmen bie 2age eineS 9un(te4 ber 
9>eri)9(erie. SBir nennen a, b, c bie £)ifianif Soorbinaten beS ^un& 
teS M, unb 1, y, c bie £ijlanis6oorbinaten bed 9>un(te< N. 

Sil ber Kabitt« r»90o, alfo coa dso, fo iji ber Jtrei« An 
«^auptfrei« unb alfo 

1. ax -f* by 4- CS SS Oy 

bie ®lei(bung eine« ^auptfreife« ; in i^rtft fowo^I a^ + b^ + c^aBl, 
M au(b X« + y' + z«= 1. 

^ie ®iei((ung beS ^auytheifei (at nic^t immer biefe einfalle 
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ficf^Kiffnt^t; mutti)>(tcirt man |te mit einem %atUx §i unb feftt 
man f<a=g» f*b=sg', /uc«g", fo «ertpot^ett fie |i<^ in 

*• gx + f jr + g '» »= o, 
unb biete iß bie aagemeinere %txm bet ©lei^ung dne^ ^ixp^tu 
\a, in xoü^tt nun ni^t mti^t g' + g'' 4- %"^ = 1/ fönberv 
« M^ (a^ + bj + c2) = ^a ijl; ba^er i|l rfidwdr« 

8- fi = /*(g^ + g'» + g"»). 
Wtan ftnbet otfo au< ber aUgemeinen ©(eicf^ung 2 einet «^tiyt^ 
(reifes bie i^iftanksdootiinattn feines fy^^arifdi^en GentrnmS/ tnbem 
man juetfi bie Öripe fi nac^^ bet Sotmet 8 berechnet, naif ben 
Sovmeln 

a = cos AM SS -. 
4. b SB cos BM SS ^ , 

?• 

c SS cos CM s= 2- • 

3{t in ber Sleid^ng 2 ber Koeffizient g— o, fo ifl a=:o, olfo 
MAs90^; foIgUdS^ ifi bann ber aRinelpunft beS ^auptfreife« im 
S^upthü^t BC entbalten, unb ge^t er alfo felbji burcb bie Soorbtna^ 
ten 9 fielen A; iß g'»o, fo ge^t ber 4>au)>t(reiS burcb bie Soorbt« 
natemStfe B^ unb fein Gentrum ifl alfo in AG enthalten; ijig"«so, 
fo gebt ber .^auptfreiS burdS^ bie Qdt C unb fein (Sentrum ifl im 
^au)>theife AB enthalten. 

$. 377* 

SBir geben jur Ilufl5fung ber folgenben 3(ufgabe &ber: (SS Itnb 
bie :Di|lani$Goorbinaten jweier $unfte m unb m' gegeben, man 
fu4^t bie ®Iet^ung beS ^au]^tfreifeS, n^elcber burcf^ bie beiben f)unfte 
gebt es fep ber f)unft m = (a, ß, y), b. ff. a, ß, y feien brei 
©iflanj^SoorbinateU/ unb ebenfo m' = (a , /J*, /); ferner fei 
gx +j'y 4. gf 'z » o bie gefud[)te ®Iet4)ung beS ^au|>t{reireS, voelcber 
alfo ^enfige (eiften m&jfen bie SBert^e i=a, T^^ß» ^^y unb auc^ 
bie SBertJe x=o', yss^ff', z=/. es ip alfo 

ß'*,+ s'/^^+ ^'ir ^ ""^ 

ga + gy + g^y = o. 

SBirb aus btefen ®(eic^ungen g'' eliminirt, fo ^at mw 
g {ay'^a'Y\ + g' (/?/— j'/^) = ober 

g' a/ — ya 

g ~ yß^—ßv" 

unb ipirb g' eliminirt, fo erbalt man eHaßr—ßa') + g'(Yflr^ßY)^o 
ober 
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®\ht man abn bet ®Iei4iutig gx + g'j + s"^ bi< Qe{la(t 
X + ^ y + — z» unb Tubflituirt bie oor^in gefunbenen SSett^^ 



& 



fo etbalt man fcbon bie gefud^te Gldd^uns 

(Yß^-ßy) X + («y -y«) y + (ß^—^) « = o. 

Sine anbete 9(rt/ btefe ©letc^ung l^erjuleiten ift bie fblgenbe. 
6S feien a^ b, c bie £){|}anj|::eoorbinaten be9 GentnimS beS ^avapU 
(reifet mm', bann iji na^^ §. 373/ inbem man in b.en gotmeln 8 
bafelbg fefit «, ft y fui a, b, c unb o', /J*, y' fit x, y, z, fetnef 
— c fut cos O, b fut cos E unb a f&t cos F 



sin mm' ' 



ay — ya 

b as -T 



sin mm' ' 



I Yßr—ßY\ 

Sin mm' 

ZU ©(eid^ung beS ^ii))t(teifeS aUx, beffen 9)Itttel)>nnft bie 
j&iftani^ootbinaten a, b^ c Ifat, ifl 

ax 4" ^y "h ^^ "^^ ^9 

toetben bietin füt a^ b^ c bie SBettbe fubfittnirt, unb witb ber aU 
len (Sliebetn gemeinfcbaftli^^e IRennet 

Sin mm' = ^ Kßa-afi')^ + ia/^ya')^ + (yßT-ßy'^ 

weggelajfen, fo 1)at man biefelbe ®leid()ungi mie t)Dtb{n. 

S« 378. 

e« fe{ ax' + b/ -f cz' » o bte®Icid^ung eine« ^auytfteife« 
MN in Fig. 211, unb bet fünft M in ibm butcb bie SDifianj:! 
Sootbinaten z, y, z befUmmt; man foH alle t)on bet Sage beft 9un& 
teft M unb iDon bet Sage bet Sinie MN &betbaupt abbingige ®xis 
fen butcb ^^ b, c, X, j, z, audbt{t(fen. 

Det Sinfadi^beit nebmen n>it an, eS fei a^ -f b' 4. c^ « i. 

©efeen wit in bet ©leid^ung ax' + by' + cz' = o bie ®t6f e 
z s o, x' s cos AD B — sin BD unb y' » cos BD, fo babeQ 
xoix — a sin BD -f ^ cos BD b obet 

b 

1. tng BD « -• 

6e(|t man y'"0» 1' » cos AE unb z' s sin A£, fo (at man 
a cos AE i- c sin AE is ober 

2. tngAE«— -• 

6e6tmanx'aBO,y'«cos BF unb z'»sinBF, foiff b.coiBF-f 
c « sin BF ia ober 

8* tng BF » -^ • 
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jDomit tiefe $(udbr&<le pcfitb feien^ toerbihi ^ c M negath> 
anfel^eiu SDie bret SBinfel D, E, k\ mtlt rnüiftuMt Otüka btö 
6oorb{naten$2)refedf« i»on bem ^au^tfreife MN gefc^itittea werben, 
ftnb befKmmt burd|^ bte Sonneta ^ 

4« cos D SS — c, 
6. cos E as by 
0. cos F B A. 

CS tft EF bie ^y)M)tenttfe beS red^twinrengen Drdedt ECF 
nnb a(fo cos EF s cot E cot F, ober 

^^^^ ^^l^^7)^ -(llj^) ««»^ Wetau« folgt 
7. cot EF« , ebenfo 



8. cot FD 



c 
ac 



bö 

9. cot ED«— • 

a 

f« 379- 

Sut Seiterf&^runa ber ttnterfuctiung ift eS nhi^i^, bie ®(eir 
^m^tn ber Siitien CMp, BMq unb AMr, toelc^e butc^ ben geges 
benen 9>unf t M ge(en> gu entioitfeln. 6e6t man in ber aDgemetnen 
©leic^ung be8 §• 877 x, y', z' für x, y, zj x, j, z für a, ft yj 
a' B o^ /f » 0» / B 1, fo entjlel&t 

— xx' + igF^so ober ^ =: ^, 

aU Slei^^ung ber Sinie CMp; ebenfo tfi -7 s= - bie Gleichung 

ber Sinie BMq ttnb t = - Me ®(ei4iung ber Sinie AMr. 6e|t 

man in ber Qlei^iung CMq nun «"«^o, x' ss cos Ap, f sstnAp, 

fo ^at man 



10. tngAp 



«i- 



®e6t man in ber ^ieidS^ung ber Sinie BMq» ebenfo 7' » o, 

x' es cos Aq» a' ss sin Aq, fo ^t man 

11. tDgAq«-- 

€e|t man in ber ®Ieidi^und ber Sinie AMr enbli4^ x' » o, 

y aa COS Br, z' = sia Br, fo iß 

X 

12. tng Br m -. 
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I. 

gerner ift tog pB = tng pMB . sin pM- -* mg BMC . 
CDS CM ober " 

18, — twt BMC 5= — ♦ 

Sfu6 ber Sormel tng Aq = tng AMq . sin qM folgt ebenfb 
U. — tng AMB « — , 
unb aus ber Sormel tng Ap^tng AMp . sin pM folgt enbltc^ 
15. — tng AMC «-^* 

® XL 

5. 380. 

9lun leiten toir Sormeln l^er/ toel^^e fotool^l bte ®r(pen z, y, 
z, atö au4^ a, b, c entl^alten. 6S ifi nadj^ §. 373/ toenn x, y, z 
f&r a, b, c gefegt n>{rb, 

xssftio MF • sin 1F, ysssin ME . sin E^ zssin MD.sinD; 
wefUbersinF«y^(l— a«), smE=V (1— ^^X sinD=V^(l-^c«) 
\% fo ^oben wir ' 

z z 

•^ MF« ;^-(ir^, tng MF « -^-^j— ^~, 
18. «n ME- ;^(^b-^, tng ME - :;^^g;z:^y 

smMD:= TTTI-c^' *°S^''= V- a-^^g' ^ 
e» m tng Eq = tng (A,-AE) = ^"^1 ^^^ Aq'^g^ 

= — ^ — : »eil aber aud> M ein ?)unft ^m 

az ex — az ' 

cx 

MN, unb a(fo auc^ az+by + cz=o ifl, fo l^aben toiv 

IT. tng Eq = -^^-^ = ^- • 

** ^ cx — az az — cx 





20 
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ax ax 



cy — bz bz — cy 

^ - * tnc Bp + iDß BD 

amm übt Me gomrt tng pD « -_i_^:t_£_ _ 

ben Sluftbrud 



— cz 



1». «°ß Dp = ;;p:3j^. 

iBdl tng ME = *°*^ -? , tng MF = *°^ ^ unbtngMD 
"* cos E * CO« F * 

COS D 

tngM£=^ ~ ^ , tng MF c:^ ~ ' tDgMD»= — L_, 
° cx^az ** cy — bz ay — bx 

ober au4i 

tng MF = - — ^ — • 

bx— cy 

aO* tng ME = 2. 



tng MD = 



az — ex 

z 



ay — bx 

. jDiefe XuSbr&cre jlimmen mit bcn fti^ttm uberetn; wenn tfi 

bz— cy= ^ (I_a2_x5), 
21. az-^-cx« -^ d-^b«— y«), 
ay— bx= V (1 — c*— »^). 

SBon ber Sfli^tiaUit btefer ®(etdi^unaen fibmeugt man ft(( aber 
balb. 



C» ijl nämli* /^(l-aa-x«)^:^ (l-a«— aV— b^x^-c^x«) 

ttttb m{( 

— ax = by + cz, alfo a«x«=b2y2 + 2 bcyz + c«z» {jl, fo ifl 
-/^a— a«— X«) == -/* (l-a»-b2y^*— 2bcyz— cV—b^x«— c«x«) 
=s^^l_aa_b2ya_ 2 bcyz— c^z»— b»+b«y«+b«z*-=-c«+c«y«+c V) 

V" (1— a«— x«) = bx — cy. 

Sbenfo toirb bie {Rtc^tigteit bet beiben Abriden Oleici^ttttgett be^ 
toicfen. 

C»!ptngEMq= ^J^^Tcr'» tng FMr « ^^ ^^^^ Utib 
' ^ ^ am Mo* ® am Mr 

tng DMp = ^-jg^> unb bfcfe btrf Sfonnebi öcbeii 
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log FMi- =« r— ;- — = — mg DMA, 
22. tilg EM({- — — — = — mg DMB, 

mg DMp « --^zrr "" "" ^°S ^^^ 

§. 381. 

9Ran foO bur4^ ben 9unft M einen «l^auytfrdd Stehen/ welcher 
auf bem AaupttttiU EMFO fenfrecf^t ftz% unb nid^t nur bie ®Iets 
(^ung biefe^ ^auptfreifed herleiten, fonbem au^ bie 93üt{et D', 
F', F' burd^ a, b, c, X, j,. z auSbr&den, unter xotUl^tn er bie 
®eiten beft 6oorbinaten$2)reiedd fd[^neibet; femer bie 9lb{i&nbe MD% 
ME', MF unb bie SBinfel, wer^^e er mit ben Sinien MA, MB, 
MC macbt, ebenfalU burdf^ a, b, c, x, y, z au$br&tfem S)er ^aixpU 
Ireift ET ftt\)t auf bem ^auptf reife EF fenfred^t, n>enn er bur4^ 
fein fpb&vif4^ed Zentrum gebt & fei O baö (Sentrum loon EF 
unb O' baS öentrum »on E', F. 2)a ax' + bj + cz' = o bie 
<^Ui((|ung be|S ^ut)tfreife« EF iß, fo ijl 

cos OAsa, cos OBssb, cos OG=c, unb ebenfo fei 

cos 0'A«a', cos 0'B«b, cos 0'C=c\ 

Ge^t man in ber ©leicf^ung beS S. 396 ie^t a, b, c f&r o, /S; 
y, femer x, y, z fftr a, ß^, / unb x, y, z' ffir x, y, zj fo er* 
galten toir auf ber SteQe 

(cy — bz) x' + (az — ex)/ + (bx — ay) z' = o, 

ober aud^ 

1. (bz— cy) x' + (ex— az) / + (ay— bx) z'=o, 

)ur gefudj^ten @(ei((ung be« ^auytfreifeö ET, unb weil ber 90k: 
jlanb OM ber beiben fünfte O unb M üon einanber ein £luas 
brant, alfo sin OM == 1 ift, fo ifi aifo 

a' £= bz — cy, 

2. b' = ez -» az, 
c' = ay — bx, 

worauft auf ber SteOe folgt aa' + bb' + cc'ao, toelc^e ®Iei(^ung 
au«br&tft ba^ baö Zentrum eined {eben .^au^tfreife« aUemal in bem 
barauf fmlre^ten ßaui^ttreife ent(ialten ift. 3n i^nli^^er Seife er^ 
1)iU man bie umgere^rten ®Ui(f>ungm 

a SS cSr — b'z, 
8* b s= az — c\ 

c SS b'x — a'y. 

3tt Snttenbung ber %otmA 2 ifi alfo bie ®Ie{4ittng beS ^auyt« 
freife« ET einfadS>er autgebr&dt burdji 

4. aY + bV + cV « 0^ 
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Die S^tmeln 21 ^enoanbeln it4^ nun in 

ai + a'« + x2«l ober cosOA* + cosO^A^ + cos MA« = 1, 

6* b« + b'« + y^« 1 ober cos OB» + cos O* B» + cos MB» = 1, 

c« + c'3 + z»» 1 ober cos OC» + cos O'C» + cosMC»= 1. 

SDie Stnfacbl^eit biefer Sormeln rfi^rt ba^et, ba^ baft X>xt\td 
OMCX toieber ein breirecbtwinfeUgeö ift, unb alfo biefelben Ctgen^ 
f^aften b^^^/ <^($ baö (Soorbinaten :: SDreietf ABC felbft. ferner er^ 
l^&It man bie Sormeln 

X SS cb' — bc', 
ß, y = ac — ca\ 
z =: ba' — ab'. 

6o»o(I bie Sicbtigfett biefer ® (eicfntngen / a\i au(|^ bie ber 
Oleicf^ungen 8 weifet man nac^, n>enn man bie Sertfie t>on a', b', 
a' naöf ben Sormeln 2 fubjKtuirt. enblic^ "fyat man a^nlidf ber 
®[eidi^ung 

w + J>y + <^* == ö no4i bie ©leid^ung/ 
7» a'x + b'y + <^'z « o, unb aud|> fcj^on bie ertoa^nte Sleid^ung 

a'a + b^b + c'c = o. 

Ceil ber gaU gum ®runbe gelegt würbe, in welchem c ncgo^ 
tio ift, fo folgt nun nact^ ben Formeln % bafi b' negativ fei, ^in? 
gegen a' unb c' po^üv feien. 

$. 382. 

aSenn wir nun bie fr&()eren, ftc^ auf bie Stnie EF begiedenbeR, 
Sormeln auf bie £inie ET' begicf)cn wollen, fo {leKen wir un§ oor, 
bie Stnie EF gel)e bur^ eine X)re^ung um ben ^unft M in bie Sos 
e toon ET über; babei xhit E abwarte nac^ E', F aufw&rtS na^^ 
" unb ber 9)un(t D erbalt eine Sage, in xctU^zx er ber ®egen)>unf t 
toon D' ift. 

£>ie ©leicbung ber Sinie ET' fteQen wir un6 alfo t)or 
— a\' — by — c'£ = o, 

weil nun a fiberge^it in — a', b in — b', c in — c. SBir er^ 
galten alfo 

cos D' = c' = ay — bx, 

1. cos E' = — b' = az — ex, 

cos F* Ä — a' =s cy — bz, 

in ®emafi^eit ber S^nneln 4/ ö, 6 be» §* 377/ unb bie Formeln 
I, 2, 3 ebenbafelbft werben nun, 

^»^ — b' az-— ex 

^^, — b' az — ex 

ing BE' =5 —7- = r-* 

ö c ay— bz 



^ 
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SBeitcr tfl mi) ben Sonnein 7/ 8, 9 im §* 877 nun 

aV (bz— cy) (cx->az) 

coi Er =a —7- ^ V f 

c ay— ox 

^^, aV (bz — cy) (ay— bx) 

3. coi FD' = p = ^ ^J-"^^- \ 

— D az — cx 

. I7'n' ~ ^'^' _ (az — ex) (ay~b x) 

cot t« D = 7— ' = , 

a bz — cy 

£)ie Sormeln 17, 18, 19 la^m {td(^ nun alfo bavfteQcn 

lngEq= — ^,; tng Fr = ^, tngDp= -^ 

unb t)etmanbein ftd^ alfo in 

b'y (az — cz) y 
tiigqE =3- = £ , 

„ a'x (bz — cy) x 
4.. mg rF = - = ^ ^^, 

tng pD' = ^^ = (»y-h^)- . 

:Oie %mttttn 20 im §. 379 {tnb 

tng MF s= ^,tngME= -iry.tngMD» 4-, 

weil itd) aber üenoanbelt a' in a, b' in b, c' in c, wenn ftc^ ^tt^ 
»anbelt a in — a', b in — b', «in — c', fo etl&atten »i« 

5. mg MF = j., tng ME' « i:i|, tng MD' = — |' 

bie Sormeln 

tng FMr = ^ = — tng DMA, 

b 
mg EMp « — — ; =z tng DMB, 

mg DMp = I^ = —. mg DMC, 

c 

vemanbcin {tc^ nun in 

tng FMr = i = tng UWi, 

«I 

6. tngE'Mq« r- = — tng D'MB, 

tng D'Mp»^;--- « — tng D'MC 

D« bet ?)unn M baS Sentrum bet «tntc OO' ip, fo tfl ble 
®((td>utta bicfer Sinie (nb{{<|) 

7. Tx' + yy' + z*' ss o. 



t 
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5. 383. 

jOie t)orlberge^ent)en Sormeln ftnb f&r bie analpttTc^c ®eotnetrte 
von gtofev ffi(c()ti9feit; auf fte loerben tote au4 balb in einer ans 
betn Se^ie^ung )ur&(tfommen. 

SSenn ber $untt, burdi» votli^m ber neue fenfre4)te ^auptfretd 
eM foa, nic^t in ber &inic MN felbfi entt^alten t{l, unb wir mit 
bejeict^nen/ feine jDißan) $ Soorbinaten aber mit u, v, vr, fo hu 
flimmen toir »ieber baS Zentrum O bed ^auptfreifet MN burd^ 
bie jDijlani^Soorbinaten a» b, r. 

SSenn toir nun in ber ®(ei(buna bed S* 876 fe|en a, b, c 
fir a, ß, y unb u, v, w fir « » f[y y , femer x\ f, z für x, y, 
z, fo ^ben wir auf ber GteOe bie ®ltid>\xna 

(cv — bw) x' + (aw — cu) y + (P^ — •^) *' ~ o. 

f&r ben bur(^ ben gegebenen $unFt L ge^enben unb auf MN fent^ 
redeten {^aupthei^ beffen ®(ei(t^ung 

az' + by' -f cz' = o 

gegeben ijL fBegeidS^nen wir bie e&noe beS oon L auf MN gefiDten 
9>er)>enb{!eU mitp, fo ifi p=::90<^±OL unb alfo 8inp=:±cosOL; 
weil aber cos OL s» au + bv -f cw i|l, fo ifl audt^ 

± sin p SS au -f- bv -f- cw. 

flBeil aber a^ + b« + c> nic^t = 1 ifl, fo ifi 

au + bv + cw 

Sbenfo (eid^t (ann aixif ber SBin?eI befKmmt' werben, unter 
wel^iem fidf jwei ^auptfreife fdj^neiben, beren ©leidi^ungen 
ax' + by' + cz' =s o unb 
ax-f-by -f-cz=30 

geaeben ftnb. & fei O baS Gentrum M erflen {^auptfreifed unb 
O baft Zentrum beS iweiten, ber gefuc^te SBintel aber.» V, fo ifl 
entweber 

V«00' ober V=I80» — OO' unb alfo 

cos V = ± cos OO' ober 

± cos V = aa' + bb' + cc'. 

SBBenn aber a« + b» + c« xdit = 1 unb auc^ a « + b'« + c « 
nidl^t = 1 ift fo tt^ilt man 

. V aa'+bV+c c' 

• V - r (txfc'— «b')^ + (ac'— ca )^ + (cb'-^bcQ 
"" ^^ (a^b^+c») (a'Hb'H«'') 

§. 384. 

6$ ifl {uwetlcn n6t(^tg, wenn bie iaj^t eineS fünftes M in 
Fig« 212 in fßeitebung auf ein 6oorbtnatcns2)reie(( ABC burc^ bie 
2)tilani * (Soorbinaten 
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1 = COS MA, .y =: cos MB, z ^ cos MG 

gegeben i{i, bte Sage beffelben 9>unfre$ M in Sejiebung auf ein 
neueö 6oorbtnaten$2>reie(f A'B'C burcib bie Dtflanj^^Soorbination 

X == cos MA', y' = cos MB', z « cos MC 
ju beflimmen, unter ber xicrau^fe^ung; bap Cie Sage ber beiben 
(Soorbinaten 9 Ibxzxtdz A BC unb A'B'C gu einanber befKmmt unb 
gegeben fei; nun werben Sonnein gefu^^t, mittelfl wehber man \\ 
Y, z ani X, y, z unb umaefelS^rt biefe £ifian2:;6oorb{naten aud 
lenen bere^^nen . f ann« Diefe Sormeln l^ingen bon ber 9M unb 
Seife ab, n>ie bie Sage ber beiben 6oorbinatens£)reietfe ju einan:^ 
ber beflimmt n)orben ift, ba biefe gegenfeitige Sage auf mebr alS 
eine Seife bestimmt xotxbm fann; balf^er itftatttt bie toorgelegte 
Sfufgabe aud) me^r aU eint Suflifung. 

fBenul^en mix {uerfl bai Soorbinaten ^ SJreiecf A'B'C, fo ift 

naöf §. 371 
cos MA=cos A'A cos A'M -|- co$ B'A cosB'M -f cos CA cos CM, 
cos MB = cos A'B cos A'M + c«s B'B cos B'M + cos CB cos CM, 
cos MC=:cos A'Gcos'A'M + cosBXcosB'M + cosCC cos CM, 

unb werben barin bie angenommenen Seichen fubfütuirt, fo i(l 

X = cos A'A . X 4- cos B'A . y' + cos CA . x', 

1. y = cos A'B . x' + cos B'B . y' + cos CB . %\ 
z « cos A'C . x' + cos B'C ♦ y + cos CC . z. 

IBenu^en wir aber bad 6ooTbinatens£)reie(f ABC, fo ifl 
cos M A' s= cos A A' . cos AM -f cos BA' cos BM «f cos CA' cos CM, 
cos MB' = cos AB' cos AM -f cosBB* cosBM -f cos CB'cosCM, 
cos MC' =s cos AC cos AM -f cos BC cos BM + cos CC cos CM, 

unb werben aucb l^ierin bie gewallten Seichen fubjlituirt, fo l^aben 

wir bie $orme(n 

x' SS COS AA' • X -f" cos BA' • y -f- cos CA' • z, 

2. y = cos AB' . X + cos BB' . y + cos CB' • z, 
z = cos AC . X + cos BC • Y + cos CG' . z, 

welche man au4^ burd^ bie Umfe^rung oer Sormcin (I) erhalten 
w&rbe* fDtan wirb nicbt fiberfe^en, ba^ biefelben 9 unt>er&nberUdj^en 
6oe{ft;(ienten , wel^^e in ben ©leicbungen 1 entsaften ftnb, aud^ in 
bett ®(ei(bungen 2 Dorfornmen, aber in einer anberen £)rbnung. 
jDiefe neun ®xh^m b&ngen aber bon ber Seßimmuna ber Sage ber 
beiben Soorbinaten^^reiede }u einanber ab, unb bangen aucb fo 
Don einanber ab, ba^ wenn brei gegeben ftnb/ wel(!be nicbt X)if}an}s 
Goorbinaten beffelben 9>unFteS fmb^ bie fe(^d itbrigen baraud bered^:: 
net werben f&nnen. 

§. 385. 

6^e wir einige SIrten ber borbin erwibnten SorauSfe^ungen 
madim, unb ibnen gem&f bie S^rmebt .entwicfeln , febcn wir juerfl 
auf ben Sufamnienl^ang {wifc^en ben Ciftanjen unb Stnfeln. £)ie 



— 312 — 

fe^ft ffiftifel Ä, B, C, A^ B\ C, ftnt) rechte fl3tnreL Z)a A baS 
Gentrum oon BG unb A' baS gentium t>Dn BC ifi, fo ift umge^ 
(e^Tt ber jbnxöf^dfniMs^nU ¥" bad Zentrum von AA' unb bie 
Dijlan) 

!• AA' = SSfnfel F'. 
SBefl A' hai (Sentrum von B'C unb B bafi (Sentrum von AC 
1% fo ifi umgefe^rt E'' baS Sentrum bon BA' unb bie 2>tjlani 
2* BA' = SBInfel E''. , 
Q^ ifi A' bad Zentrum Don B'O unb G baS (Sentrum üon 
AB, alfo umgefe^tt D" baS Zentrum t)on GA' unb bie jDifian) 
a CA' = SBinfcl D". 
2)a A baS Gentrum ton BC unb B' bat Gentrum bon A'C 
{ft/ fo ifi umgefe^rt F' baft Gentrum bon AB' unb bie 2>i{lani 
4. AB' = SBinfel P. 
GS ftnb B unb B' bie SRtttelpunfte Y)on AG unb A'C; alfo 
umgele^rt ber Sur4»rc&nitt«))unft £' bd» Gentrum bon BB' unb bte 
S){j!an} 

& BB' = SBinfel E'. 
G8 ftnb G unb B' bie fRittelpunfte x>on AB unb A'C'; alfo 
umgtfef^rt D« bai Gentrum bon GB' unb bie 2)ifiani 
. 6. CB' = SBinfel D'. 
X>a A unb C' bie fRittelyuntte bon BG unb A'B' ftnb, fo ifi 
F ba$ Gentrum bon AG' unb bie 2>iflani 
r AC = ffiinfer F. 
Semer ftnb B unb G' bie aRitteI)>unfte bon AG unb A'B'; 
alfo ifi £ baS Gentrum loon BG' unb bie ^ifian} 
a BG' = SBin!eI E. 
Gnblid!^ ftnb G unb O bie fIRtttcryunfte bon AB unb A'B'; 
alfo ift umgetel^rt D baS Gentrum bon CG', unb bie iDifian) 
9. GG' = fßinfel D. 
Sebe ber neun S)iftanien ifi alfo ba$ ^aaf etneS ber neun a3in$ 
{el, unter weldi^en bie @eiten beS eiiien Goorbinatens:2>reie(!S bon 
ben Seiten beö anberen gefc^nitten werben* 

§• 386. 

Setrac^^ten tt)ir nun ABG aU bad urfpr&ngUc^e unb A'B'G' 
als baS neue Goorbinaten::2)reie(I unb fe^en n>ir ber St&xit roegen 

a SS cofs AA'y b = cos AB' c = cos AG', 

a' =: cos BA', b' = cos BB', c' = cos BC', 

a"= cos CA'. b"=: cos GB', c"s= cos GG'j 
fo finb bie ©leic^ungen beS §* 388 

X =: ax' 4- by^ + cz', 
1. y = a'x' + b'y' + c'»', 
z = a"x' -f b"y' + ^'% 

unb umgefe^rt 



'.^ 
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x' = ax + a'y + a'% 
% y' = bx + b'y + b% 

z' s ex -f* ^^'y + c"*' 

^t^mm xoix ben f>un(t M f&r ben ^Rugenbltcf in B'O an, fa 

i{l X' = o bte ®le{4^ung biefeS ^auptfretfed in Stnfel^ung beS 6oor$ 

binaten*£rete(fd A'B'C unb alfo bte ©Uicbung beffelben ^caxpth^ 

feft B'C in fBe^ug auf bad urfpt&nglic^ie Soorbinatcnr^JDreietf ABC 

3. ax + a^ + a"2i = o. 

®am ebenfo finbet man in fiSejug auf ba9 urfpr&n^Uc^e Soor«: 
b{natm::2)reietf ABC als ©(eic^ung beS |)au))tfre{fed A'C bte fot 
genbe 

4» bx + b'y + b''» == o, 

unb als Qlei^ung beS ^aujptheifeS A<B' ftnben xoh 

S. ex + c'y + c''z Ä o. 

3n il^nliöber SBeife ftnben tt>it in fBejug auf ba8 neue Soor« 
binaten^Dreied bie @lei^ungen bet brei ^au})tfreife, weUj^e bieget» 
ten beS urf))vfingU(|ien 6oorbinaten::£)reied$ ftnby namlid^ 
e» ax'-|-^7' 4- cz'= o als ©lei^^ung beS <^aut)tfreife8 BC, 
7. a'x' + by + c^'= o als ©lei^^ung beS «|)auiptfreifeS AC, unb 
8* •^'x' + b^'+c''z'=o atS ®teic|)un8 beS ÄauptfretfeS AB. 
Sßeil ber 9unft C' jugUic^ in ben ^au|)tfreifen A'C unb 
B'C' entl^alten {{i, fo m&lfen feine S)i{tam$(Sootbinaten c, c', c'« 
ben ©lei^nngen biefer beiben <&au))flre{fe ®en&ge teiften, ballet ifi 
9. bc + b'c' + b^'c** = o unb 

10. ac + a'c' + a''c" = o, 

unb n>eil bet f>unft A' jugleic^ in ben ^auiptfrdfen A'B' unb A'C 
entl^alten ift, fo ^ahm wir nodj^, ba A' bie S>i{ianis(Soorbinaten 

a, a', a" Ifat, 

11. ba + bV + b'V « o. 

SBeil ber 9>untt C, beffen S)if(an)<(Soorb{naten in Unfel^un^ beS 
neuen 6oorbinatens2>reie(fS A'B'G' ftnb a'^^ h", e^', auglei^^ in beti 
^aupttreifen AG unb BC entl^alten ift, fo ifi 

18. a'a« + bl)'* + c'c" « o Uttb 

13» aa'' + bb'' + cc" = o; 

unb ba ber ^unft A, beffen 2)i|ian):sSoorbtnaten fbtb a, b, c, jtu 
gleid^ in ben ßauytfreifen AB unb AC enfl^atten ift, fo ifl no^ 

14» aa' + bb' •(• cc' s o. 

Sluferbem ift no^ na6f §* 870 

a2 + b» + c« = 1^ a3 ^ a<) + a'*» « 1, 

15. a'2 + b^ + c« = 1, unb b« + b'» + h'^ = 1, 

a««+ b"2+ c'^^« 1/ c^ + c« + c"2 = !• 

Semer l^abett toir nun in ben Sormeln beS §. 879 iu fe^en 

a, a', ä'' fJr X, V, », 

c, c', c" f&r a, B, c unb 

b, b^ b'' für a', b', c' 

woburc^ n^it in Slnioenbuns bev Formeln 3 bafelbfl erl^alten 
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c >B b'V — b'a", 
c" = b'a — baS 

unh in Smoenbung ber ffonneln 2 bafelbfl 
b CS c V — a'C, 
11. b' = c''a — a"c, 
b*' = ca' — aC. 

£)ie Sfimneln 6 im S. 380 toeraanbeln fidi^ nun in 
a «s b'c'' — c'b", 
18. a' = b'c — C'b, 
a'^ s bc' ^ cb'* 

Run ober ftnb bie einfac^^m Kelationen unter ben 2>i#an)en 
ber Cden ber beiben (SoorbinatensjDretede Don einanber, ober loaS 
nacb §. 8S5 baffelbe i^^ nnter ben ffiinfebi, totid^t bie Seiten ba 
beiben Soorbinaten::2)reie(Ie mit einanber macben, fammtli^ in %ou 
mein auSgebr&cft 9lber biefe Stelationen ftnb {um 2^ei( oon ber 
SIrt, baf fte auSeinanber Iftt^tUittt toerben tinnen* & gibt eigent^ 
114^ nur fecbS t>on einanber unabb&ngige Stelationen, toorauS aOe 
&brigen (hergeleitet tverben, unb eben be^toegen {innen oudb <^uS \oU 
ötm brei oon ben neun ®rifen a, a» a^ b, b', b'% c, c', c, 
loeUbe ni4^t jOlftan) # Goorbinaten bejfeiben f^unffeö ftnb, bie fecb^ 
Abrigen bur4^ ^edj^nung gefunben werben. Gin S6lid auf bie figur 
218 lebrt fcbon, baf auS foI(ben brei 2)t{lansen ober Sinfeln, wet 
4k nidi^t bur4^ eine ber ®lei(bungen 15 mit einanber oerfnupft ftnb, 
bie neun übrigen au^ geometrif^ auf eine einfache ffieife gefunben 
werben finnen* 

§. 387. 

Qi ift ein nat&rli^er ©ebanfe, bie brei 2)iflan}en AA', BBs 
CG' ber gleichnamigen Udm oon einanber (ober aucb bie fStnfel 
F'', E' unb D) ali gegeben ju betracbtcn, unb bie übrigen S>ißan$ 
itn buxif bie genannten brei in Sonnein audbrucfen« SBir {dienen 
biefe brei 2>i{tan)en, ober il^re ^finuS ber beffem Überfielt n>egen 
boburdli ouS, baf n>ir fe^en 

A as cos AA' =S 9L, 

B » cos BB' = b', 
C « cos CG' = c". 

9tt< ben S^rmeln 16, 17 unb 18 im §• 385 lieben toir nun 
bie brei (eroor, oelcbe bie als gegeben betra(|^teten ®rifen am mtu 
ften entölten, nimlicb 

C = AB — ba', B = AC — ca'' unb A = BC— c'b"; 

pe entölten fhrobucte ber unbetannten ®r&f en n&mlicb 
L ba'=AB — G, ca" = AC — B, cV = BC — A. 
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X>it ®ltUbun^tt 15 gTU)>)>{rcn wir alfo 

= 1/ 

2. { b» + B' + b"a = I, 

= 1, 

= 1, 

8. I c« + c a + C» « 1, 

= lf 

= I, 
= 1. 

I 

SfttS ben ®(eid(^ungen 2 erhalten wir burd^ Sfbbttton bcr beiben 
ctften tinb bur(^8 (Subtrabiren ber bdtten 

a'3 4- b3 s= 1 + (? — A« — B; 

unb ba 2 a'b = 2 AB — 2 C {{i na(|^ ber erfien üon ben ®(eu 
c^ungen (I), fo befotnmen toir burd^ {(bbttion unb @ubtraction 
(ä* + b)3 = (1 — o» — (A — B)a unb 

(a'-b)2 = (1 + C)a — (A + B)2. 

SBerben bie jDifferenjen auf ber renkten ®rite in S^ctoren auf< 
gelfifet unb wirb bie duotratsSBurjel auSgejogen/ fo iß 

a'+b=±V"[(I — C— A+B) (1— C+A— B)' 

a'— b=±y^[(l +C— A— B) (1 + C+A+B): 
fe^e» wir alfo ber (Sinfac^^eit wegen 

in»=l+A + B + G, 

n^ = 1— B— C + A, 

p3 = l_A — C +B, 

qa = 1— A — B + C, 
fo ijl (a' + b)» « (1— C)» — (A^B)i=:napi unb 
(a'—bp « (1 + C)»- (A + B)a=sin«<ia ; 

(ierau9 ober folgt burd^S fSuriel^9ud}iel(ien 

a'-|-bs±np unb a'— b = ±mq ober 

cos B A' + cos AB' = ± np unb cos B A' — cos AB' » ± mp. 
X>a AB' in ber Sigur > 90^, alfo cos AB' negatit), bingegen 
cos BA' ^oftti» ift, fo iflt alfo um fo me^r cos BA' — cos AB" )>o# 
Ittit); wir fe^en alfo 

cos B A' — - cos AB' =3 mq unb * 

cos BA' + cos AB' SS ± np^ 

woraus folat 

asxcbsBA'» { (±np+mq) unb 
b =cos AB' «a I (±np — mq). 

t(uf erbem ifi np^ ^ m^q^ = — 4 C + 4 AB =s 4 a'b • eine offene 
bar negative Differenz,, unb alfo mq > np» woraud folgt ^baf a' 
pofltit) unb b negatit) wirb, weld^eS von beiben fBorteic^en wir au(^ 
anwenbcn» SBir fe<ien 

a' = i (am + mq) unb b =s \ (anp — mq, 

unb werben bemnac^ {f beftimmen^ ob a =^ -f 1 ober ;»= — 1 ju nel^men fei 
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STitf ben Oldi^utiaen 3 erhalten wir burc^ abbitten ber beibcn 
etßen unb burcft hai Subtrabiren ber britten 

c« + a"3— 1 + B»-A2 — C« unb »dl 2ca"=2AC — 2B, 
fo erbauen toir 
(a" +c)M» -B)»-.(A-C)M1 -B— A + C)(l— B + A— C)«n V. 

unb 

(a"-.c)«=(l+B)«-(A+C)^l+B— A~C)(l+B+A+C>=mV. 
e« ift »itbin 

a'' -^c^^cosCA' -|*<^os^^ = ±nq unb 

a'' — CSE cos CA' — cos AC := ±p ; 
ba in ber gi^ur cos AC negativ unb cos CA' ^ofUit) ift/ fo fe<Kn 
toir 

a'* — c =s mp unb a" + c = /Jnq, »0 /y=±l, 

tooburdSf wir rrl^alten 

a" = I 09nq-f mp) unb c = ^ (/?nq — mp); 
«U(b ift n^q)— m3p3=4 fr'c = 4(AC— B). 

«u« ben erefc^ungen 4 ){e^ wir V^+c'^s:l+k^—B^^C^ 
«nb weil 2b''C=2BC-aA, fo Ift (b"+tO^=^tt— A)'— (P-C)» 
= (1— A— B + C) (1— A+B— C) = pV» «nb (b«— cO' 
=(I+A)5— (B+C«S5(1+A— B— C)(ltA+B+C) = m5n«; olfo 
h"+ c'alpqacosGB'-f cosBC'unb b'^— c's±mnaicosCB'* cosBC 

Seil wi^er cos BCMn ber Sigur negatito unb cos CB' pos 
fltiD iji, fo fe^en wir 

b" — c's=mn unb b" + c'=ypq, wo y = ±l i#; 
bierau« aber folgt b'' « { (ypq + mn unb c = | (ypq — mo), 
unb no4^ p^q» — m'n^» 4 b-'c' = 4 (BC— A). 

S* 388. 

di bleibt nun no<^ ju bejtimmen, welcf^e SBertl^ie bie 3et(ben 
«=±I, b=±l, y=±l in ben gormein 

a' =: I (anp-}-mq), b =5 | (anp-^mq), 
a" « I (ßnq+mp), c = J o!?np— mp), 

bdbmmen muffen« S)a b^ssca'— ac' unb c'=ba''~b"a ift, fo 
crl^ilt man burc!^ Slbbition unb Gubtraction « 

b"+c^!=ca'+ba'*— a(c'+b" unb b«— cssca'— l)a''+a(b''— c) ober 
(*>** + CO (1 + a) = ca' + b*" unb (b"— cO (1 — a) =s ca'— ba". 

Serben in biefen beiben ©leid^ungen bie obigen Sürtlfte fubfK^ 
tuirt, fo crl^&tt man 

(b''+cO (l+a) = J [2pq(«/?n«— m«)] unb 
(b''— C) (1—a) = i [2mn(/»q2-.eml)]; 

weil aber ii> + m)s=:2(l + A) = 2 (1+a) ifi, fo rebu^itt fxö) bie 
erjlc ©leic^ung auf b'' + c'=s— pq, wenn «^ä— 1 i% woran« man 
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Wit^t, baß / = — 1 fei« Sknn ober j9s=— a {{}, fo t>emanbelt 
[xäf We jweitc ©lei^^ung in (b"— cO (1— a)=— {[2amn(q2+p2)] 
utib ba q^ + p^ = 2 (1 — A) « 2 (1 — a) i% fo erbalten »it 
V/^c'»— amn; e« ip mithin «==—1, ß^ + 1 unb y= — I; 
^ietnacit^ i{i alfo 

a' = I (mq — np), b « f (— mq — np), 
a" = I (nq + mp), c = |(nq — mp), 
b" = { (mn— pq), c'c= J (— mn— pq). 

S){efe Sormeln {leUen ben S<^ ber fjigur 212 oor;.man fann 
aber lebe ber ®ri^en m, n, p» q nac^ belieben ))ofttit> ober nega« 
tit> nebmen/ wenn e6 nur in auen Formeln gle{(|^ma|iig sefdj^ief^t 
SRel^en wir )• S3. p negatiO/ fo befommen wir 

a' = I (mq+np), b « | (np-mq), 
a" s= I (nq-mp), c = | (nq+mpj, 
b'' == { (ran+pq), c'= { (pq-mn)-, 

in biefer ©efialt pflegen btefe ftnnreic^en Sormeln, beren (Srftnbung 
man bem fran}5fiftben fRatj^ematifer SSonge iufc|ireibt, gewi^nli^ 
aufgefledt ju werben. 

S)ie erwähnte 9Re{)rf5rmtsfeit in benfelben beliebt ^ö) barauf/ 
ba^ man flatt eined ber beiben 6oorb{naten::2)relede aucb fein ®es 
genbrded n^mm ober aucb bie beiben (Soorbinaten^Drdecfe felbji 
mit einonber vertaufd^en fann. 

§. 389. 

9la(bbem bie f^ormeln entwicfelt finb, mittelft berer man auS 
ben (Entfernungen AA% BB*^ CG' ober ben ®r6fien a = cos AA', 
b' = cos BB' unb c* s cos CG' bie Entfernungen ber übrigen 
<S(fen ber beiben Soorbinaten^SDreiede wn einanber berecbnen lann, 
beantworten wir bie S^age, ob ba6 Dreietf ABC burcb eine S>rebung 
um einen 9unft L biftage bed neuen 6oorbinaten^£)reie(Id A'B'C 
erhalten l^aben f&nne« 3p zinz folcbe SSorfteDung iul&fftg, fo muf 

LA SLA', LB = LB', LC = LC' 
unb ouferbem ber Sßinfel ALA'=BLB'=:CLC' fein. SBir fe^en 
LA=:LA':=:^a, LB==LB'»/?, LC»LC'^y 
unb SBintel ALA' = BLB'=CLC'=29; 
als gegeben betradj^ten wir aber wieber AA', BB', CG'^ biefe 6nts 
femungen erfdSieinen bei ber erwähnten SSorflellung aM bie ©runblinicn 
t)on glei(|^f(f^en!eligen S)reie(Ien ober aU fpb&nf^e @et^nen ber Stxtli» 
bogen, bif bur^^ bie (Enb))ttn(te A, B, C ber Stabien LA» LB unb 
LC bei ei«er IDre^una um ben ^unlt L, mVfyt — 2 9 i^ befc^ril^ 
ben werben* S)al^er fe^en wir 

AA'ss2A, BB'=SB, CC'«2C; 
unb a i# alfo a=3C082A» b'»cos2B, c'^s cos 2 GL Sett bie 
fbtüat ALA', BLB' unb GLG' gteid^fc^eUg fmb, fo IM^ ^ 
bie S^rmetn 
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sin A SS sin a • sin 9, 
sin B BS sin /9 . sin 9, 
sin C s sin y • sto 9, 

VHldft aud^ alfo baigefleBt loerben (innen 

a ascos2 A scos a^ 4- sin o^ cos29 «1 — Ssin a^ sin 9', 
b'8=cos2BBCos/^+sin/S^cos29*==l — 2sin^sin9'y 
c"Bcos2C»cos}^3+sin^cos29ssl^2sin>^<sin9>. 

%ixntt ifl in Beiic^img auf iebeft bet beibcn 
Xhrdede na6f §• 870 

cos o^ + cos b^ 4* ^> y^ « 1 ober 

sin a' + sin ß^ -f '^^ 7^^ % 

iäSftt tx^lt man tmdf bie 9bb{ttott ber ffotmün 2 oitf ber GtcOe 

Ä + b'+C' = l +2cos29 ober a\x6^ 

i [cos2A + cos2B+cos2C — 1] = cos 29, 

unb but4^ bicfe %otmtl ifl bie ®xh^t ber 2)re(ung bepnmt; t^ fic 

betedl^net/ fo finbet man bie brei Kabien a, ft, y na6f ben ^formeln 

sin A 
sin a = -? • 



sin 
sin 



..A 

sin /? = —. 



sm 

sin 
sin y = 



sin 9 

9Ran (ann audt^ bie £)tel&ung befKmmen, inbem man bie füiiu 
brate ber (8Iet(|^ttngen 1 abbirt; baburdi^ er^&tt man 

sin 9 = ^ I (sinA3+sinB3+8inC>), unb bann ifl 

_ ^ , 2 sin A» 

sin a _ V sin A^ + sin B« + sin C' 

sin ö _ V 3in A« +sin B« + sin O' 
^ 2 sin C» 

' ^ sm A* + sin B* + sm C* 

©iefe Sformefn ftab reell/ wenn sin B« + sin C* > sin A*, 

sin AS 4- sinC3>sin B^ unb sinA^ + sin B^ > sinC« tft;b. (. 

confhuirt man eitr \piixi\ita £>reie<f , beffen Seiten bie abfÜnbe 
AA% BB', CO fxnb, fo muf ber 9RitteI)>un(t beS um biefeS S>tdeä 
oefc^riebenen JtreifeS ni4^t au^er^alb beffelben fein; eS muß olfo bie 
eurnrne ie {loeier aSinM biefed jDreietlS grif er fein, aU ber britte; 
ift biefe fBebingung burc^ bie e&nge ber brei SIbft&nbe AA% BB', 
CG' ni4^t erfäat, fo (ann au<|> ba« eine 6oorbinaten«2>re{e<t ABC 
nic^t burc^ eine 2>re(un9 nm einen feften 9un(t L in bie Sage gc* 
bracl^t werben^ baf A mit As B mit B' unb C mit G' )ufammem 
f&Ut 9tan wirb bann aber bie beiben <Soorbinatea;sX>reie(f e mit aiu 
beren Scfen (5nnen fibereinanber faQen (affem . 
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2>a m^«l+cos2A+cos2B + co«2C, ii«= 1 +coi2A — 
cos 2 B — cos 2 Q p> = 1 — cos 2 A + cos 2B ^ cos 2 C unb 
q)=l — cos2A — cos2 B + cos 2C ifi, fo finben wir leicht 
±ms2cos9, ±ns2cosasin9, ±p=:2cosj^siD9; 

±q = 2cosysiD9; 

foaett in bet gigur m» n, p, q ^ofttiio fein, fo tfl }u fe^en 
iiis2cos9, nss2co8asm(i>f p» — 2cos/9sin9), q::a2cosysiii9, 

weil in ber Stgut ber Slbfianb Lb ober LB >900utibalfp --cos/^ 
yoptit) ifi; bann Itiaben wir 

ascos AA^ss 1— >28iiia^sin93=cosa> 4* sina<cos2 (p, 
bsscos AB's 2 cos a cos /? sin 9^ — > 2 cos y sin 9 cos 9 

SS — cos y sin 2 7 + cos a cos fi (1-— cos27\ 
e = cos AC =: 2 cos a cos y sin 9^ + 2 eos/fsin^ cos 9 

=5 cos b sin 2 9 -f cos o cos y (l — COS29), 
a's=cosBA'a8 2cosacos/9 sinf)^ + 2 cos y sin 9 cos 9 

s cos y sin 29 + cos ex cos ß {l — cos29)> 
b'sscosBB'ssl — 2sin/^sin9^=eos/9^-f si°/^cos29, 
c' =; cos BC' s 2 cos ß cos y sin 9^ — 2 cos a sin 9 cos 9 

s= — cos a sin 2 9 + cos ß cos / (1 — cos29)9 
a^'scosGA^ =: 2 cos a cos y sin 9^ ^ 2 cos /} sin 9 cos 9 

= — cos /? sin 2 9 + cos a cos y (1 — cos29)> 
b'' SB cos CB' = 2 cos ß cos y sin 9^ + 2 cos a sin 9 cos 9 

= cos a sin 2 9 + cos ß cos y (1 — cos 2 9)» 
c« sa 00s CC'ssa 1 — 2«in y^ sin 92=:cos y^ + sin y^ cos 2 9* 

6e|t man in biefen Jonneln ^29 ftatt 2 9» fo t>emanbett 
fi^ b (n a' ober AB' in BAs c in a" ober AC' in CA' unb c 
in b" ober BC in CB' unb umgele^rt; b. 1^. bie beiben Soorbino^ 
ten:s2>re{i(Ie ABC unb A'B'C' werben t>ertaufc^t/ wie aucb anber^ 
weitig einleuchtet; benn wenn ba9 jDreied ABC burdj^ bie £>re^ung 
+ 2 9 in bie Sage bon A'B'O tommt, fo muf eft burc^ bie Ibxzf 
l^ung — 2 9 aus biefer Sage in feine ttrfprfingli(i()e iurfi(ffommen« 
S)ie (ier auS ben Formeln bon SRen$e (hergeleiteten Sotmeln finb 
)uerji t>on (Euter gefunben worbem 

S. 390. 

®{e^t man in Fig. 212 Me ^atqiaogcn DA uttb DA' fanmt 
t<m 83in(e( D M scgcben aa, vm f((tt man 

DAsa« maü AVA'ssß tm& DA'ssy, 
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fo Kniioi wteber aUt taftinit ter data bet befben (Eooibiiiatair 
©refecfe t>on einar^cr bur* a, ß,j autgebrjtdt tvetbeit Xm eiiu 
Men {# min bcr 9tu«bnul f&r CCs bensi c« ifl tia4^ §. 884 ber 
Sfbßanb GO = D unb olfo 

1. c'' s cos CC^ « cos /9. 

gctner ffl cos BO ^ cos BD cos CD + sin BD sin OD cosBDC' ; 
loefl ober DC»:90<», BD«:90<>+a unb BDO z=:W^ + ßift, Tobe* 
bmmen wir 

2* c'ss cos BO=s — cos a sin/9, 
es ijl cos kO » cos AD cos OD + sin AD sin OD cos ADC' 

unb alfo 

8* c= cos AO » — sin a sin ß. 
Da cos CB' = cos DC cos DB' + sinDC sin DB' cos CDB', 
unb in biefer Sormel DC = 90^, DB' <= 90^ + / tmb fflSinhl 
CDB'=9o»— /y tfc fo befommen wir 

4. b'' = cos CB' s= cos y sin ß. 

jDie Sorme(cosBB'=cosBDcosB'D + sinBDsinB'DcosBDB' 
gibt ouf ber Stelle 

5* b'^cosBB'ssinasiny -f- cos a cos }^ cos /?, 
unb bie Sotmel cos AB'« cos AD cos B'D + sin AD sin B'D cos D 

9ibt 

6« b :s cos AB' ss — cos a sin y -f" ^^^ ^ cos y cos/9. 

Sernet ift cos GA'scos DA' cos DG + sin DA' sinDGcos CDA' 

ober audf 

7* ft" = cos CA' =: sin / sin /?; 
n>e{tet fft cos BA' « cos BD cos A'D + sin BD sin A'D cos D, 

ober and) 

S* a' B cos BA' » — sin o cosy -|* cos a sin f cos ß, unb 
enblic^ ifl cos AA' ss cos DA cos DA' + sin DA sin DA' cos D, 
ober ani^ 

9. asicosAA'sscosocosy + sin o sin }^ cos/?. 

S. 391. 

jDte SBStc^ltigfeft M ®egen{latibe6 wirb a red^tfertigen, loettn 
totr no((> eine neue Slrt, bie Sage ber beiben (Soorbtnaten^s^reie^fo 
ju einanber ju bejKmmen, in SInwenbung bringen. SBStr loerbtttben 
bie beiben dim A unb A' burcb ben ^auytbogen AA' ss e, toon 
beffen SSerÜingerung bie Seiten BC unb B'C in munb m' gefc^nit? 
tm werben« 

di fei femer ber SBinfel mACam, alfo mAB^W^-^m, 
unb berSB{n(e(nA'G'a:m', alfoin'A'B'»90<»— m'* 

di {# nun mF" = m'F" ss 90^, weil Am' auf beiben Stntai 
fentredl^t fte^t, unb ba mC = m, m'C ss m' ift, fo iß ^Xf^ 
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4 

CF" = mB = 90« — m unb C'F'' = m'B'= 90® — m'. 6$ \ft 

nun 2Uftji 

]• a s= cos AA^ = cos e. 

Semer tfi cosBA'=cosBinGOsA'm-f sinBmsin A'mcosBm A^ 
unb ba ber SBinfel BmA' = 90^ A'm = gO^— e, Bm=:90«— m 
ift fo liaben wtr . 

2« a' =: cos BA' = sin m sin e« 

Die gormel cos CA' = cos A'm . cos mC gibt 
3. a'' = cos G A' = cos m sin e. 

66 ijicosAB =cosAA' = cosB'A' + sin AA'sinB'A'cosAA'B'; 
»eil aber ß'A' = 90% unb SBinfcl AA'B + 90° — m' = ISO», 
alfo AA'B = 90<> + m'^ i% fo ijl 

4* b = cos AB' = — sin e sin m'* 
e« ijl cos BB'=cos BF" cos B'F" + sin BF" sin B'F" cos F" 
ober weil BF" = 180« — m, B'F" = 180° — m' unb F" = e 
ifc fo ijl ^ 

5- b' = cos BB' =^ cos m cos m' ^ sin m sin m cos e. 

es ijl cos CB' = cos CF" cos B'F" + sin CF' sin B'F" cos F' 

unb olfo 

6« b" = cos CB' = -T- sin m cos m' -|- cos m sin m' cos e« 

2)a cos AC =s cos Am' cos Cm' ift, fo l^aben toir 

7. c =r — sin e cos m'. 

©iegormelcosBC=co$BF'cosC'F'+sinBF'sinCF'cosr' 
gibt 

8. c' = <— cos m sin m' -f" sin m cos m' cos e. 

STu« bergormel cosCC'=cosCF'cosCF' + sinCF'sinC'F' 
€08 F' befommen wir enbltc|^ 

9. c" s= sin m sin m' + cos m cos m' cos e* 

Sterben bie gefitnbenen SSBert^e in ben So^<ne(n 1 unb 2 beS 
§. 385 fubjiituirt, fo ijl 

X =s COS e . x' — sin e sin m' • y' — sin e cos m' . z', 

y ssin m sine • i -|- [cos m cos m' -(* ^^^ ™ ^^° ^ ^^^ ^] j' 

+ [ — cos m sin m' -f- sin m cos m' cos e] . z', 
z SS cos ni sin e • x' -]- [ — sin m cos m' -^ cos m sin m' cos e] y' 

-}- [sin m sin m' «f» C9S m cos m' cos e] • z\ 
£)ie umgefe^rten Formeln ftnb 
X SS cos e . X •{- sin m sin 6 • y 4" ^os m sin e • z, 
y' s= — sin m' sin e . X -f [<^os m cos m' •{* ^^^ ^ ^^^ ^ ^^^ ®] y 

4- [*- sin m cos m' «)* <^os m sin m' cos e] z, 
z' SS, — cosm'sine.x -f* [— ^cosmsinm' + sinmcosm'cosejy 

•f- [sin m sin m' -|- cos m cos m' cos e] « z» 

^oöf aOgemeinere Formeln biefer S(rt ftnben ftcb in Ui SSer^ 
faffer« ®runbrifps ber analptif^en ®p^itx\t @eite 17 — 19. 

21 
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§. 392. 

!2)ie Sage einc6 $unftc8 M in Fig. 210 !ann a\x6^ nodl^ auf 
eine anbere ^xt in IBe){el!^ung auf bad Goorbtnaten ^ 2)retc(( ABC 
beftlmmt werben, ^an neunte eine Scfe, etwa bte (Stfe C gum^n:: 
fangS ^.^unf te, bic beiben Don il^m au^gebenben «fmuptfretfe CA unb 
CB (u 6oorbinaten::9lren/ bie bem $(nfangd$|)un(te gegenubfr^ 
fte^enbe Seite AB abet jur Satbtnale; bet $unft A beißt ber 
ßavbinal; 9un(t für bie STre GB unb B ber GarbinaU $unf t 
f&t Me ^re AC. SBSerben nun Don ben 6arbtnal$ fünften A unb 
B auft .|»au))t(reife burd^ ben $unft M gejogen, motten bie Sren 
in q unb r gefdj^nitten iperbcn; fo ftnb Cq unb Cr bie beiben 
9lxtti» Goorbinaten bed 9>unfteS M, welc^^e jur SefHmmung ber 
&kge bed fünftes M bienen. SBurbe ftü^tx ber $unft M beftimmt 
buxib bie SDijlanjsSoorbinaten cos MA~x, cos MB=jr, €osMC=z, 
fo f innen bte ®r6fen Cq unb Cr lei^it bur4^ x» y, z auSgebrficft 

^ cOs Ag cos AM cos Br cos BM 

»erben, ©a ^ = ;;— unb tt- ^ ?.« iß, 

CO« Cq cos CM CO« Cr cos CM " 

fy iH alfo 

X __ T 

tng Aq = Unb tng Cr = - j 

z z 

fe|t man a(fo tng Aq »= x unb tng Cr = y, fo ^at man alfo 
Aberatt 

X ffir - unb y ffir ^ 

z •' z 

iu feleu/ n)«nn man bie Sage eines ^unfteft M, xotlö)vt fr&^tr 
burd^ 2){flani::6oorbinaten angegeben toax, nun bur(^ Sfxen^Goor^ 
btnaten beflimmen Witt. Qi gewil^^rt au4) eine große STbförjung im 
S(u8bnufe, wenn man nicbt bie Sinien Cq unb Cr bie 9I]ren :: (Soor; 
binaten beS ^unfted M nennt, fonbern gerabeju bie ©roßen 
xssUDg Cq unb y == tang Cr alfo nennt. 

Sßir fanben fr&^er als ©leid^ung eineS 4^au||)tfreifed 
ax -(- by 4- cz =r o^ bit)ibiren wir fie iuxdf z, wobur^^ pc fii^ 

X y 

{na--fbs^ + c=:o toetwanbelt/ unb fe^en wir nun x für 

z z 

X y 

- unb y ffir - , fo be!ommen wir foglei4> 

z z 

ax -f by -f- c = o 

aU neue Sorm ber ©leicf^ung eines <!g)auytf reifes, in weltf^er nun 
X = UDg Cq unb y = lang Cq bie Sage beS fünftes M bes 
flimmen. 2)te mm Gleichung tfat nun eine große ^^nlicl^rett mit 
ber ®(ei(|^ung einer geraben Sinie in ber ebene, unb biefer Umflanb 
tfi i>on ber grißten SBidj^tigteit für bie anal^tifc^e @eometrie. 
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ffiir 1)abtn \)kx ben 93egriff bcr 9(rcti^6oorbinatcn geflutt auf 
t^n ber £)i{lan}s6oorbinaten; aber bie ^xen » 6oorbtnatcn f&nnen 
anö^ bann mit 9ioxtl)M angewanbt tvetben/ wenn bei SBtnfel C, 
ben btc ^vm CA unb CB mit cinanbet mac^en^ fein recl^tet iß, in 
welchem gaOe ber ©ebraudi) ber S)ijian}::@oorbinaten fe^r unbequem 
ijt. ,S(ucf) bann betoa^rt bie 9(nn)enbung ber 9():en$(Soorbinaten 
i^xt ^f^n\iö)hit mit bem ©ebraudt^e ber fd[^{efh>in!eligen Soorbtnaten 
ber Planimetrie in allen correfyonbirenben Sled^nungd ^ Sfuöbrucf en, 
wie in beS SSerfafferd ©runbriffe^ ber anal^tifd^en @p(;ärif auSfubr^ 
li4> geieigt worben ifi. SBir burfen ^ier atfo bie weitere 3(u8ful^^ 
rung biefe6 ®egen(lanbe^ weglaffen, welcde ol^nefiin ju fel^r in bie 
analptifc^e @f)IS)arit felbjl auSfcf^weifen würbe. 



7i tl f^ (H Xi Q. 

§. 393. 

fiBenn fidt) brei St^eitelr^Sinien eined ebenen jDreietfj inSinem 
9>un!te fcbneiben, fo gibt eSeine einfadS^e Stelation unter ben S^^eilen 
biefer Scbeitet^Sinien; auft welct)er eine Stetation für bie correfpon« 
birenbe fp(iarifcbe Gonfhuction beraeleitet werben fann« & fei in 
Fig. 210 AGB ein beliebiges f)>^&rif(^eS S)reie<f, unb eft m&gen ft(b 
bie @d(^eiteUeinien Ar, Bq unb Gp beffelben im fünfte M fd^nei^^ 
ben. SRan bef4^reibe dnm JEreid um baS Sreied^ beffen fRitteb 
yunit N fein mag; ber J(ugelrabiu9 beS ^untteS N ftel^t bann auf 
bet (Ebene biefed ^reifed, unb alfo au^^ auf bem Sebnenbreiede fenf« 
nä)t, weld[^ed jum fp^&rifdi)en ^reiede gel^irt; eS mag biefe (Sbene 
im fünfte 91 fcfineiben« 2){e ^ugelrabien ber fünfte p, q, r mhs 
gen bie @eitcn beö Gel^nenbreiedd in y, q, r unb ber SlabiuS beS 
9unfte8 M mag bad Sel^nenbreied in vh fdbneiben. SBirb ber 
SRitteIj)u«ft ber Äugel mit O bejeic^net, unb NA=-NB=NC=R 
gefegt; fo ift nac^ ber ebenen Trigonometrie 

sin Mp . ^ 
-r— -~, ebenfo 

SIQ dp 

sin Mq 
sin Bq 
sin Mr 
sin Ar ^ 
fD?r 

I- T" ~ * '^ ^^^ ""*•" («fanntm 
21* 
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ealit in Dlanimtttte, -unb »e» OA=:OB=OC = OM ift, fo 
tfabtn roh imäf abbitten bet vorigen $ro))ortionen 

OA, sia Mp sin Mq sin Mr 

Öm "" 8in~Cp ■*" suTBq + silTÄl'' 
»et( bai X>ttitd 0^3i in iR rec^tminfeUg ift, T» i^ 09{ » OSR 
cos MN unb weil baS 2)reie(t OSRA. in 92 tecbtwintelia ijl, fo ift 
a\i^ 091 » OA . cos R, aifo ifl OA cos R « 09» cos MM, 
, OA cos MN 

sin Mp sin Mq sin Mr cos MN 

sin Cp sin Bq sin Ar cos R 

IDte Summe ber brd SSerJ^altniffe auf ber Knien @ette ifl affo 
tti^^t immer gleic^grof , fonbern J^an^t ab t)on bem Sbflanbe bt& 
9unfte6 M t)om fünfte N; foll bie genannte (Summe einen glei^ 
dS^en SBettb behalten, fo mug ber Sfbflanb MN berfelbe bleiben, b. 
1)* ber 9unft M muß in ber ^eripberie etne6 ((einen iCreifeö fort$ 
rucfen, welcber concentrif^ ifl mit bem um bad 2>reie(f ABC felbfl 
bef4iriebenen Jtreife. 

S(nmer{ung* S)ie fo eben bewiefene 9Ie(ation ifl juerfl im 
^weiten fBanbe bed {u J|?erlin erf4)einenben 3ournaI$ für bie reine 
unb angewanbte Sßat^ematif @eite 190 o^ne SSeweiS burc^ ben 
^enn *})rof. ®tei ner befannt geworben.' 

S* 394. 

(Sinz noc^ t\nfa6)zxt unb wie eö f^ieint, tpenig befannte 9!e(a« 
tion f)at Suler gefunben, bie »ir furj fo (verleiten. 66 fei ber 
SBinfel 

AMp = a, BMp = A ölfo AMB«a + ß, 
bann ifl nac^ §. 239 Sormel 3 

cot Mp . sin (a+ß)=: cot M A sin ß + cot MB sin a, cbenfo ifl 
cotMq«siDa=:cotMAsin/^-f cot MG sin (a -f ^) unb 
cot Mr . sin i^ = cot MB sin a + cot MG sin (a + ß). 

Sioibiren »ir biefe ®lei4)ungen burcb sin {a+ß) unb fe^en wir 

sin a sin ß 

- — 7-r:s: = m, -: — jT'^ = ^^ fr P^b bie gormein 

sin {a+ß) sin (a+ß) ' » i « 

cot Mp = n cot MA 4" m cot MB, 
m cot Mq ss n cot MA -f cot MG, 
n cot Mr SS m cot MB + cot MQ 
unb wirb juerfl bie' (weite, bann bie britte toon ber erflen fubtra^irt, 
fo erhalten wir 

_ cotMp + cotMG _ cotMp + cot MC 

"*"■ cot Mq + cos MB ^ "■ cotMr + ootMA' 

werben biefe S93ert^e in btr erflen ©leic^ung fubflituirt, fo entfielt 
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cot Mp ^ cot MA cot MB 

cotMp-f cotMC'^cotMr + cotMA "** cötMq + cotSlB ' 

Yoeldt^e fd^on bie gefu<l^te Stclation \% SBtr &nbem biefelbe no4^ ein 
oenig/ toeil n&mlt((^ 

.cot Mp ^ cot MC -Ä f 

cotMp + cotMC ""*~ cotMp + cotMC *"' '^ ^' 

fen totr 

cot MA cot MB . cot MC 
I 4. ÄS I: 

cotMA-t- cotMr "^ cotMB + cotMq * cotMC-|- cotMp ' 

ge^en xoix m ben Sangenten iibtx, fo t)en9anbelt ftdj^ biefelbe tn 

mg Mr tog Mq tDg Mp 

tng Mr + tng MA tngMq-f tngMB "*" tog Mp 4- tog MG *° ' 

ober m6) 

tpgMA tpg MB tng MC 

4ng MA + tDgMr ''' tngMB + tng Mq tngMC+TngMp *^ 

9[u4^ btefe SIelationen linnen ki6)t aui ber coner)>onbttenben 
^lanimetrifci^en ISiergeleitet werben ; bie @bene nutf nun fo gelegt xott^ 
ben/ baf bie £ugel baioon im fünfte M beruhet toixb. ®e|t man 
itt ben @inuft unb 6o{tnuS ühtv, fo oerwanbeln fe bie Sonnebi in 

sinMrcosMA . sin Mg cos MB . sinMpcosMC 

4. Jl J. '^ . SS 1 unb 

sin Ar ^ sin Bq ^ sin Cp * **"^ 

sin M A cos Mr sin MB cos Mq . sin MC cos Mp 

sin Ar sin Bq sin Cp ^ * 

Suler M bem Cetoeife ,biefer {Relation unb bet correfponbi^ 
renben |)Ianimetrifi^en eine gan^e 3(bl(^anbluna gewibmet, xotl^t in 
ben Commentarüs acacL scieüt Petropalit. t)om 3al^re 1812 

enthalten ifi. 

Gubtral^irt man bie erjte ®leid[iung bon bet ixozitzn, fo befommt 
man nocb 

sin (MA — Mr) sin (MB — Mq) , sin (MC — Mp) _ 
sin (MA + Mr) ■*■ sin (MB + Mq) sin (MC + Mp) "" ** 

§. 395. 

SBenn ^tüei fBSinfel tn einem Sierede u^U ftnb, fo (aben bie 
Delationen unter ben Abrigen SBinfeln unb ben Seiten beS Sier< 
edft t^nlicbfeit mit ben 9IeIat{onen unter ben @eiten unti Ißinleln 
eine« 2)reie(fd. 6» fei CADB Fig. 218 ba» SSiered unb bie $Sin^ 
fei ADB unb ACB in i^m feien redl^te SBinfeL SBerl&ngert man 
CA unb DA itber A (inauö, baß CE=:DF«90« mirb, fo ifl E 
ba« Zentrum i^on CB unb F baS Zentrum t)on DB^ ba|^er ifi unu 
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gefe()rt B boS (Sentrum t)on EF unb EF-f-B = 1800; fernev ifl 
Mi bemfelben ©ninbe 
SBiirfel EFA+DB=900unbaBfnfclFEA+BG=900; banunau* 
FA + AD^^gO«" unb EA + AC = 90^ fjj, 
fo ffnb bfe Sefianbtbeile ber 6on(h:uction beS SSierecfd ACBD auf 
bie bed 2>re{e(Ig £AF gur&dgefu^tt. SBetl nun cos EF = cos £A 
cos FA + sin EA sin FA cos EAF ift, fo ifl alfo 

1« — cosBssinACsin AD -f- cos AC cos AD cos A, 

SBeil cos EAF=: — cos E cos F + sin EsinFcos EF tft fo 

ifl alfo audi^ 

2« — cosA=sinBCsin BD-(- cos B G cos BD cos B* 

Qi br&(fen btefe bdben Sotmeln offenbar einen unb benfelben 
Sufanunen^ang au§; toertaufc^t man A mit B, fo t)enoanbeIt ft^ 
bie eine Sonnel in bie anbete. 

SBSeil sin FA . sin F = sin EA sin A i% fo belommen tptc 
cos AD cos DB = cos AG cos BC i btefe %oxmü tt^alt man aber 
andf fogfeidb/ inbem man htaä^M, baf iebe biefer ®xh$tn = cos AB 
tjl; benn burd(^ baS die^ien ber Sinie AB wirb bai ^iered in jmei 
re^twinfelige 2>re{e(Ie jertbet(t S&Qt man t)on A ein |)er|>enbtM 
P auf HF, fo ift biefeS baS (ionvfltmznt t>on AB, unb n>eU sin AE 
sin AF sin EAF = sin P sin EF ift, fo befommen wir 

3. cos AG • cos AD sin A = cos AB • sin B ; ebenfo ift nod^ 
4* cos BD « cos BC sin B =- cos AB • sin A. 

maö) §* 148 ifl 

cos - (F E) 

tDg i (EA+FA) = ^jpq::^ mg l EAF unb au<^ 

tng i (EA-FA) = ^1=1 tng | EAFj 

ba ab« F— E = BC - DB unb f (F+E) = 90«— |(BC+BD), 
femw EA-FA=AD-AC, unb J(EF+FA)=90«— |(AD+AC) 

x9, fo locmanbdn füt» bie Sonnein in 

cosJfBC— DB) 
cot5 (AD+AC) = ,i„ .(BC+ DB) "'S ^ ^ «»" 

^ ,„ sinHBG— BD) . , . 
tng i (AD-AC) = ^4^50-; . tng I A, 

tmb wirb btefe bur^^ bie oorige bi^ibirt, fo entfielt noc^ 

ing I (AD-AC) ing J(AD+ AC) ^ tng|(BC-BD) ingKBCfBD). 

S>ie Sormefo be$ §. 147 geben . 

sin I (BC-f BD) sin > B » sin | (AG+ AD) sin { A, 
^ cos I (BC— BD) cos ; B ^ cos J ( ^C + AD) sin | A, 
•^* cos ; (BC+BD) sin i B = cos | (AD— AG) cos * A, 

sin J(BG-BD)cos;B = sin l (AD— AG) cos J A. 
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I 

Uebetl^aupt t>emanbelt fiät \^ Sfotmel, mUI)t wn ben Seiten 
unb mnUln bed S)Tetetf8 E\F Qiit, fogId(b in eine 9m^ fix baft 
«ierecf aCBD. 

S. 396. 

2)te loorbetgel^enben SßOtaöftmtQtn f)obm uni in ben ®tanb q^ 
fefet/ bie Sfufgabe aufsulifen^ m\d)t bie Verleitung einet Stelation im« 
ter ben brei |)ecpenbi!eln betrifft/ bie t)on einem fünfte auf bie 0e{$ 
ten eines fpb^rif(^en SDreietfd bevabgelaffen n)erben* & fei in Fig. 
210 My=y ba§ ^erpenbifel auf ber @eite AB, Mßzszß M s0^ 
yenbifel auf ber @eite AG unb Ma=o bai Derpenbifel auf bec 
Seite BC. 

e« fei ber SBinfel yM/? = A', aMy = B' unb oM/JsrCT, alfo 
A' + B'+C=860% bann iji nac^ §. «94 gormel 2, wenn bie 
aSinfel beS 2)reied$ ABC tnü A, B, G be^eidiinet tmben 

— cos A =5 sin y sin /? -|- cos y cos ß cos A', 

— cos B = sin a sin y + cos a cos y cos B', 

— cos G = sin a sin ß -{* cos u cos ß cos C, 
ouflerbem ift cos C = cos ( A' + B') = cos A' «os K — sin A' sin V, 
unb alfo sin A' sin B' =? cos A' cos B' ~ cos C, ^f^Uify 

1 — cos A'2 — cos B'^ + cos A'2 cos B'» = cos A'* cos B'« — 

2 cos A' cos B' cos C' -f cos G'^ unb alfo 

1— cosA'2— cosB'2_co8G'2 + 2cosA'cosB'cosC = o« 

Sub^tuirt man in biefb ©(eidg^ung bie avS ben brei ^orioen 
gezogenen JBertljie 

., cos A 4- sin y sin ß 

cos A = — — ^ i-, 

cos y cos ß 

^, cos B 4- sin a sin y 

cos V = — -^ . 

cos a cos y 

cos G -|- sin a sin /f 
cos CT s: — ^ 

cos a cos /9 

fo entliebt bie ©(etd^ung 

cos a^ cos ß^ cos y^ — cos o« (cos A «f sin y sin /?)« 
— cos ß^ (cosB + sin asin y)^ — cosy« (cos G -f sin o sin /Jp 
— ^2(cos A + siny sin/?) (cos B4-sinosiny) (cosCi-sinasin^Wo* 

tvirb biefelbe entnricfelt/ fo erbaft man nadi^ einigen SUbuctionen bie 
SRüation 

1. sin A2 sin o' + sin B* sin ^ -f sin C« sin y» 

+ 2(cosG + cos AcosB)sinosin/? + 2(cos B + cos AcosC) 
sin asin y -f 2(cosA -j- cos B cos G) sin/? sin yaa 1— cosA« 
— ■ cos B)--cos G^ — 2 cosAcosB cosC, 
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I 

( 

jDiefe Sotmel l&ßt \idf tiüdf )ufammen){e(Kn ; rt ifl ncimlid^, 
wenn bie ben SBinfeln A, B, G gegenfiberfie^enben Seiten bed 2>reu 
edft ABC mit a, b, c bejeidS^net loerben, 

cosA= — cosBcosC -f sinBsinCcosa vtXii alfo 

cos A -f- cos B cos C SS sin B sin C cos a, ebenfo 

cos B 4* ^^^ A cos Cs sin A sin C cos b unb 

cos C -|- cos A cos B=3 sin A sin B cos c, alfo 

sin A' sin o^ -f sin B^ sin/9^ -f sin (? sin y' 4* ^ sin A sin B cos c 

sin a sin /? 4* 2 ^^^ ^ ^^^ ^ ^^^ ^ ^^^ a sin / -{" 2 sin B sin C 
cos a siti /? sin y SS 1 — cos A^ — cos B^ — cos C? — 2 cos A 
cos B cos G* 

^ .^ cos A + cos B cos C 
gemer ift cosa» : — :^—: — t:^ , alfo 

" ' sin B sin C * 

l-*cosA* — cosB^ — cosC^ — 2cos AcosBcosC 

sin B2 sin C^ 

4 W« 

itnb weil au^ nadi> §• 136 ijl sin a« = -: — . =; , fo ijl 

4W* = 1 — cosA^ — cosB«cosG^ — 2 cos Acos B cos C, 
fo toie mUf 

4 w 2 = 1 — cos a* — cos b^ — cos 0^ + 2 cos a cos b cos c 

Sn Slnwenbung beS Seic^enS W {(! alfo bie ©leid^ung 

2. sin A3 sin o^ + sin B^ sin ß^ + sin C^sin y^ + 2 sin A sin B 
cos c sinasin/}-(-2sinAsinGcosbsinosiny-f 2sinBsinGcosa 
sin ß sin y zsi 4W3, 

Sibibttt man biefe ©(etc^ung iwxify W^ unb bebenft man, baf 
nadi^ bem äufage 4 ju §• 142 iß 

sin A sin a sin B ^ sin b sin C sin c 

"\V" "^ IT * "*W ^ • "lY" ~ IT' 

fo t>enoanbett ^ bie Sormel in 

3. sin a' sin a> -)" sin b^ sin /^^ -f sin c^ sin ^^^ 4* 2 sin a sin b cos c 
sinasin/9 4* 2sina sine cos b sin a sin y -f- 2sinb sine cos a sin /9 
sin }' = 1 — cos a' — cos b' — cos c' •{- 2 cos a cos b cos c 

S3erben bie bon ben däm A, B, G auf bie gegenuberfiel^ben 
Seiten (tef&IIten 9>eq)enb{rel mit P, Q, R begeic^net, fo ifi 

sin a 1 sin b I ^ sin c 1 

unb - 



2w sinP' 2w sin Q 2w sin R' 

ba^er fann bie Stelation a\x6} alfo bargejleOt loerben 
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sin a^ sin b^ sin y^ 2 sin a sin ß cos c 

** sinP^ "*■ ^Q5 + ^R2 — ^ sin P sin ft 
2 sin a sin / cos b 2 sin/9 sin / cosa 

' sin P sin R "'' sin Q sin R — • 

S)a sin Ma = sin Mr . sin r unb sin P = sin Ar ♦ sin r affo — ; — ;r 

sin P 

sin Mr . - . sin M/J sin Mrj 

= -: — 7- unb ebenfo -r— 7^ = - — rr^, wfc mtcf^ 

sm Ar sin Q sm Bq ^* 

^-^ = -j — g^ ifc fo t)er»anbelt fd^ bie t)Ori8cgormclau4>ln 

/sin Mp\^ .sin Mqv^ /sin Mr\^ 

+ K" — r^) + (-= — ^) + (-^— r--' 

^sin Cp^ ' ^sin Bq-^ ^sin Ar 

sin Mr sin Mq . sin Mr sin Mp 

+ 2C0SC. -: ;- • -:: —^ +2C0sb. : r- • -: ~ 

Sin Ar sin Aq sin Ar sin Cp 

sin Mp sin Mq 
+ 2cosa.-r-— i- • ^ — -2 = 1; 
sin Cp sm Bq 

fte \j(ki nun äO()nG(|)re{t mit bem fluabrate ber im §. 392 ben){efeneit 
^orme(^ n^efd^^e aud^ ju einet bequemen Kombination beiber benutzt 
loetben fann. @e6t man o»/9=y, fo fommt man auf bie Sonnel 
f&r ben 9{abiu^ beS in bad Sreied gef^^riebenen iSveifeft iur&tf» 

§. 397. 

tS]()nti^f eit mit ben fo eben IS)ergeIeiteten Sformeln \^X mS^ bt^ mblie 
einen Sufammenlgiang unter ben S^ifianjen eines fünftes M loon ben (Scfen 
eined S)reie(rs ABC (n Fig. 210 audbr&f t. ee^en wir ie|t MAs=a'» 
MB = /f, MC = / , ben SBinfel BMC = A', AMC = B' unb 
AMB = C, bann ijl wieber A' + B' + C'=360^ alfo 

1 — cos A'2— cosB'2— cos C^ + 2cos A'cosB'cosC=o, 

cos a — cos ff cos / 

femer i^ cos A = : — -j—, — ; , 

' sin /y sm y 

^, cos b — cos a cos / 

cos B = ', — 7—. — ; — - unb 

sin a sin / 
cos c — cos a cos ff ^ ^ , 

cos A' = 7—. — -; , unb werben btefe 

sin a sin p 

SBSert^e in ber t^origen ®lei4iung fubfKtuirt, fo erlitt xmxl fdS^on b(e 
gefu^^te Sormel 

sin o'2 sin fl^ sin /* — sin o'^ (cos a — cos /J' cos /)* 
— sin/9'2(cosb — cos a cos/)* — sin /^(cosc — coso'cos/^)^ 
+ 2 (cos a — cos/J' cos /) (cos b — cos o' cos /) (cos c — cos o' 
cos/T) =s 0. 
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2)ie ä^nlrt^reit tiefer Sormel mit tet Im §. 395 ift grof ; fctc 
man bafelbft 90<> — o fiir a, 90^ — /? ffir /y, 90P — y f& f 
180« ^-a für A, I80°— b für B unb 180»— c ffir C, fa t>€noä» 
be(t ftc^ iene Sormel in biefe; barou« f4)li#t man aber fogCetcl^, iMp 
{t(|^ tiefe Sotmel mrbe rebudren taffen auf 

1» sinacosa^^+sinb^cos/S's-fsmc^cos/^-— 2(co8C — cosacosb) 
cosacosfi^ — 2(cosb— oosac08c)co8a cos/ — 2(co|a — cosb<K>sc 
cos jf cos/ = l — cos a^ — cos b^ — cos c* + 2 cos acot b cos cj 

Sa femer cos c — cos a cos b s sin a sin b cqs C^cos b «— cros a cose 
sisinasinccosB tmb cosa — cos b cos c>s sin b sine cos A t(f, ji 

fann bie Sormel au4^ alfo bargefleQt »erben 

2* sin a^ cos a ^ + sin IflcoBß^^ -f 3inc^ cos/^ -—2 sin a sin b 
cos G cos a cos /? — 2sinasin ccos Bcosa cos/ *-2«in b sine 
cos C cos jS' cos / = 4 w^. 

JDiuibirt man bie ®(e{4^ung bur^^ 4 y^^, imb b^4^net man üt 
wn ben S(f en A » B , C auf bie gegen&berfteffenben Gettm gefAlOai 
f)er))enbifel mit P, Q, R» fo erl^&It man 

cos g ^ cos ß^^ cos /* cosa' cos/ 

*• sin pa + n^TQi + iirR5""*^'^-sinPsinQ 

_ cos a cos / ^ _ cos Ä' cos / 

— 2C0SB.-: S— : 5^— 2C0SC.-: "l . p S= 1. 

sm P Sin R sin Q sin R 

aSitb in ber ^oxmd i gefegt a s=:j9'=/ = r, fo Commt man 
auf bie Sonnet guru(!, bie ben Slabiuft beS um baS SSreiecf sef^nrie; 
benen i(reifed burcf^ bie ®eiten beffelben auSbrädt, niwüij^ auf 

^^ 2 (1— cosa) (1 - > COS b) (l — cos c) 

o "^ I — cosa^ — cosb^ — cosc-fScosacosbcosc 

S* 398. 

2)ie Sormel 1 ober 2 fann aud^ benu^t »erben, um benStabiuS 
eine« AreifeS {u beregnen, meUS^er brei gegebene Jtreife ber&^rt; w 
biefem i^nbe formen wir^bie Formel 2 juerft um, inbem wir biefeUK 
mit 2 muttipliciren ; bann i{} 2 cos 0^=1 4- cos 2 a , 2 cos /S^ 

5s 1 4- cos 2 ß*f 2 cos y^ == 1 + cos 2 y'» 8 cos o' cos ß' 

= cos («' — /?') + cos (a' +/?')> 2 cos a' cos f) = cos (o* — yO 
+ cos (o* + y'), 2 cos ß' cos y* =s cos (jff' — y') + cos(ß* + y'), 
unb alfo sin a« cos 2 a' + sin b« cos 2 /?' + «ia c* cos 2 y* 
-« 2 sin a sin b cos C cos (a* + ß^ — 2 sin a sin c cos B 
cos (a'+yO — 2 sin b sin c cos C cos (/J'+yO = 2— 2 cosa« 
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— 2 cos b^ — 2 cos c* + 4 cos a cos b cos c — sin a^ 

— sin b^ — sin c^ + 2 sin a sin b cos G cos (a' — ß) 
-i- 2 sin a sin c cos>B cos (a'— yO "^ 2 sin b sin c cos G 
cos 0»'— /)• 

S)er SIuSbruA auf bct nijUtn Seite, toebben totr vi\it X bejeidSitf 
nen/ lafbt ftd^) wßdi rebuciren, n>obuY(|^ man ztl^aVt I == — 1 — cos a^ 

— cos b' — cos c^ + 4 cos a cos b cos c + 2 sin a sin b 
cos G cos (a*^ß') -f 2 sin asin c cos B cos {a' — Y') + 2sinh 
sin c cos C C04 {ßf^r% 

. & feien nun A, B, G Ue 9R{tteI))unfte ber brei gegebenen jtrdfe 
unb a, ß, y {^te Sobien; M fei ber^!B{ttteIt)ttnft be$ gefuc^ten itreu 
feS unb r fein SiobiuS; bann ifi 

a' = r + Ä, /J' = r + /J, y' = r + y, 

wenn biet Xreiö um M bie gegebenen Steife ouSfdt^Iief enb bet&l^ren 

foH; ^ttdUi folgt cos (o^ — /?') = cos (a — ß), cos (a' — y ) 
=s cos (a-^y) unb cos (/>'— y') = cos (b— y), unb ti i\t mithin 

las — 1— - cosa^ — cosb^ — cos 0^4" 4cosacosbcosc-|-2sina 

sin b cos Ccos (a— /}) •)- Ssin a sin c cos B cos (a — y) 4- 2 sina 

sin c cos B cos (a— y) + 2 sin b sin c cos A cos {ß — y) 

ein SfuSbtutf, beffen fimmtlicbe ©Hebet b^annt flnb, ober auft ben 
aegebenen ®r&fen lei^^t beiecbnet mxitn {innen; bie ®(e{(|)ttng 
{•ibfl iji nun 

■• sina3cos(2r+2a)4'sinb3cos(2r+2/^+sinc^cos(2r+2y) — 2sina 

sin bcos Gcos(2r+a+/J) — 2sin asin ccosB(2r+ a+y) — 2sinb 

. sin ccos A cos (2r+^4-y) :s X, 

unb fte f ann bnxif (Sntoicfelung umgeformt »erben in eine ®Iei(^ung 
von ber Sorm 

m cos 2r — n • sin 2r s= JU 
Wtan finbet ober iwcd) bie »irflicbe Gntwitfelung 

m=: sina' cos 2a + sinb^cosl^ + sin«' cos 2y«-2sin asinb 

cos G cos (a+ß) -* 2 sin a sin c cos B cos (a+y) — 2 sin b sin c 

cos A cos (ß+y), unb 
n =sin a' sin 2a-|-sin b'sin 2/'+8in c> sin 2y'-2sin asinb 

cosC sin (a+ß) — 2 sin asin ccos B sin (a+y) — 2sinbsin c 

cos Asin ij9-fy)> 

unb bere4>net man nic^t nur m unb n^ fonbern aud^ eine J^Ü^t^: 
linie v nad^ ber gormel 
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fo ifl cos 2 p — tng V , sin 2 r = —> unb alfo 

cos V sin V 

cos (2r+y) = I • = I • — — 

m n 

9la(^ tiefer S^^inel (ann ein «^auptbogen 2r+if=v 6ere4^net 
werben, barauö pnbet man bann fofort r = | (y — y). 

3fl aber ber 9{abiu$ beö gefucbten itreifeS belannt, fo ifl aud^ 
bie Sage feine« aRtttelpunfted befannt. 

@oU ber Jtreid um M bie gegebenen JCreife ni(^t audfcbHef enb, 
fonbern einfc^Ueßenb ober innerltd^ httbfyctn, fo l^Cii man bie @(ei$ 
dSlungen 

man b<^t alfo in ben gefunbenen Sormeln nur uberaQ — a für a, 
— ß fhx ß unb — y fuY y ju feften ; babei bleiben aber l unb m 
unge&nbert unb n oern)anbe(t ftcb in — n, alfo y in — v; bte 
®leidS)ung felbjl t)ern)anbelt flc^ alfo in 

, cos V sin V 

cos (21* — v) = A . — — == X . , 

^ m n 

n>enn man ben Slabiu« beS gefucbten itreifed nun mit r" bejeic^^neL 

& ijt alfo 2 r' — » = 2 r + v, ober auib 

bie angen^anbte <f)filfÖ(inie v ifl alfo ber Unterfc^ieb ber betben un^ 
befannten fRobim r unb r'; man (ann eben be$n>egen bte betben 
Formeln au<b alfo barjleQen: 

n 
tog (r — r) = — unb 

cos {r — r) ^ sin (r — r) 

cos (r +r) = X . ^ ^ = X . ^ • 

^ m n 

S)ie entwttfelten Sfotmeln ftnben eine toierfad^e Knwenbung, 
unb alfo aufier ber fcbon ern^abnten nocb eine breifacf^e; fe(jt man 
nätnlicb in ben fr&beren Formeln — a flatt a, fo erbält man bie 
Stabien r' unb r fitr ^mei neue Areife; fe^t man — ß ftatt /?, fo 
erbalt man bie Slabien eine« britten ^aareft loon itreifen; fe^t man 
enblicb — y ftatt y, fo erbalt man bie beiben 9labien eines vierten 
9)aare$ oon Areifen — man er^&lt alfO/ toie au4^ f(bon im §* 826 
oorfam^ im SQgemeinen acbt Stabien f&r ebenfooieU Areife, toot»on 
ieber bie brei gegebenen Areife berührt, bte aucb ium ^beil ober 
fdmmtlic^ ^auptfreife fein f&nnen. @oU ber gefu^^te AreiS bur4 
einen ober mehrere gegebene fünfte geben^ fo tann man fub auc^ eis 
nen folcben ^untt ald einen AreiS oorfielleu/ beffen Slabiud =o ifl. 
^aber entbalten bie entn)i(felten Formeln bie t>oDfiAnbige aritbmetifc^e 
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Sluflifung ba Problems btt Sacttonen, fotoeit a in ben ßttüd) 
btx elementaren ®)>t^&r{t fallt X>U f^ormeln f&r X, m, n f6nnen 
jur 31bf&Qung ber 9{ecbnuTtgen in befimmten 3ableh nod^ t)iet be? 
quemer barge^eUt n>erben, xoomit roix uni ()ier aber nic^t aufhalten» 

S* 399. 

9ßan fann bie im §* 896 entn>t(felte ©leiddung (1) andf no4^ 
au$ einem anbeten ®eit(btö$9>un(te betrachten; faßt man namlicb 
in Flg. 210 ABMG a» ein SSierecf auf, beffen 0e{tett alfo AB, 
EM, MC, CA flnb, fo finb AM unb GS bie beiben diagonalen 
biefeS SSietedö/ unb bie b^g^^itete ©leicbung, bie man nun aOem 
faUS nocb anberS orbnen wirb, br&dt alfo au^ eine Sielation unter 
ben Dter Seiten unb ben beiben £)iagona(en eineS ffH)ixi\d)tn SSiev» 
edd aus. @d gibt aber no4^ anbere bemerfenSwertbe Slelattonen, 
n:el^e bie fecbS Sinien, woburd^ t>ier 9)unfte mit einanber loerbunben 
werben unb bie Sßinfel betreffen/ unter welchen fie {leb fcbneibem 
(So fei in Fig. 2U ein foUbeS Sieretf, feine £)iaaonaIen m&gen ^ 
in O fcbneiben. @e^t man ber Jturje wegen für ben 3(ugenbli(f 
OB = a, OA = /J, OC = y unb OD = y, femer ben SBinfel 
AOB = 0, foijl 

cosABsscosacos/? + sin o sin /9 cos O unb 

cos CD = cos/ cos J -(- sin y sin J cos O ; 

femer cos AD »s cos/? cos ^ + nn/^sinJcosO, 

cosBC sscosacosy *— sin asinycosO; 

entwitf elt man bie f>robucte cos AB • cos CD unb cos AD cos BQ 
fo ffnbet man ibren Unterfcbi^b cos AB • cos CD — cos AD cos BC 
=:cosJcosa (cosysin/9 + sin y cos ß) • cos O -f* sin J cos a 
(cos y sin /? -f sin y cosß) cos O => sin (ß+y) sin (a+d) cos O, 
ober aviäf 

l. cos AB • cos CDsscos AD • cos BC+sin AC . sin BD cos AGB. 

S>ie hnxd) biefe %oxmü auSgebr&fte Slefation ift nun eine alt 
gemeine, b. b« ^ fiUt immer, toenn man aucb irgenb jwei \)on ben 
Y)ier 9>un{tm A, B, C, D in bergormel permutirt, nur muffen bann 
lebe ixoü gegen&berjiebmbe Seiten beS Sierecfft bi< jum Scbneiben 
t)er(&ngert werben, bamit ber @dtieitel beö in ber gormel loerlangten 
SBinfelft conftruirt werbe« 

iBertaufcbt tnan }* ß. A mit B, fo erbilt man 
cosABcosGDacosBDcosAC + sinBC.sin ADcosAO'B, 
wmn man unter AO'B bm ffiinfel loerfiebt, unter wel^^em flcb BC 
unb AD fcbneiben. 

di gibt eine iffttliöft unb ebenfo aflgemeine Stelation unter 
benSßinteln eine» S3iere<S* 6» fei beriSinfel BAD»A, ABC=:=B, 
BCD=B, ADC=:D; ferner fei DCA=y unb BCA=/, DAC=a, 
BAC^', bann ij» 
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cof D«s«-cosocos/ -t" sioaste^cos AC unb 

cosBas— .coso'cos/ 4* sin o Sin/ COS AC^ ferner 

cotCs cofoces/ «f 8mtt«iD y'cosAC unb 

cosO^ss Gosa cos y -|- sin o' sio ^^cos AC; 

att< Mefcti Sonnebt cr^tt mdit cos O' cos O" — cos B cos D 
^ sin (a+a) sin (y+/) <^os AC ober 

S» cos (y cos O" SS cos B cos D -f sin A sin C cos AC 

2>{e bdben gonmln 1 unb 2 ober bie bobtor^ attSgebrnAm 
fl3e){e^ungen pnb bur^^ baS 8lect>ro€itatS^®efet mit einanbcr mc^ 
iidpf^ bo^er tift ft4^ bon ber einen m^ ein G<(^(uf auf bir an« 
bete mü A fn» 

§. 400. 

SBetben bie beiben ^agonatai AG unb BD beS fB{ere<R 
ABCD ^olbfrl; unb loetben fl^re ^Ritten burc^ ben ^ouptbogen MN 
mit einonbet betbunbett, fo ift boS merfac^e ^tobuct ^l bem <Sos 
f{nuS biefer Stnie unb ben SoftnuS bct (halben SDiagonoien fo giop 
dt bie ^vxoxaz ber <So{mu8 ber Seiten be6 Sietectt. 

St^t man no4» bie {AlfSÜnten AN unb GN, fo ift 

cos AB SS cos BN cos AN -f sin BN sin AN cos BNA unb 
cos AD SS cos DN cos AN — sin DN sin AN cos BNA, 

ba^er er^t man bun^ SIbbttion 

cos AB + cot AD «= 2 cos I BD cos AN; gan) ebenfo 
i# aber au4^ 

cos CB + cos CD SS 2 cos I BD cos CN unb 

cos AN -f cos CN SS 2 cos | cos MN; 

obbtrt man aber bie betben erßen ®lei(|;ttngen, fo ei^&t man oer^ 
m&ge ber britten fofort 

cos AB 4- cos BC + cos CD H- cosDA » 4 cos I cos I BD cos MN. 

%. 401. 

I 

@tnb A, B, G, .D in Fig. 215 bie bier Sinfel etneS JBieredi 
ABCD, beffen ©eoenfetten {tcb xxi E unb F unter ben OSinteln 
AEB = E unb AFD=:F fcbneiben, unb l^olbirt man bie Sieben:: 
winfel toon E unb F burd(^ GE unb GF, fo ift immer 

cos A + cos B + cos G «4- cos D =» 4 sin | E sinf F cos G* 

Serl&ngert man GE, FD unb FA, bis fie ftdi^ in g unb f 
fc^ndben, fo ijl ber fflinfel AEf=9(F — | E unb alfoBEF^W 
+ \ E; femerCEA « 90» — | Funb BEGs=9oo + J F. ® 
i^ nun 
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cos B = — cos BEf cos f + sin BEf sin f cos Ef =s sin i £ 

cos i -{- cos ^ E sin f cos Ef^ 

fctner — cos A = — cos AEF cos f + sin AEf sin f cos E^ 
unb alfo 

cos A = sin I E cos f — cos | F sin f cos Ei; 
man erl()alt alfo bvxö) 3(bbitton 

cos A + cos B = 2 sin I E cos f; gast) ebenfo {{t 

cos C -f cosD ^ 2 sin I E cos g unb 

cos £ + cos g = 2 sin f F cos G; 

au8 ben beiben erffen ®Iei4)ungen etl^alt man ahtt imö) Slbbition 
cosA 4" co^ B + ^^^ C + cos D = 2sin ^ F (cos f-f cosg), 
unb in StnYoenbung ber britten ©leidS^ung iji bie ^vanrnt alfo 

4 sin I E sin | F cos G. 

S>te fo eben bemiefene Stelation gilt unioer&nbert ouc^ wn Un 
SSSinf e(n eineS ebenen SSierec!^/ unb iji mit ber fm S* 400 l^ergeleitcs 
ten iuxö) iai ®efe& ber 9ieci))ro(itit berfnfijpfi 
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einiger %(1;Htv, um beten SSert^rung ber flenetgte Eefer gebeten wirb. 

Seite 9 Seile 11 von unten* tief: unb B für unb A. 
„ 10 /, tu« 2. t». u. (.: »elcbe^ [pdter iiuc iit einiqen SBetf|Hci 

len t)ottemmen tsitb^ fAt : ootK)n ^ jtec au^fä^ 

lieb ge^anbelt tpicb* %. • 

// 47 // 11 t>* u. (.: in Sinem für (n einem. 
„ 60 „ 6 D. tt. L : mel(bec bie SSitten ber ^iben 
„ 6S n 11 ». u. i : ÖO** f ftr 90. 
„ 80 ,1 3 t). 0. iß SU ero^Q^n: Dertv>>nbe(t. 
,i 87 ,/ 13 0. u. l: = ^ f&c — ^. 
„ 100 n 7 t). 0. l: sin | (E + B) ffir tng | (+B). 
,1 102 tt 2 ü. 0. I.: beoiefene f&r be»iefe. 
,, 103 n 3 t). U. C: sin fAc tin. 

;, 118 u 2 u. 3 T). u. (.; m = f (l80®-a+b),n=|(l80ö— c). 
„ 120 ,/ 20 0. 0. t.: tilg 1 (t-c) für tng f s-c). 
„ 121 ,/ 7 D. 0. L: t — a fftr s — a. 
„ 121 1/ 14 0. 0. (.: S3iertei>9<timetfr fAr ffiietteU^ermiter. 
,, 121 „ 10 0. u. I.: Sufabe. 

„ 125 ,, 11 0. U. L: sin J A sin J A" fü« «»" \ A «»n JA". 
,, 131 n 19 t>. U. I.: sin fAc tin. 
„ l39 // ' 10 0. u. I.: Uifr P(j fAr sin P(j. 

sinVB sin VA sin VC 

„ 187 „ 14 t). 0. 1.: — --- sin AC= •— sin BC + -- 

tnp; Vb mg Va tng Vc 

sin AB. 

„ 221 ,, S \>. n. l: { fut |. | 

„ 222 ,, 12 0. u. L: \ ( fAc J. 

,, 222 ,, 2 0. u. l: i fAc J, 

n 229 i, 8 t). 0. l.: , olfo ^ (a'+ß"} = 90<> töntet 180^ 

/, 264 „ 13 t). u. I.: cos r — fAc cos — r. 

„ 287 „ 12 t). 0. (.: g fAc g«. 

,, 287 „ 16 t). 0. !.: w fAr W. 

,, 287 „ 17 ». 0. L: a^yJ ffic «yJ. 

,; 287 9, 23 t). 0. L: 3 tAc 2 t)Oc ber gorm^t. 

„ 294 ,/ 2 ©. u. l.: -/^ fAr + wr {a'/T+yy). 

i, 302 «r 13 0* tt. L: feine (inter feien. 

)Dut4) ein SJetffben fornmen in ben Steinbrud^Safein bie Slunii 
mecn 210 unb 21 1 imeimal t)or, obgleich bie mer bamit be^eitf^neten 
giguren Decfc^ieben ftnb. 
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